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Sur  les  séries  dont  le  terme  général  dépend  de  deux  angles  et 
qui  servent  à  exprimer  des  fonctions  arbitraires  entre  des 
limit(S  données; 

Par   m     g.    DAKBOUX. 


Dirichlel  a  le  premier  (Inmontré  d'une  manière  rigoureuse,  dans  un 
célèbre  Mémoire  inséré  au  tome  XVII  du  Journal  de  Crelle,  que  loiile 
fonction  couiiuue  ou  disconliiuie  de  deux  angles  9  et  (p,  cjui  est  assu- 
jettie seulement  à  ne  pas  devenir  infinie,  est  toujours  développable  en 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  ces  fonctions  de  deux  angles 
cjue  les  géomètres  désignent  sous  le  nom  Ae  fonctions  sphériques  ou 
Jonctions  Y „  de  Laplacc.  Depuis,  dans  un  nouveau  travail  lu,  en  i85o, 
à  l'Académie  de  Berlin,  et  dont  une  Iraduction  française  a  paru  au 
tome  II  de  ce  Journal  (2*  série)  [*],  il  a  étendu  ses  premières  recher- 
cliesen  les  appliquant  à  l;i  solution  d'un  |)roblème  Irès-important  dans 

[*]  DiBicHLET,  Sur  une  nouvelle  formule  pour  In  détermination  de  la  densité  d'une 
couche  sphériquc  infiniment  mince  quand  la  valeur  du  potentiel  de  cette  couclic  est 
donnée  en  chaque  point  de  la  surface,  t.  II,  ?"  sérif,  ji.  57. 

Tome  XIX  (2"  série).  —  J.vNVitn  1S7.}.  I 
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l.i  tluorie  (lu  potentiel  »'l  ct)iimi  sons  le  iK)in  <l<'  problème  de  Gauss. 
'<■  me  propose  dVliiblir  ici,  par  une  noIc  D'MivpIIc  et  plus  siiiipl»' 
cpit'  celle  (le  Diiichlet,  les  piinrip;tk's  pro|)osilions  dr  c<I  illustre 
i,'<''()iiu'lrt';  j'iiuli(|U('  iiu'tne  un  ta«i  assez  étendu,  et  (|ui  me  p:ir;iil  iioii- 
vc  lU,  dans  lequel  ou  peut  développer  en  série  une  fonction  qui  devient 
infinie  pour  un  ou  plusieurs  svslénn  s  de  valeurs  des  angles  5,  ç.  Il  m'n 
suffi,  pour  obtenir  ces  résultats,  de  dévelo|)per  lanal^se  (pie  j'ai  lail 
coiin, litre,  en  1866,  dans  mon  enseignement,  et  dont  M.  l{ertr<uid  a 
bien  voidu  publier  le  résumé  et  les  |)oinls  essentiels  dans  son  Tiailc 
(le  Calcul  iiitégnil. 

Il  me  semble  inutile  de  reprendre  ici  la  théorie  classique,  et  si  sou- 
vent exposée,  des  fonctions  Y„;  les  lecteurs  qui  désireront  en  prendre 
connaissance  |)ourronl  consulter  soit  le  premier  Mémoire  de  Diriclilel, 
soit  une  Tliése  de  M.  ().  Honnet  insérée  au  tome  X\  Il  de  ce  Journal 
(i"^*  série),  soit  l'Ouvrage  de  M  Hertrand.  On  sait  que,  si  l'on  se  pro- 
pose de  développer  une  fonction  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
lonetioii-,  Y„,  b-s  différents  termes  de  la  série  s'oblieuDent  par  des  inté- 
grales défini's.  Toute  la  difllculté  des  deux  probli mes  distincts  traités 
par  Dirichlet  dans  les  Mémoires  que  nous  venons  de  citer  consiste  à 
démontr(  r  la  converi.ence  et  à  déterminer  la   somme  des  deux  séries 

suivantes  : 

• 

■' A  )    ^-—, /      sinO'f/0'  /       /(6',ç'i  P„[cos6cos5'4  sinOsiiiS'rosf»  — ^';]«/»', 

;  B^   y^V^l±il  /     i\„B',i^  I       /(,ô',»')P.rc.)s0cos9'-+-sin6sin9'cos  «-f  ]</^'. 

Dansées  deux  séries,  le  signe  l'„  indique  la  lonction  X„  de  I.eg<ndre, 
d  uis  laquelle  on  a  remplace  l'argument  x  par 


cos5  cos6'- 


'\9  —  ?  )■ 


Le  terme  général  de  chaque  série  est  donc  une  fonction  des  deux 
angles  0,  9,  et  il  faut  prouver  que  les  séries  smit  convergentes  el  déter- 
miner leur  sonunc  pour  des  valeurs  quelconques  de  ces  angles,  la 
lonction  JI6',  p')  étant   d  ailleurs  entier ement    arbitraire  et    n'étant 
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assujellio  (jum  la  seule  coiidilion  de  ne  pas  (Icvcnii-  ifi(irii(.-  dans  les 
limites  de  riiilc;^!  alioii. 

Mais  on  |)('iit  d('|à  iiolahloiiiont  siiii|)li(i(M'  le  prohlémc^  en  ramenant 
l'examen  du  cas  général  où  (/,  ^  oui  des  valems  (juelconfines  à  celui 
(iu  cas  où  0  =  0. 

En  (fit  t,  considérons  6,  ip  comme  les  coordonnées  polaires  d'un  point 
fixe  A  à  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  i  ;  5',  ^'  comme  les  coordonnées 
polaires  d'un  autre  point  M  variable  de  celte  sphère.  Alors  la  fonc- 
liony  ($',  y')  a  une  valeur  déterrniiu'e  pour  chaque  point  iM  de  la  spliere, 
valeur  qu'on  peut  représenter  par  /(M).  Ee  produit  s\i\0'(l5'ch'  repré- 
sente l'élément  (h'  de  la  surface  de  la  sphère;  enfin  l'arc  de  grand 

cercle  AM,  qui  réunit  les  deux  points  A,  M,  est  donné  par  la  fornude 

cosAM  =  cos5  cos5'+  si  II  5  sinô'cosfip  —  y'). 

Les  termes  généraux  de  nos  deux  séries  prennent  ilonc  les  formes  sui- 
vantes : 

^^  j/(  M  )  P„  (  CCS  AM  )  r/7  ',     ll^^  //(  M  )  P„  (  cos  AM  )  d<7  ' , 

indépendantes  de  tout  système  de  coordonnées  et  où  l'intégration  est 
étendue  k  toute  la  siu-face  de  la  sphère. 

Si  maintenant  i;ous  revenons  au  système  de  coordonnées  ])olaires, 
mais  en  prenant  pour  nouveau  pôle  le  point  A,  les  deux  séries  (A)  et  (B) 
se  transformeront  dans  les  suivantes  : 

(^')  2^^^4^X"'«i"^'^^'  Ç^''^^'^  <p')P„(cos9',r//, 

qiù  ont  les  mêmes  formes  que  les  premières,  dans  lesquelles  on  suji- 
poserail  6  =  o. 
Posons  enfin 


r,£y,{^'^?')^?'=^^s')- 
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<l>(ô')  sera  la  valeur veiine  do  la  fonclioii  doiiiiée^ (6,  o)  sur  le  cercle 

ilécril  du  point  A  comme  pôle  avec  5'  comme  ra\oii,  eJ,si  nous  effec- 
tuons nn  dernier  changement  de  variahles  en  lisant  x  =  cos!/',  nos 
lieux  séries  (^A),  (b  )  se  transformeront  dans  les  suivantes  : 

(0  2   "^  f_^' Fi:v)X„d:r, 

F(.r)  étant  ce  (pie  devient  la  fonction  <I>(5')  quand  on  y  remplace  6'  en 
(onctioti  de  .»  . 

Avant  d'entrer  dans  l'examen  des  séries  précédentes,  nous  rappel- 
lerons les  fornïides  suivantes,  relatives  aux  fonctions  X„  : 

(3)  ,2/;-^.)X„=-^^^ ^. 

(5)         X, -H  iX,  -I-5X, -(-...  +{iu  -hi  X„=  '-^  +  '-^• 

CÀ-s   préliminaires  étant   admis,    nous  allons   d  abord   examiner   Ij 
série  (i),  de  beaucoup  la  plus  importante. 


I. 

Désignons  par  .S„+,  la  somme  des  n  -+■  i   premiers  termes  de  celle 
série.  On  aura 

(6)     S„^,  =-   /'^"F(.r)[X.-t-3X,4-  5X,  ^...  -h    in  +  i)\,.\>h; 
ou,  d'après  l'équation  (5), 
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Si  nous  sii|)|)osoiis  c|ik;  la  fonction  F(j:")  iIcmicuic  finie  et  conlMim;  [lour 
chaque  valonr  de  x  coiu|)rise  entre  —  i  et  -I-  i ,  on  pourra  int«''gr<'r- 
pai'  parlics  (l(!  la  manière  suivante  : 

V,  =  [^F(^)(X„+  X„^,)J^|-  ^£"'F'(x)(X„+X„,.)r/x 

=  F(i)-^  P'F'(a-)(X„-4-X„,,)r/a-. 

L'intégrale  qui  figure  clans  le  second  membre  tend  évidemment  vers 
zéro  quand  n  croît  indéfiniment.  En  effet,  [)our  des  valeurs  croissantes 
de  «,  X„  et  X„+.,  tendent  vers  zéro  pour  toute  valeur  fixe  de  x  comprise 
entre  —  i  et  4-  i .  (Chacun  des  éléments  de  l'intégrale  tend  doue  vers 
zéro  quand  ii  croit,  et  l'on  a 

(8)  limS,,^,  =  F'(i    =<I>(o\ 

La  série  est  convergente  et  nous  en  connaissons  la  somme;  c'est  le 
résultat  de  Dirichl(  t. 

La  démonstiation  précédente,  (|ui  s'appuie  sur  1  intégration  par  par- 
ties, n'est  valable  que  sous  certaines  conditions,  et,  avant  de  poursuiv  le 
ces  reclierches,  nous  allons  examiner  comment  on  doit  la  modifier 
dans  le  cas  où  la  (onction  $(5)  ou  F(,r),  (pii  représente  la  movenne 
des  valeurs  de  y  (9,  9)  sur  des  cercles  décrits  du  point  A  comme  pôle, 
est  une  fonction  continue  en  général,  mais  présentant  un  nombre  limité 
de  discontinuités.  Dans  cette  hypothèse,  la  fonction  F(x)  deviendra 
discontinue  i)our  certaines  valeurs  de  .r  en  nombre  fini  /, ,  /,,  /,,..,  /„, 
comprises  entre  —  i  et  -(-  i;  mais,  dans  l'intervalle  de  ces  valeur.s,  elle 
demeurera  continue  et  aura  une  dérivée  finie  en  général,  mais  qui 
pourra  devenir  infinie  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  de  x. 

Alors,  dans  chacun  des  intervalles  de  /^  à  /yj^.,,  on  pourra  appliquer 
l'intégration  par  parties  et  l'on  aura 


S».,  =  [^F(j^)(X„+X„^,)J' 


^llj^+j''-^f^''^  •••  +j^'V'(.r)(X„  +  X.,..:u/.r. 
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Cela  |>os.c.  laihOiis  crnilre  n  imlériniiiienl.  l.a  jiailic  iiilf^ne  de  S„  se 
rt'duil  évidnnmenl  à  F(i);  cav  Ii->  valems  de  X,„  X,,^.,,  pimi  /,,/..,••  Ip, 
(eiideiit  vers  zéro  c|naiul  ri  aiinaieiile.  La  limite  est  donc  la  même  (jiie 
s'il  n'y  avait  pas  di^conliiiiiité. 
Quant  aux  intégr.dcs 

qui  l'oiineiil  la  seconde  |);irlie  de  1.»  forninle,  clincnne  d'elles,  et  [lar 
conséqnent  leiu-  somme,  tend  vers  zéro.  Cela  est  évident  si  F'(ar) 
ne  devient  pas  inliiii  entre  les  limites  de  l'intégration;  car  les  éléments 
de  l'intégrale  contiennent  X„  -h  X„+,  en  facteur  et,  |)ar  consé(|Ment, 
deviennent  tous  plus  petits  (pie  tonte  quantité  donnée  quand  //  aug- 
mente indéfinimei  I. 

Si,  au  ciinli.iiif,  I''(.i')  devient  infini  poin-  une  valeur  «  de  j:.  on 
pourra  isoler  de  i'mlé^rale  |)récédente  les  intégrales  singulières 

i  /*'"'F'(a:)(X„+X„^.)r/.r,      f     ¥'(jc){X„-^  X„^,)rix. 

■*  Ja  J  a.  —  t 

Elles  seront  plus  |)t  tiles  »n  v;deur  absolue  (X„  étant  plus  petit  que  i  )  que 

F(a-l-Ê)-F(a),      F(a)  -  F  («  -  £'). 

On  pourra  donc  choisir  £,  i'  assez  petits  pour  que  ces  intégrales  soient 
plus  petites,  quel  que  soit  //,  (pi'une  quantité  donnée,  et  l'on  pourra 
ensuite  prendre  n  assez  giand  pour  rendre  ce  qui  reste  de  l'intégrale 

r"'F'(x)(X„+X„„)^.r, 

après  qu'on  a  retranché  les  deux  intégrales  singtdières,  plus  pt  til  aussi 
que  toute  (piantité  donnée;  donc  le  cas  où  F'(,r)  devient  infini  ne  fait 
pas  dilficullé  [*]. 

[*]  Remarquons  loiilefois  <|iip  nous  supposons  F'(x)  toujours  de  même  signe  dans 
le  voisinajic  de  a,  ce  signe  j>ouvant  diffiTer  pour  les  valeurs  supérieures  el  pour  les 
valeurs  inférieure»  à  o.  Si  F'{x)  devenait  infini  d'une  autre  manière,  il  faudrait  em- 
ployer les  mclliodes  (|uc  nous  indlipions  pins  loin  pour  le  eas  où  F{.r)  lui-même 
devient  infini. 
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l.ii  tlciiioiisliatioii  |)r('cé(lente  parait,  au  premier  abord,  devoir  coin- 
preiidro  moins  de  cas  (pie  celle  de  Dirichlcr.  i/iilii^lro  géomètre  ne 
htit,  en  effet,  aucune  supposition  explicite  sur  l'existence  de  la  dérivée 
(l(î  la  fonction  que  nous  a\oiis  ap|)eiée  F  .ï);  mais,  si  l'on  examine 
attentivement  sa  démonstr^ilion ,  on  verra  que  Diriclilct  considcK- 
{Journal  de  Ci  elle,  t.  XVII,  p.  47)  une  fonction  f-)('|)  et  qu'd  .-i<iini  l 
l'existence  d'une  dériv<^e  |)onr  cette  fonction.  Celle  hypothèse  nous 
paraît  entraîner  des  restrictions  équivalentes  à  celles  cpii  tornicnl  l;i 
hase  de  notre  démonstration. 

Il  resterait  à  traiter  le  cas  où  la  fonction  ipi'il  sagil  de  développer 
devient  infinie  pour  un  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  des  variables 
indépendantes.  Nous  en  réservons  l'examen  j)our  la  fin  de  ce  travail. 


II. 

Passons  maintenant  à  l'élude  de  la  série  suivante,  considérée  aus.si 
par  Dirichlet  dans  son  premier  Mémoire  : 

(C)    2/    !^i'i5'rt'5'r    y(Ô',9')P„[cos9cos5'+sin5sin5'cos(y-9';]^f, 

que  l'on  ramène,  par  le  changement  de  variables  déjà  indiqué,  à  la 
forme 


2   p"'f(a-)X„r/x. 


Remarquons  d'abord  que  le  terme  général  de  cetle  série  tend  vers 
zéro  quand  n  croît  indéfiniment.  On  pourra  donc  cherchei ,  au  fteu  de 

la  limite  de  la  somme  S„  des  n  premiers  termes,  celle  de  — ■  Nous 

aurons  à  faire  us;ige  de  cette  remarque. 

Soit  J'{^v)  une  nouvelle  fonction  de  .r,  et  posons 

(9)  2;  =:/'"'/(.r)[X„  +  X.  -+-... +  X„]. 

n        >  —  1 

Si  nous  substituons  à  la  place  de  X„,  X,,...,  X„  leurs  expresNion» 
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ilcduites  tU'  la  rurmule  (4)i  "ous  aurons 

X„   =      -r-  —    2.1-—, 

f/X,  rfX.  </X, 

X,= , 


„  '/X.^.,        rfX„_,        „^''X, 

'  tl.r  (l.r  (Ix 


cl,  parconséqueiil, 

ou,  en  inlegraul  par  parties, 

-  ^f^'^ii^  -  •^j/(^)](Xo  +  X,  +  ...  -H  X„)r/.r, 
ou  enfin 

f^'i^ii  -  x)f{x)  -/(.r)](X„  +  X,  +  .  . .  -H  X„)r/x 

-H  [a(i  -  a:)y(j:)(X„  4-  X,  +  ...  -H  X„)];. 
Supposons  qu'on  ait  choisiy(j')  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation 

^{x)  =  2{i-x)J'lx)-J\x); 
on  pourra  prendre 

fi.)  =  -±=  f'/^ 


)dx 

■  X 


f. 
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♦M)  choisissant  la  liiiiilc  iiilc  riciirc  Af  rniU'grale  de  hilc  manière  que 
y  (jt)  demeure  fini  (|iiainl  .r  =  i.  Alors,  si  f{ji')  est  une  fonction 
coiiliiuie  ou  discontinue,  denieniant  finie  on  devenant  infini»»,  pourvu 
(jue  son  intégrale  soit  toujonisjinic,  J \.x)  sera  inie  (oiiclioii  toujours 
finie  et  continue,  et  les  intégrations  par  parties  (jue  nous  venons  de 
faire  seront  parfaitement  légitimes. 
Posons 

(n)  ^"'^j       ?(>^j(X„+ X, -t- ... -hX„)r/jr; 

la  formule  (lo)  nous  donnera 

(  +  i\f{x)  (,  _  X)  (X„  4-  X.  +  .  . .  +  \„)]L\, 

et  l'on  déduira  facilement  de  cette   équation,  en  y  changeant  n  en 

!^=_vi-„-i,/::'/(x)(^-'-^')</x, 

ou,  en  tenant  compte  de  la  formule  (3)  et  remplaçant  y  (—  i)  par  sa 
valeur, 

Remarquons  que  l'intégrale 

{■xn  +  i)j       J\x)X„da: 

est  le  terme  général  d'une  série  considérée  dans  l'article  précédent,  et 
qui  est  toujours  convergente  quand  y  (.r)  est,  comme  cela  a  lieu  ici, 
toujours  fini.  Le  terme  général  de  cette  série  tend  donc  vers  zéro,  et 
l'on  a 

(i3)     |imS„  =  lini?;^±^'  =  -L  p'?M^^  f'oicos-Acosldy. 
C'est  le  résultat  obtenu  par  Uirichlet  [Journal de Crelle,  t.  XVII,  p.  46). 

Tome  XIX  {i"  série).  —  Jasvilr  iS^.'i.  ^ 
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Venons  maintenant  à  la  série 

2;/'"'(a«  +  i/X„F(j-)û'-^. 
iloiil  on  [)ftil  inentre  le  lernie  général  sons  la  Icji  nu- 

en  verlu  de  la  formule  (3),  el  désignons  par  S„  la  soniiiie  des  n  -+-  i  pre- 
miers termes  de  celle  série.  On  aura,  a|irès  des  réductions  évirlentes, 


Kii  intégrant  par  parties,  ou  trouve 

/s„=tFW['2«-<-0x«^.-f-(2«-')x„-/»x„-4x,-..-4x„_,j|r, 

\  +4  P'F'(x)r/j^(X,4-X.  +  ...-HX„.,) 

f  -    J^'v'{a:)clx[{2n-i-i)X„^,-h{^n-i)X„]. 


Le  second  membre  se  compose  de  trois  [)arlies.  Pour  en  trouver  la 
limite,  nous  ferons  celte  unique  hypothèse  :  V [x)  satisfait  aux  con- 
liilioiis,  déjà  uidiquées,  (]ui  assureut  la  convergence  de  la  série 

2^(2«  +  i)  j"^'x„F'{x)dx. 
Alors  F(j:)  sera  nue  fonction  finie  et  continue;   nos  intégrations  pjir 
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|)ailii'S  scruiit  pcr'iiiiscs,  et,  en  oiilic,  ic  Icriiic  gciiriiil  de  l;i  scnc  |)i('- 
côdonle  Icndniit  vers  zéro,  il  en  scrji  do  môme  des  deux  intégrales 


f  nX„V':.x  (Ir,       f\„V'.idr. 


I.;i  lioisiénie  partie  du  second  nu  udxc  de  l;i  rormide  (i4)  aura  donc- 
zéro  pour  limite.  Quant  à  la  seconde,  «Ile  .sera  donnée  p.nr  la  foi- 
mule  (  1 3  ,  et  la  preniicre  s'obtient  sans  difïienllé.  On  a,  en  rénnissani 
tous  ces  résultats, 

(i5)  \nnS„  =  2F[-v-\-^  -7=^. 

En  résumé,  nous  avons  étudié  trois  séries  : 

(A)  ^{2,1  +  ) ;  Jy  ,M,  P„(cosAaT)  <h, 

(B)  y,'.^'i  +  i)'  ff[M)P„(cos\M)dG, 

,C,  2  y/(M)P„(cosAM)./7, 

et  nous  avons  obtenu  les  proposilions  qu'on  peut  traduire  géométri- 
quement de  la  manière  suivante. 

Décrivons  du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  spliéricpie  égal 
à  y,  lui  ])elit  cercle  de  la  sphère,  et  soit  ^'(7)  la  moyenne  des  vaieins 
de  la  fonction  y^i  M)  sur  ce  cercle  : 

1°  La  série  (A)  est  convergente  tant  que  ç)(y)  est  une  fonction  finie 
et  continue  pouvant  devenir  discontinue  pour  un  nombre  limité  de 
valeurs  dey,  ayant  une  dérivée  qui  peut  devenir  infinie  pour  une  on 
plusieurs  valeurs  <le  7.  Dans  ce  cas,  la  sonune  de  la  série  est  $(o\  c'est- 
à-dire  la  valeur  moyenne  de^  tM)  sur  tui  cercle  de  rayon  infiniment 
petit  décrit  autour  du  point  A. 

2°  La  série  (B)  demeure  convergente  tant  nue -V^  demeun>   fini; 
'  °  '        smy 

la  fonction  y  (7)  sera  alors  nécessairement  finie  et  continue,  et  la  sommuc 

de  la  série  sera 

)r/7 


j  sin- 


■1. . 
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3"    I.;i    st'ric    (C     est     toujimis   coiivcrg«'iiU',    alors    iiuinc    que    la 
fonctiuii  7 1  y)  devient  inrmic  ou   (liscoiiliiiiie,   |)(iiii\ii  i|iic  I  intt'';r:ilf 

/  y  (y)  cos-^y  conscivo  toujours  une  sijj;iiificalion  précise  et  ilt-nicnrc 

finie  it  continue.  I/t  soiiime  de  la  série  (C)  cmI  alors 


jT    9(yU-os|r/7. 


Nous  nous  |)roj)osons  de  compléter  ces  propositions,  k  divers  points 
de  vue,  dans  les  articles  suivant"^. 


IV. 

En  examinant  les  séries  qui  précèdent,  nous  avons  indiqué  des 
conditions  (pu  sufjisent  à  assurer  la  convergence  de  ces  séries,  mais 
qui  ne  sont  pas  toutes  nécessaires,  comme  nous  allons  le  voir.  Il  y 
aurait  donc  lieu  de  se  jwser  d'abord  I"  problème  suivant  : 

Rechercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  conver- 
gence des  trois  séries  (.\),  (Bi,  (C  . 

Sans  entrer  dans  l'examen  détaillé  de  ce  problème,  nous  allons 
cependant  montrer  que  les  séries  précédentes  peuvent  demeurer  con- 
vergentes quaiul  les  fonctions  qu'elles  doivent  déveIop|)er  deviennent 
infinies.  Nous  allins  t  tudier  surtout  la  série  ^A  ,  de  beaucoup  la  |)lus 
importante  de  toutes. 

Reprenons  la  formule  (7),  qui  fait  connaître  la  somme  des  //  -t-  i  pre- 
miers termes  de  la  série,  (  t  qu'on  peut  écrire,  en  introduisant  g;  (y)  au 
lieu  de  F(j"), 

:  16)  S„^,  =  i  J^    ?(7';j-[P«(fos7)  +  P«^.  (cosv)]r/y. 

l^oiu'  transtbruier  celte  expression  et  en  obtenir  ia  linute,  nous  rap- 
pellerons la  formule  de  Laplace,  qui  donne  la  valeur  aj)procliée  de  V„ 
quand  «est  très-grand. 


2  cos(/?7  H 7  ) 

(.7)  !•„  = -A_^-i2 -^ -5-_ 
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p  étant  une  fonction  inconnut",  iii;ns  (|iii  dcineiirc  inférieure,  f|iiil  t[iu' 
soit  «,  à  un  non)bre  déterminé  quand  y  demeure  compris  cnlrc  deux 
quantités  fixes  plus  grandes  que  zéro  et  j)lus  petites  que  tt.  Nous  ferons 
us;ige  d'iwie  (  xpression  toute  soinlilahic  poiu-  la  dérivée  de  P„  : 


(  1 8)  'jK  _  \  l      2      4/        1^ . 

On  déduit  de  cette  dernière  écjualion 

(■9)  ^^,P„.P,„,,=  =^»^n(„-;^j-=)^;;r|.-£^, 

où /3,  est  toujours  une  quantité  analogue  à  p. 

Cela  posé,  revenons  à  la  formide  (iG)  et  supposons,  |)our  plus  de 
netteté,  que  o[y)  devienne  infini  pour  une  seule  valeur  a  de  7.  Dé- 
composons ç;  (y)  en  deux  fonctions 

f[l)  =  ?.(7)  +  ?2(7)' 

en  assujettissant  celte  décomposition  aux  seules  conditions  suivantes  : 
1°  ip.>  (y)  ne  deviendra  pas  infini  poiu-  y  =  ^  ni  pour  toute  autre  valeur 
de  y;  2°  ç),  (y)  sera  nul  en  dehora  de  l'intervalle  de  {a  —  h')  'a  [a  -+■  h) 
comprenant  l'infini  a.  Ces  conditions  laissent  subsister  une  grande 
indétermination;  on  choisira,  dans  chaque  cas  particulier,  la  décom- 
position qui  paraîtra  la  plus  avantageuse  ou  celle  qui  s'offrira  natu- 
rellement. Remarquons  que  l'on  a,  en  vertu  des  conditions  posées, 

?a(o)  =  ?(o). 

Ces  points  étant  admis,  l'inlégrale  (16)  peut  se  décomposer  en  iJi  iix 
|)arties 


et 


I/l 
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(^fllL'  cli'iixioiiii'  iiilij^ralc,  où  7)1(7)  «l«'iiicnre  loujoiu>  Uni,  leii  i,  d'a- 
près li'S  l'ésiillals  ;iC(|iiis,  viTS  la  valeur  9,  o  ou  ^  (<)).  Tout  di-peud 
(U)Uf  fit'  l'exaiiu'ii  ilt-  la  incuiifie 


ao; 


il  lie  là  ii'siilte  ili'jà  luie  |)ro|)osilioM  rcMiarcjiiabk'  : 

Quand  la  fonction  9(7)  devionl  infuiio  dans  les  limites  considérées, 
1,1  coiiMi  j;eiicr'  de  la  série  (A)  ne  dépend  que  de  la  manière  dont  vaiie 
la  fonction  diuis  le  voisinage  immédiat  des  valeurs  de  y  pour  liscpielles 
elle  devient  inlinie. 

Eu  aj)pliquant  maintenant  la  formule  (19),  nous  voyons  (pic  l'inlé- 
grale  (20),  dont  nous  cherchons  la  limite,  se  décompose  en  deux 
parties 

n 'h      '•'       —   /       ,     /'.?.(7)''7- 

V'ang7  \nJa  —  h' 


\a  seconde  partie  piul  être  rendue  infiniment  |)elile  quand  /;  croit 
indéririimcnt.  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  sui\ante,  en 
éleiulanl  nos  laisounements  au  cas  où  il  y  a  plusieurs  infinis  : 

r.a  série  (A)  ne  sera  convergente  el  n'aura  j)our  somme  9(0)  que  si 
les  intégrales 


121) 


/?,(7)sin(/77-t-2 
-T-^ 


^i)'" 


relatives  à  chacpie  infini,  oui  une  somme  qui  Iciide  vers  zéro  quand  // 
croit  indéfiniinent,  //  et  //  étant  fixes,  mais  aussi  petits  qu'on  le  veut. 
Ap|)liqiions  celle  règle  au  cas,   Irès-étendii  et  Irès-imporlani,  où, 
<lans  le  voisinage  de  n,  on  |)eiil  inelire  9  (7)  sons  la  forme 


<fif  = 


^^{■|\ 


où  i>  est,  bien  entendu,  plus  petit  que  1.  A,  est  une  constanle  et  '^((yj 
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(lésigiic   iiiif   loiiclion  toujours  (iiiie.   De  celte  équation   on    déduira 
facilemont  la  suivante  : 


y/tang- 


l      h-»)'- 


OÙ  A  et  'i>  onl  la  inônie  di'nnition  qiu;  A,  el  i/,.  On  pourra  donc  poser, 
dans  l'intervalle  de  a  —  //  à  «  +  //, 


A  l/taiiL'- 

(y-  ay 


et  l'intégrale  (îi)  sera  ramenée  à  la  forme 


I  a-+-/i 


P"^    ■  (        y     ^\ 
Av"«/  — ^ V^^V- 

"      Ja-h'  (7-")''  ' 


On  peut  même  supposer,  pour  plus  de  généralité,  que  la  formule  [11  j 
convienne  seidement  pour  les  valeiu's  de  y  supérieures  à  rt,  et  qu'une 
autre  formule  semblable  iloive  être  employée  pour  les  valeurs  de  y 
inférieures  à  a.  Alors  on  aura  à  rechercher  la  valeiu'  limite  lorsque  n 
grandit  de  deux  expressions  telles  que 


_      .  f-7)'^ 

Ay// 


Il  suffira  de  considérer  la  première;  on  peut  évidemment  v  remplacer 


V«  par  t/«  -h  -j  puis  n-h  -  par  n,  et  l'on  est  ramené  à  chercher  la 


limite  de 
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uu,  en  |>u>.iii(  rr/  —  nii  =  it, 

,    ...  „-.l  /  n\    /'"*siiu/rf«  ,,_!    .     /  7r\    i"'''coiu 


du 


I,f)r.s<|u(' «  croit  iiidcrminu'iil ,  |.  s  (liii\   inU'grales  qui  iigurent  clans 
I  expression  précédente  tendent  \er.s  les  \;il(ni><  limites 


Uii  voit  donc  : 

1°  Que  si  /;  >  ^,  l'expression  (aS)  croit  sans  liuiile; 

a"  Que  si  p  <  ~,  la  limite  de  celte  expression  est  zéro; 

3"  Que  si /J  ^  ^,  l'expression,  sans  augmenter  indefininienl ,  na 
aucune  limite  déterminée. 

Donc  on  pourra  développer  la  fonction  j  [b ,  ç;  en  une  série  dejohc- 
tions  Y„  tant  que  ia  Jonction  f{y),  déduite  de  la  précédente,  ne  de- 
viendra pas  injini nient  grande  d'un  ordre  supérieur  ou  é^al  à  ^  [*j. 

Cette  proposition  est  confirmée  dans  le>  exemples  piirliculicrs  étu- 
diés par  l'oisson  et  Diricldel. 

Diriclilet  n'a  pas  étudié  au  point  de  vue  précédent  la  série  (A),  mais 
il  a  donné  au  sujet  de  la  série  (H),  qui  était  Tobjel  principal  de  son 
deuxième  Mémoire,  inie  règle  à  laquelle  on  sera  conduit  en  adoptant 
la  uiarclie  suivante. 

Nous  avons  vu  que  la  série  (B)  sera  convergente  toutes  les  fois  que 

la  l'onction  V'ix)  =  ^-r^  est  telle,  que  la  série 

'^j^\„Y'{x)dx   ou   ^£\\.va}'h 

soit  convergente.  Il   suffira  donc  d'appliquer  à  la  fonction  ¥'{x)  les 
résultats  que  nous  avons  obtenus  pour  la  série  (A). 

[*]  La  v,ileiir  />  :=  j  est,  on  le  voit,  une  Imiilc  pncisr  (jiii  sépare  le^  cas  pour  les- 
quels le  développement  csl  possible  de  ceux  dans  lesquels  la  série  serait  divergente. 
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Les  trois  sriios  que  nous  avons  t-xaiiurucs  sont  des  cas  particuliers 
tle  la  suivante  : 

J^{2n  +  i)«|/(M)P„(cosAM  )r/7, 

où  a  est  nu  noinijie  entier  positif  quelconque.  Eu  donnant  à  a  les 
valeurs  o,  i,  2,  on  retrouve  les  séries  (C),  (A),  (B),  qui  font  l'objet  de 
ce  travail.  Je  me  propose  de  montrer,  en  le  terminant,  que  les  mé- 
thodes précédentes  peuvent  être  appliquées  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques de  a.  Je  prendrai  comme  exemple  le  cas  où  «  ==  3;  les  autres  se 
traiteraient  de  la  même  manière. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  fonction  F(x  ,  déjà 
définie  et  qui  est  la  moyenne  des  valeurs  de/ (Mj  sur  im  cercle,  ait 
sa  dérivée  seconde  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  .r  comprises  entre 
—  I  et  -f-  I.  Alors  les  séries  ayant  pour  termes  généraux  les  intégrales 

fF'{ûc)X,.>la-,     n  C¥'{a:)X„dx,     rr  j'v  x,  X.„cix 

seront  conver-genles,  et  ces  trois  intégi'ales  tendront,  par  conséquent, 
vers  zéro  quand  n  croîtra  indéfiniment. 

Ou  peut,  en  vertu  de  la  formule  (3),  écrire  le  terme  général  de  notre 
série 

et,  par  suite,  si  l'on  désigne  par  S„  la  sonmie  des  Ji  -+-  i  premiers  termes, 
on  aura,  après  quelques  réductions, 

S„=         ['"^'F(^)r/x[(2«+i-^  +  i2«  +  i;r^"1 


Toini'  XIX.  ^^?.'^  série").  —  J,^^vlEr,  1R7/1. 
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liilôgioiis  par  parties,  nous  irouverons 

S„=  )F,x 


7.H 


\3  'l^ift-\ 


rfj- 


«  rfX„ 

—  ^a/i  —  I  )*-p- 


oc. 


_8   2«-  1    1^"-  H   2n 


ii: 


—  /        ?'  xdx[\in -\- i  ■\„^,-ir    ■in  —  \'\„\ 

/.-t-i 

—  i(j/        F'  JD^/jT^X,,  +  X„_, -)- .. . 

La   première  inlégrale  qui  figure  dans  celle  lorimile  leml  vers  zéro, 

d'après  les  lemarqiics  faites  |)Iiis  haiil.  (piaud  n  croit  indc-fiiiiineiit.  F.es 

deux  derniers  termes  ont  déjà  été  calcidés,  et  le  |)remierse  trouve  sans 

difficulté.  On  saura  donc  obtenir  la  somme  île  la  série  |)roposée. 

Il   resterait   à  démontrer  l'expression   approchée   que  nous  avons 

,     .  dV,.     ■  .'  ■  .         , 

admise  pour  -7-;  je  pourrai  revenir  sur  celte  question  ilans  un  autre 

article. 
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Pau  m.  1».  TCIIEBICHEF. 


(  Lli  ;ni  Congrus  ilt'  l'Associiitioii  fianraisc  jiour  ravaiiccnient  dos  Sciences,  à  Lyon. 


I.  Dans  l'Ouvtitge  tris-im|)ort;mt  que  M.  Heiiuite  vient  de  publier 
sur  l'Analyse  malliémaliqiie,  l'illustre  géomètre  donne  une  nouvelle 
formule  pour  évaluer  approximativement  la  valeur  de  l'intégrale 


X 


■(Ijc. 


_,    \/i  — • 

Dans  cette  formule,  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  (p{x)  entrent  avec 
un  même  coefficient;  c'est  ce  qui  apporte  une  différence  essentielle 
entre  la  formule  de  M.  Hermile  et  celle  de  Gauss,  et  ce  qui  en  rend 
très-commode  l'application  numérique.  L'ulilité  des  formules  approxi- 
matives de  ce  genre  m'engage  à  présenter  quelques  réflexions  sur  la 
recherche  de  ces  formules. 

Nous  supposerons  que,  la  fonclion  ¥{x)  étant  donnée,  on  cherche 
à  exprimer  le  plus  près  possible  les  intégrales  de  la  forme 

,-•-+-1 

quelle  que  soit  la  fonction  <p(ji'),  par  la  formule 

k[(D[x,)  ^o[x.,)+  ...  4-0(j"„)], 

où  /i,  ar,,  Xo,...,  x„sont  des  valeurs  indépendantes  de  la  fonction  ©(x). 
Comme  cette  formule  ne  contient  que  h  -i-  i  quantités  A',  x,,  Xo,...,  a-„ 

3.." 
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dont  on  puisse  disposer,  il  esl  iiiipossible  île  l'identifier  avec  In  valeur 

/-ri 
F(.r)  ç(j;-)f/.r  un  delà  des  termes  cpii  coiiliemienl  les 

n  priinit'K's  dérivées  de  !,i  fcmction  'f  {'t')i  et,  par  cf)nsé<pieiil,  on  miiiîi 

\     f      F(x)9(jr)r/a--X-[9(j:,)-f-?(x,*  + ••■ +  ?(--»«)l 
(i)       ,   — 

(        =  k,  ?(»-') (o)  -I-  A-,  yf-^»» 9  (o)  +  . . . , 

en  désignant  |)ar  A,,  k.., . . .   les  coefficients  de  ^'"+"(0),  ^ <""*■'' (o), 

dans  l'expression  de  la  différence 


X 


-1-1 

F{x)ç{x)djc  —  k[f^x,)-hcp{3Ci    -\-  ...  -{-^{x„]j. 


que  l'on  trouve  en  développant,  d  après  la  formule  ilc  .Maclaunu,  la 
fonction  fx)  sons  le  signe  de  l'intégrale  et  les  valeurs  (p{x,),  ç(.rjj,..., 
f{x„)  qui  sont  hors  ce  signe. 

*2.  Pour  trouver,  d'après  la  formule  (i),  tant  (pi'elle  est  possilile,  la 
valcui  du  coefficient  A  et  les  valeurs  x,,  x^,...,  x„  de  la  variahle  .r, 
nous  remarquons  que  cette  formule,  dans  Ip  cas  particulier  de 

<d[x\  = 1 

I  '  z  —  X 

z  étant  une  quantité  quelconque,  se  réduit  à  l'égalité 
J_,    z—x  \s  — -r,        s  — X,  z—.r,J 

=  1 . 3 . 3 . . .  (n  +  i)A-,  z-"~^  +  1 . 2 ,  3. . . ,  «  -(-  2  lA-j  2~"-*  -h  . . . , 

ou  A,  A,,  A;,,.  . . ,  .x\,  X2, .  ■ . ,  -în  sont  des  valeur»  indépendantes  de  ;. 
D'autre  part,  en  dénotant  par^  (z)  le  produit 

(z  -  x,)[z  —  x.)...>z  -  .r„), 
on  a 


-t- 


/(t)  z X,  z  T,  z  .T, 
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l'I,  par  suite,  la  fornuilc  |iiTcc(k'iile  se  réduit  à  celle-ci  : 

)    /  i.f'i^)    ,    i-?.-3...(/?  +  i)/-i    ,    i.?..3...(/i+2)^i   , 


^  '    J-,   =  — ^  /(^) 


z"-*-'  z" 


En  multipliant  cette  foriiiule  par  z  et  en  remarquant  que,  pour  z-=  yj  . 
les  valeurs 

f  1-    l  4*  J  I  # 


,y-^'iifi,/,.=  r"^^/-, 


3/'(z)  I 


^'  I—  —  I I 

z  z  z 

I  .2.3.  .  .(/J  +  l)^,  I  .2.3.  .  .(«  +  2)X-, 


sont  respectivement  égales  à 

/        'Ç[x)dx,     n,     o,     o,..., 
on  parvient  à  celte  égalité 

ce  qui  nous  donne,  pour  la  détermination  du  coefficient  /i,  la  (orinide 
suivante  : 


k  =  -  f      F{x)cùic, 


5.  Pour  déterminer  la  fonction 

/(Z)  =  v;-a-,)('-  ,TjV..(2-  J7„), 

nous  remarquons  que  la  formule  ^2),  eî;int  intégrée  par  rapport  à  z, 
nous  donne 

/"*■',     M        ,  \i  11         /i.z)  I.2.3...«X,  I.2.3...(/?-|-l)X-, 
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où  C.  esl  iiiif  corisl;mtf,  «-t  de  la 

J{z)e  =Ce 

l.umiiic  la  fonction  cliercliée 

/(z)  =  (z- jr,)(2- jr,)...(2-a?„) 

est  de  tli'gri"  n  et  que  l'expression 


)rfr 


g         *,*—  «,ï»*« 


ne  difïeie  de  i  cjne  par  les  |)uissances  de  z  inférieures  à  z  ",  il  esi  clair 
que  la  partie  entière  dn  premier  nieiidjre  de  la  formule  trouvée  est 
égale  à  la  fonction  J  {z),  et,  par  conséquent,  on  aura 

2  I         f'.r    Ion    :-xirfj- 

f{z)  =  EW- 


ou 


(3)  /(z)  =  CEe*-'- 

en  dési«<nanl  par  E  la  partie  entière  de  la  fonction  mise  sous  ce  signe. 
Dans  cette  formule,  la  valeur  de  la  constante  k,  comme  nous  l'avons 
vu,  est  doiuiée  par  l'équation 

(4)  k^^^l'J'F{x)cix. 

Quant  à  la  constante  (.,  on  trouvera  aisément  sa  valeur  en  reiiiar- 
qiiaiit  que  le  coeKicient  de  z",  dans  la  Ibnction  cherchée,  est  égal  a  i; 
mais  nous  n'insisterons  pas  sur  la  recherche  de  la  valeur  de  cette  con- 
stante. \  Il  (piellc  pciii  être  toujours  supprimée  sans  modifier  l'équation 

j   f         F(x)loj(«-x  ,/. 

f{z)  =  CE/*^-  =  o, 

dont  les  racines  présentent  les  valeurs  de  x,,  J"a,..    ,  x„  dans  la  for- 
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mule  en  question 

J_  _    l'('^')  'A^)^^  =  A  [<P  (-^i  )  +  T  (•^2)  +  .  . .  4-  '^  (.r„) j. 
4.   l'assant  aux  applications,  nous  ferons  d'abord 

VI JC' 

ce  qni  est  le  cas  de  M.  Herniite,  et  où  l'intégrale 

/-t-i. 
F  [x)  rp  [x)  dx 

se  réduit  à 

l'oni'  cette  valeur  de  F(.r),  on  trouve 


=^  =7:, 


•>4-  I 


log(3  — x)     , c+y/j'_i 


/  F  [X)  \0S{Z-X)dx=    1  ^^;^       ""'  dx  =  71  log  - 

J_,  J_,     \/I  — x^ 

donc,  d'après  (4), 


1 


A-  =  ^, 


et,  d'après  (3),  l'équation  /'  z'i  =  o,  qui  détermine  les  valeurs  de  a,, 
x-i,  .  . . ,  a:,,,  se  réduit  à 

Ee  '      =  o     ou     El I   =0, 

résultai  uieutiqueavec  celui  de  ?>1.  Herniite.  vu  que  la  |)ai'lie  entière  de 
la  fonction  /  -  +  V'-— g.  \    ^^^  égaie  à 

— —  cos(  H  arccosa-). 
2"-'  ' 
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r».    Pour   moiiln'i    une    .iiide   applicalioii    des   formules   (iiu-   nous 
\enoiis  lit-  iloimcc.  nous  posi-toiis  inaiiili*naiil 

V^u.-)  =  I 

,»-r-l 

ce  qui  est  lu  cas  ou  l'intt'grale  /        F'.r)  '^{x)dx  so  icduil  à 

1  f    .V\tl.l\ 

inlcgralf   [)our   laquelle  Gauss  a  donné  sa   formule  de  quadrature. 
Comme  on  irouve 

i        djc  =  i,       1        log(z-  —  X  f/x  =  log  '    _  —  3, 

on  conclut,  d'après  le  n°  3,  que  la  valeur  approchée  de  l'intégrale 
/         çj(x)/V'   sna  donnée  |)ar  la  lorniiilc 

k['^{x,)  +  9,j:,)h-  ...  h-  'y'x„]]. 

quand  on  fait  A  i=  -,  i-t  que  l'on  prend  pour  x,,  jt.j,...,  j:,,  les  racines 
de  l'équation 

Ee  =  o     ou     E' „;._,)  =  o, 

équation  qu'on  peut  mettre,  par  le  développement  en  séries,  sous  la 
forme  suivante  : 


n  n  n 


(5)  Ez"e 

<».   En  donnant  h  ii  les  valeurs  les  plus  simples,  telles  que 

n  =  2,  3,  4,  5,  6,  7, 
on  trouve  que,  pour  ces  valeius  de  //,  l'irpialioii    5    devient  rr  spetti- 
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— 

I 
3  ~ 

:0, 

•'.■' 

— 

I 

-  Z  : 

=  o, 

— 

r' 

^P=^ 

o, 

z'  -  p=  z'  +  -^  z  =  o, 

36o  "  (i4«o  ^ 

«>t,  en  résolvant  ces  équations,  on  obtient   les  systèmes  snivHiils  des 
valeurs  de  a,,  a^, . .  .,  .r„  : 

«  :=  2. 

X,  =—  o,8iG479, 
^2  =-i-  0,816479; 

n  —  3. 
x,  =  —  0,707166, 
.Xo  =        o, 
.Ta  =  +  0,707166; 

n  =  4. 
X,  =  —  0,794622, 

Xo    ^  0,187597, 

X3  =H-  0,187597, 

•*'i  =        0,794622; 

«  =  5. 

X,   =:  —   0,832437, 
Xo  =  —  0,374542, 

X,  =        o, 

x,  =  +  0,374542, 

X5  =  +  0,832437; 

lome  XXIX  (a'  série).  —  Janvier  iS^'i.  4 
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«  =  6. 

X,  =  —  o,86Gi49i 
.T.,  =  —  0,422540, 
.î'j  =  —  o,2GGGo3, 
.i\  =  ■+-  o,2GG6o'3, 

JTj  =  -+-  0,422540, 

jr-g  =  -t-  o,86G249; 

'•  =  !■ 
a",  ^  —  o, 8838 54, 
jTo  =  —  OiSagyoG, 
.T3  =  —  o,32385o, 

j"j  =  -i-  o,32385o, 
.To  =  -(-  0,529706, 
a-,  =  +  o, 883854. 

Avec  ces  valeurs  de  x, ,  jr^, . . . ,  x,„  la  fi»i  iiuilc 


lionne  l'expression  approximative  de   lintégrale   /        o{x)(/x,   qui, 

dans  certains  cas.  est  plus  cotninodc  pour  les  ;i|)plicalions  que  ne  l'est 
celle  de  Giuiss;  car,  dans  celte  dernière  formule,  les  valeurs  f,(x,), 
^(jCi),...,  7(j^,i)  entrent  avec  dos  coefficients  différents.  Comme  noire 

expression  de    l'intégrale   /        ^(xjrfx    n'est    cxacle   que  jusqu'aux 

termes  en  ç)"''*""''o),  »'"**' (o),. .. ,  on  devra  y  prendre,  en  général,  plus 
de  termes  que  dans  la  formule  de  Gauss.  Néanmoins,  dans  le  cas  on 
les  valeurs  de  9  [x,),  fix^),...,  f(x„  ,  d'après  lesijuelles  on  détermine 

l'intégrale  /        rp{x)dx,  sont  affectées  d'erreurs  inconnues,  nolable- 
J—  I 

ment  plus  grandes  que  celle  qui  résidte  des  termes  rejetés,  la  fojinale 
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approchée  ijuc  nous  venons  de  trouver  iloil  elfe  préféi'ée  ii  celle  de 
Gaiiss  même  par  rapport  an  de^'ié  de  précision,  vu  cpie,  d:ins  cette 
formule  apj)rocli<'e,  la  somme  'les  <  artés  de  coefficients,  à  cause  fie 
leur  égaillé,  a  la  plus  petile  vaiein'  possii)le. 

7.    Jlevenanl  au  cas  résolu  par  M.   Il( mute,  nous  remarcpions  que 

rintégral(!  /  /•/.i",  ponra?  =  cos5,  se  réduit  à  /     o{cosG)(B; 

J_,     Vi  — J'  ^o 

donc  la  formule  donnée  par  lui  peiil  avoir  des  applications  Irès-uliles 
dans  la  recherche  des  valeurs  approchées  du  |)remier  terme  du  déve- 
loppement de  9(cosS)  en  série 

A„  +  A,  cosô  ■+■  A.2  COS1O  +  . . . . 

Pour  trouver  une  expression  pareille  i\[i  coeflicient  A,,  on  devrait 
faire,  dans  les  formules  du  n°  5, 

F(x) 


v/'- 


Or,  pour  cette  valeur  de  F  (.r),  l'intégrale  /        F(x)r/a,  <|ui  entre  dans 

les  formules  du  n°  5,  se  réduit  à  zéro,  ce  cpii  fait  voir  clairement  que, 
pour  le  cas  en  question,  ces  formules  ne  sont  pas  apjilicables.  Nous 
allons  montrer  le  parti  qu'on  peut  cependant  tirer,  dans  ce  cas,  de  la 
méthode  exposée  plus  haut. 

En  remplaçant,  dans  l'intégrale  /        F[x)  o[x)ilx,  la  fonction  '^(J^') 

J —  I 
par  son  développement  en  série 

9  (o)  +  -i-i-i  X  4-  - — -  X-  +  -!— H  x'  +  .  .  .  , 

'  ^    '  \  1.2  1.2.3 

le  terme  du  résultat  qui  contient  ^ (o)  s'annule  toutes  les  fois  que  l'in- 
tégrale /  ¥{x)dx  est  égale  à  zéro;  mais  il  n'en  est  plus  ainsi,  évi- 
demment, de  son  expression  sous  la  forme 

k[o{x,)  -+-  (p(x.)  -h  ...  -h  ç>(>r„i], 
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;i   moins  ini'oii   ne  |>i<'iiih',  (I;iiis  celle  Inniiule,  l;i  iiinilié  (les  ïeriiies 
avec  le  signe  — .    Nous   allons  «loue  clieii  lier  à   e\|)rimer  la   valeur 

F(.T)f(x)Hjx-,  dans  la   supposition   de 
/        V{a:)(fj-,  par  la  lorinulc 

k['p{x-,)  -t-  5(j:,)  4- . . .  -+-y  i'x,„)  —  9(j-,„^.,)  —  ^(.r„,^.,  ■—...--.  :jrj,„  \, 
ON  il  V  a  ///  tenues  avec  le  signe  -+-  et  ///  ternies  avec  le  signe  — . 

8.    Connue,  daN>  la  fonunle 
A-[p(x,)  +  p^^XjJ  -h  . . .  4-  ?(.r,„  >  —  9;  r„,^,/  —  ?  v^Wî)  —  •••-?  {-^'im  l 

il  y  a  2in  -+-  1  valeurs,  savoir  :  A,  x,,  .r-j,-  •  -,  -ï",,,,  •^m+i.  -ï'/rMai-  •  -,  ^im 
dont  on  peut  disposer,  et  que,  par  sa  composition,  le  terme  eu  9  o  s'an- 

unie,  on  peut  identifier  celle  formule  avec  l'intégrale  /        F{x)f{x)dx- 

jusqu'aux  termes  cpii  contiennent  les  2111 -h  i   premières  dérivées  de 
f>{x),  ce  (pii  nous  dorme  l'équation 

J^      f:{x)o{x)  =  k[r^{x,)-{-<p{x^)+  ... 

+  /.-,  '^='"+='^0)  +  A-2ç-'"-^'(o)  +  . . .  . 

Eu  suivant  la  même  maiclie  <pu'  dans  les  \\°'*2,  5,  nous  trouverons, 
d'après  celle  équ.lion,  les  valeurs  des  quantités  k,  a,,  Xj,...,  .r„„. 
En  effet,  posant 


l'equalion  précédente  se  réduit  à  celle-ci 

J_i      «  — ■*  \î—   'i  2  — .r. 


I .  ?,  3    .  .  (?  m  -I-  2)  ^,        I    2 . 3 . . .  (2 «/  +  3j  X 1 


:  —  -Ctm  j 
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Fiiisnnl  l'iisiiilc 

fo{z)  =  [z-  .T,){z  -  .7\)...{z-  x;„), 
J,{z)  —  {z  —  X,,,,,)  (  s  -  .r,,,^^)  ...{z-  .r„„), 

f't  comarqnant  que,  |)nur  cos  \alciiis  de  /„  (z\  /{{^),  'm  '< 

-—    -  —    -f-    _f-  . . .  -^ , 

y„(z)  2  —  J,  z  — .r,  z  —  X,„ 


/,  (z)         2  — .»•„,+,        Z— .r„+3  z  — j;,„ 

ou  ptnil  iiielliL'  l'équalion  sons  la  ioiiuf  suivanle  : 

I  .2.3. .  .(aw  +  3)/., 

d'où,  en  intégrant  par  i'a|)|)oil  à  z,  on  lire 
£1  '  F(z)  !og(.  -  a.)^/x  =  A-  log^  -  L:ll,^J^^±nh 

\  .2.3.  .  .{7.m  +  z)A, 


4- 


La  conslanle   introcliiile  [)ar  l'itilégralion    se  réduit  à  zéio,   wi  que 
tous  les  termes  s'annulent  pour  z  =  -j:^  . 

D'a|)rès  celle  équation  et  en  fiisan',  jiour  abréger, 

1 .2.3. .  .(aw  H-i)/i  _  .  I  .i.3. .  .(2w -t-î)/, j 

/.  —'-M  j  —  =  2,..,, 

on  trouve 

Les  fonctions  ^0  (2)5 /i  (z)  étant  de  nieuif  degré,  la  Iraclion  -—^  est 

du  degré  zéro;  de  plus,  l'expression  e~' '""""'"'■=="■'""'-     ne  diffère  de  1 
que  par  les  puissances  de  z  inférieures  à  r" -'"-';  par  conséquent, 

l'équation  trouvée  nous  montre  que  la  fraoùon  ~f^  ne  diffère  de  lex- 
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I  r  *"' 

r/  Ffxjlott-J'rf'  ,  Il 

pre&suiii  e       '  mil-  par  les  leiiiies  c|iii  rtiiUi  imnl  li-s  puis- 

sances de  z  moins  élevées  tpie  z"""-'  et,  par  suile,  moins  élevées  que 

le  ileeré  de  la  Ir.iclion  -t-j. r,-   ciir  la   roiictioi)  /,  fz),  comme   nous 

l'avons  vil,  n'est  (iiie  du  deeré  m\  mais,  on  le  sait,  la  liaclion  --'  — ,   ne 

./il"; 

lient  (loniur  une  valeur  ap|iro(liée  d'une  lonclion  quelconque  exacte 

insiin'a   l'ordre  de   — ^ — '   a   moins  (|n"elle  ne  soit  l'une  îles  fractions 

convergentes  qu  on  trouve  par  le  développcMiient  en  fraction  con- 
liiine,    et   tpie   le  cjnotient  complet.    ci.iTespondant   à   cette  fraction 

convergente,  ne  soit  dépourvu  du  terme  en  -•  Kn  partant  de  la,  il  est 

aisé  de  trouver  et  la  constante  k  et  les  fonctions  y^  (z),  y,  (z),  qui 
déterniinenl  les  valeurs  de  a  ,,  .ï,.. . .,  'T,„,  .r,„+,,  x,„+2.- •   »  •ï'2m-  A  cet 

effet,  on   développera  I  expression  p""-'  en    traction    con- 

tinue, en  s'arrétant  au  quotient  (pii  correspond  a  une  fraction  con- 
vergente dont  les  termes  sont  du  degré  m.  Égalant  à  zéro  le  coefficient 

de  -  dans  rex|)ression  coiii|iltie  de  ce  quotient,   on  aura  l'équation 

qui  flélerminera  la  valeur  de  la  constante  A',  et,  en  mettant  la  valeur 
de  A,  ainsi  déterminée,  dai.s  deux  termes  de  la  fraction  convergente, 
on  aura  les  fondions  cherchées  y„  (2),  yj  (z). 

î).    Pour  montrer,  sur  un  exemple,  l'usage  de  ce  que  nous  venons 
d'exposer,  supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  l'expression  approxi- 

niative  de  l'intégrale   /        Xf{x)dx.   Pour  cela  on  posera,  dans  les 

lorinnles  du   numéro  |)récédent, 

¥{x)  =  x. 

Pour  celte  valeur  de  Ffx),  on  ohtient 

Y[x )\oo[z— x)(lx=  f        a:  log(2  — .r)r/.r  =  - —   log- z, 

—  I                                                          .  —  I  ■:>.  z        I 

-J        P(x  lof (.-x)rf* lo,^_ï 
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Iji  (ir'V('li)p|)aiil  la  (Icniicrc  expression  en  Irai'lioii  conlimip,  on  Inmv»' 
(jnc  le  (|iK)litMit  CDinpIct,  loriH'spoiid.iiil  à  une  fraction  coiivci-gciilf 
(lunl  les  termes  sont  du  prenner  dr^ré,  est  égal  à 


t  tpie  cette  fraction  est  égale  à 


3/:-  I 
3  ^-  z  -H  I 

d'où  nous  concilions  que,  dans  l'expression  approximative  de  l'inlé- 

grale  /        .rç)(x)  J:r  par  la  toiniulc  /c[<p{x,)  —  y  (Xj)],  on  doit  prendre, 

l)onr  /i,  une  racine  de  l'équation 

3  ,         I 
5  9^- 

et,  |>()nr  Ji,,  :i\  respectivement,  les  racines  des  équations 

3^"r  —  I  =  o,     3Xz  +  I  =:  o. 

On  trouve  ainsi  deux  valeurs  de  k  : 

et  deux  systèmes  des  valeurs  de  jr,,  a^  : 

'3  /3 

.  /3  /3 

■^■-=-\/5'      -^^=+V5"- 

mais,  de  ces  doubles  valeurs  de  A',  .r,,  .r^,  il  ne  iésull<'  évidemment 
qu'une  seule  valeur  de  l'expression  cherchée,  savoir  ; 


vlK^)-K-vi)] 
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Pour  Iroiivei  uni'  r\|ir(',ssR)ii  aj)|)roximiilive  à  qiialre  It'rmes  dr  l'in- 

légrale  /        JCf{x)(i.i,  oii  pn'ii'lr.i  If  (|Uotienl  «le  la  iiu-me  fraction 

•  —  I 

conliiiuc  qui  corrcspoiul  a  la  fraclioii  convergente  ilonl  Ich  lciuu> 
sont  (lu  secon<l  degré.  Comme  lu  valeui'  complète  île  ce  quotient  s'ex- 
prime par  la  série 

,  583a/'— i2i63/'— 35o  i 

tl  (pi'il  correspond  à  la  fraction  convergente 

270 /'z'  —  go/.3  -+- 10  —  54/' 
270 Â't'  -4-  go /  z  -(-  10  —  54 *■' 

on  trouvera  les  valeurs  de  la  constante  A"  et  île  JC,,  cc^,  x-,,  je,  pai"  les 
équations 

5832A' -  i2iG3A»-35o  =  o, 

270/1-2"  —  c)oXs  -1-10  —  54 A^  =  o, 
270 A-z'  -4-  90AZ  -f-  10  —  54A^  =  o. 

En  les  résolvant,  on  parvient  à  celte  expression  a|>proximative  de 
l'inlégrale  en  question 

0,41621  [9(0,78326)  H- çi (0,0 1762)  —  9(—  0,01762)  —  <p{—  0,78326)]. 

10.   En  passant  à  la  reclieiche  des  expressions  approximatives  de 

cosôc;  fcos$)<y$  ou   |  oix)dx^  nous  poserons, 

c'-  ,    V  '  -  •»^' 
dans  nos  formules, 

F(x)  =  ^=^. 

Four  celte  valeur  de  F(jr),  on  obtient 

/        F(jr)log(z-x)r/x=  /  \oe.{z-x)dx=—n{z—\jz^-i), 

J—t  J_,    vi— *' 

e      '  =  e 
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Développant  la  dernière  expression  en  fraction  continue,  on  trouve 
les  fractions  convergentes 

4^ï  — w        /^S^'z'—  I2^nz  -h  ir^  —  i-y/i' 

qui  correspondent  aux  quotients  complets 

12*         z  (12A'  —  n^jn  z 

d'où,  d'après  le  n"  8:  1°,  pour  la  détermination  de  fc,  jc,,  x^  dans 

cos6  9(cosÔ)(Y6    par  la 

0 

formule  k[(f[Xf)  —  9(jr2)]»»résultent  ces  équations 

laA:^  —  n*  =  o,     [{kz  —  n  =  o^     !\kz-\-n-=o\ 

et  2°,  pour  la  détermination   d'une  expression  semblable  à  quatre 
termes,  les  équations 

144^^  —  6o;rA'*  4-  tt*  =  o, 
48^-2-  —  I  2knz  +  ;r"  —  12  A-  =  o, 
48A^z-  -+-  \iknz  -)-  71^  —  laA-  =  o. 

Les  expressions  approximatives  de  l'intégrale  /     cos5(p(cos5)r/ô,  que 
l'on  obtient  d'après  ces  équations,  se  réduisent  à  ceci  : 

/     cosôy(cos5)û?ô  =  -=|(p  (cos^o)  —  y[cos(Tr  -}-  ô„)]|, 

JcosQ(f[coiQ)dQ  =  0,151765  |9(cos9,)  +  (p(cos9j) 

—  9[cos(rt  +  5,)]  — <p[cos(n-i-ôj)]j, 
où 

60  =  30°,    e,=  i2°32'4o",    .e2  =  470  5i'32". 

Tome  XVIII  (q=  série).  —  Janvier  1873.  5 
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Ou    trouverait    îles    expressions    plus    approclues    de    l'intégrale 
/      cos5  ^(cos5j^/5,  cil  |)iTii;mt  plus  île  ternies  dans  la  formule 

k[f{x,)-i-ff{3rt)  -h...  +  f'x„)  -f{x,„^^)  —  ?(a;,„^,)  —  •  • .  —  ^(a7„„)]. 

Nous  n'insislerons  pas  sur  la  recherche  de  ces  formules;  nous  re- 
mar(juer(>ns  seulement  que,  en  remplaçant  dans  toutes  ces  formules 
les  termes  de  la  forme  9  (cos5))  par 


iV     I         «A              /          27r-H0i\                            /         Ti(/  — On  +  eAl 
y[9(^COS-j-f-9^COS— ^j+..   +y(^COS / jj 


où  /  est  un  nombre  entier,  on  obtient  les  expressions  approximatives 
(le  l'intégrale  /      cos(/(/)  (p  (cos6)r/!/.  • 

Ainsi,  en  partant  des  formules  précédentes,  qui  donnent  les  valeurs 

approchées,  à  deux  et  quatre  termes,  de  l'intégrale  /     cosô  ^(cosÔ)^5, 

on  passerait  aux  expressions  approximatives  à  il  et  !\J  de  l'intégrale 

/     coi[lO)(f[coi.O]dO,  expressions  qui  peuvent  être  présentées  ainsi  : 


o,  i5i765îr 


ÎI765îr  ^   .  „r     /  (tr-l-fl,\  /  ii!T4-6,\'| 

-r— Z (- '^'[n''°'    /- )  +  ^ H^~) J' 

on  les  signes  de  sommation  s'éteodent  a  /j.  —  o,  i ,  2, . . . ,  2/  —  1 , 
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MKMOIRK  SUR   LKS  FOIIMES  BILINKAIIIKS; 
Pau  m.  Camii-u:  J0K1)A\. 


Nous  résoudrons  dmis  ce  Mémoire  les  problèmes  suivants  : 
i"  Étant  (loiitié  un  polynôme  hilinéaire 

P  =  liAap  Xa  J[i,        (a  =1,2, ...,«,       /5  =--  I,  2, ...,«), 

le  ramener  à  une  forme  canonique  simple  par  des  substitutions  ortho- 
gonales opérées,  les  unes  sur  les  variables  x,,...,x,„  les  autres  snr  les 
variables  J,,...,  ?„. 

2°  Ramener  P  à  une  forme  simple  par  des  substitutions  linéaires 
quelconques,  mais  opérées  simultanément  sur  les  deux  séries  de  va- 
riables jl",  ,.. .,  Jl',n  J  11"-)  J  ri- 

!^°  Ramener  simultanément  à  une  forme  simple  deux  polynômes 
bilinéaires  Pet  Q,  par  des  substitutions  linéaires  quelconques,  opérées 
isolément  sur  les  deux  séries  de  variables. 

Le  premier  de  ces  problèmes  n'a  pas  encore  été  abordé  à  notre 
connaissance;  le  deuxième  a  déjà  été  traité  (dans  le  cas  où  h  est  pair), 
par  M.  Kronecker  {Monatsbcricht,  i5  octobre  i8G6),  et  le  troisième 
par  M.  Weicrstrass  [Ibid.,  i8  mai  i868j;  mais  les  solutions  données 
par  les  éminents  géomètres  de  Berlin  sont  incomplètes,  eu  ce  qu'ils 
ont  laissé  de  côté  certains  cas  exceptionnels,  qui  ne  manquent  pas 
d'intérêt.  Leur  analyse  est  eu  outre  assez  difficile  à  suivre,  surtout 
celle  de  M.  Weicrstrass. 

Nous  pensons  donc  satisfaire  les  géomètres  en  exiiosanl,  pour  la  so- 
lution de  ces  questions,  une  méthode  nouvelle  très-simple,  et  ne  com- 
portant plus  aucun  cas  d'exception. 

Nous  terminerons  ce  Mémoire  en  montrant  que  le  troisième  i)ro- 
blème,  borné  aux  limites  où  l'avait  considéré  IM.  ^^  eierslrass,  est  iden 

5.. 
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tique  à  celui  de  la  réduction  dos  subslilulions  linéaiiTS  à  leur  loiim- 
canoiii(|iie. 

1.  Soil 

P  =  :iAapjra7p.     {^a  =  i,  ■j.,...,ii,     p  =  i,2,...,«) 

un  |)ol)n<jnie  linéaire  par  rapport  à  chacune  des  deux  séries  de  va- 
rial)U'sa-,,...,a„,  j,,...,j„.S\  l'on  opère  sur  cette  loiiclion  une  double 
substitution  linéaire 


'a)  /p  =  hf„ri,  -+-ipj-/3j  -t-...-f-  bç,„n,„ 

ce  |iolynome  prendra  la  forme 

analogue  à  la  précédente.  On  pourra  d'ailleurs  dis|)Oser  dos  coeffi- 
cients des  substitutions  (i)  et  (  2),  de  manière  à  simplifier  cette  expres- 
sion en  annulant  quelques-uns  des  coefficients  -A. 

Supposons  d'aliord  que  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients 
Agjj,  que  nous  appellerons  pour  abréger  le  déterminant  de  P,  ne  soif 
pas  mil. On  pourra  poser 

et  P  prendra  la  forme  canonique 

'3)  £,  >7,  -4-  fjVJa  -*-...-(- |„ï3„. 

Si  le  déterminant  de  P  était  nul,  les  fonctions  rj,,...,  f,,,  calculées 
comme  ci-dessus,  étant  liées  par  une  ou  plusieurs  relations  hnéaires, 
ne  seraient  plus  des  indéterminées  distinctes.  Admettons,  pour  fixer 
les  idées,  que  les  fonctions  Ï3i,...,v3m  soient  distinctes,  mais  que  les 
suivantes  soient  liées  à  celles  ci  par  des  relations  linéaires.  Substituant 
dans  P  l's  valeurs  de  vj,n^,,...,  tirées  de  ces  restions,  P  prendr.i  la 
forme 

(4)  P  =?,-/;,  4-...-+-  ?,„ï5„, 
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ç,,...,  ^,„  étant  (les  fondions  de  la  forme 

qu'on  pourra  prendre  |iour  variables  indépendantes  an  lien  de 
X, ,... ,  Jr,„. 

Nous  obtenons  ainsi  dans  tous  les  cas  une  forme  réduite  où  chaque 
variable  ne  figure  que  dans  lui  seul  rectangle,  et  dans  laquelle  tous  lis 
coefficients  sont  égaux  à  l'unité.  Il  est  clair  d'ailleurs  quedeux  réduites 
correspondant  à  différentes  valeurs  du  nombre  m  ne  peuvent  être 
transformées  l'une  dans  l'autre;  car  ces  fonctions  diffèrent  par  It 
nombre  des  variables  distinctes  dont  elles  dépendent. 

Nous  remarquons  enfin  qu'il  existe  une  infinité  de  manières  de  ra- 
mener P  à  sa  forme  canonique.  En  effet,  si  P  est  de  la  forme  (4),  par 
exemple,  on  pourra,  sans  altérer  cette  forme,  poser 

pourvu  qu'on  opère  en  même  temps  sur  /),,...,  >;„  la  substitution  ad- 
jointe définie  par  les  relations 

"Ij  =  <I|p^i  +■•   -4-  ^,„f//7,„. 

2.  Premier  problème.  Imposons-nous  maintenant  la  condition  cpie 
les  substitutions  (i)  et  (2)  soient  orthogonales.  La  réduction  de  P  a 
une  forme  plus  simple  dépend,  comme  on  va  le  voir,  de  la  solution 
du  problème  suivant  ; 

Trouver  les  maxiina  et  minima  de  P,  lorsque  les  variables  x.  y 
restent  assujetties  aux  relations 

(5)  x\+...+  xf,  =^\,    j2  ^...4-jf  ==  I. 

On  aura,  pour  déterminer  ces  maxima, 

O  =  f/P  =  (An  J")    +  A,2j-2  -+-...)dXf    -Ir  ... 


\  -+- (A,,  J?)  -H  Aa,  .r, -H...)^-, 

équation  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  derf.r,,.  .,  r/j,,  ,., 
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qui  satisluiit  aux  iclations 

(7)  .1-,  ,U-,  ■+-...+  x„(/j;,~  o,    )\d)\  -\'...-\-  j„<l)'„^^o. 

L'équation  (6)  sera  donc  une  combinaison  des  équations  (7),  el  l'on 
aura,  pir  suite, 

(8)  A,,  J,  -~  A,2  jj  -f-...^^  >.x,....,     A„,  )•,  -+-  A„j  Vj  -+-...=  lx,„ 

(9)  A,,  jr,  -1-  Ao,  x, -)-...=  fi.;-,,...,     A,„.r, -+- A,„.rj -1-.  .  =  p.  j„. 

En  vertu  dfi  équations  (8),  le  niaxirnuni  clierclié  de  P  sera  égal  à 

(A,,  j,  +  A,j  j,  +...)a-,  +... 
-H  (A„,  j,  H-  A„j7,  -h...)x„  =  ).(arj  4-  ..+j:i')  =  ).. 

On  verra  de  niètne  que  ce  maximun)  est  égal  à  p.  en  vertu  des  équa- 
tions (i));  on  aura  donc  À  =  a. 

Celle  inconnue  sera  d'ailleurs  déterminée  par  la  tonililion  (jue  h* 
déterminant 


1) 


—  / 

0 

•       \ii 

n  1 0      ... 

0 

—  À 

•      A,. 

A,,        .. 

An 

A„      . 

—  >. 

0 

A... 

A,,      . 

0 

—  À 

des  éqi'.ations  (8)  et  (9)  se  réduise  à  zéro. 

l/équation  D  =:  o,  que  nous  venons  d'obtenir,  a  ses  coefficients  ui- 
variables  |)our  toute  transformation  orthogonale  effectuée  sur  l'une  on 
l'autre  des  Aeiw  séries  d'indices  cr,,..  ,  x,,,  ;,,  .,  J„;  car  une  seiid)lable 
transformation  n'altère  pas  la  forme  des  équations  (5).  D'ailleurs  cette 
équation  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  )..  Considérons  en 
effet  un  terme  quelconque  de  D;  soit  m  le  nombre  des  facteurs  de  ce 
terme  qui  sont  empruntés  au  déterminant  partiel 

I    Ah       a,.,       ...    j 

A21  A  22 
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Ce  terme  coiitieiidra  ii  —  ///  autres  facteurs  appartenant  aux  n  |)re- 
niièrcs  lignes  do  D,  (|ui  seront  égaux  cliaciui  à  —  X;  il  conlientlra  en 
outre//—  m  autres  facteurs  —  ),,  appât  (cnanl  aux  //  (Icrniércs  co- 
lonnes de  D.  Il  coiilicudra  donc  ).  à  la  puissance  2  (//  —  m). 

3.  Soit  >.,  une  des  racines  de  D  =  o.  I.es  équations  (8)  et  (q)  feront 
connaître  en  général  les  ra[)ports  des  quantités  correspondantes 
.r,,...,  j„.  On  achèvera  de  les  déterminer  au  signe  près  en  employant 
l'une  ou  l'autre  des  équations  (5).  Même  dans  le  cas  exceptionnel  où 
il  subsisterait  quelcpie  indétermination  dans  le  choix  de  ces  (piantités, 
on  pourra  obtenir  sans  dilïiculté  un  système  de  solutions 

•^1    ^^  '^l  l>         •  •  •!        ^n  =  'i'/H  >        7'l    ^^  ^1  I  1         •  •■»       y  ri  =    ^«1  • 

Cela  posé,  a,,)  -m  '''«m  ''^l ,••  >  ^«1  satisfaisant  aux  équations  (5),  ou 
sait  qu'on  pourra  déterminer  deux  substitutions  orthogonales  de  la 
forme 

,        V  Ç|   =  <2, 1  .T,  +  . . .  -f-  <7„,  .X'„,    . . ,       Çn  =  O ^„■X ^  -f-    . .  -f-  fl„„X„, 

(10} 

(  ri,  =  P. ).;■.  +  ■■•+  f>,„f ,„■■■,     ï3«=  b,„j,  -t-  ..-+-  b„,j;,, 

fl,2,...,  a„,i,  A|2,...,  h„„  étant  des  coefficients  convenablement  choisis. 
Substituant  dans  l'expression  des  nouvelles  variables  les  valeurs 
X,  =  rt,,,...,  j"„  =  /;„,,  on  voit  que  P  sera  maximum  pour  Ç,  =  /;,  =  1, 
I2--  •••  —  n„—  o. 

Or  soit  S.i.aplotVîp  ce  que  devient  P  rapporté  à  ces  nouvelles  va- 
riables; on  aura,  pour  déterminer  les  valeurs  de  ces  variables  corres- 
pondant au  maximum,  les  relations 

•""it^i  -+-  AjiÇj  +...—  ),,•/),,...,     .l.|„£,  +  ■l.2H?2  +  .■=).,  •/;„, 

analogues  à  (5),  (8),  (9).  Et  pour  qu'elles  soient  satisfaites  pour 
?i  =  'fli  =  i>  ?2  =  •  •=  ^n  =  o,  il  faudra  qu'on  ait 

-i.  1 1  =  / , ,      jt, ,  2  =   . .  =  X (  „  =  iHoo I  ^^     .  =  t^o2„  ^=  o  ; 
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Jonc  F  se  réduira  à  la  forme 

F,  étant  iiidépciulaiit  de  ç,  et  de  rj,. 

Opérant  sur  P,  comme  sur  V,  on  pourra  le  meltre  sous  la  loruic 
Xjëjïîj  ■+-  P;.  P,  ne  dépendant  plus  que  de  ^j,  /;.,;  et,  poursuivant 
ainsi,  on  arrivera  à  mettre  P  sons  la  forme  cationique 

4.  L'équation  D  =  o  devient  alors 


o  = 


-X 

o 

•       X, 

o      .  .  . 

o 

-X 

o 

X,  ... 

X, 

o      . 

.   -X 

o      ... 

o 

X,    . 

o 

—  X    .    . 

=  (X»-X-f)...'X'  -X",), 


ce  qui  permet  de  calculer  a  priori  les  coefficients  de  la  forme  cano- 
nique, en  résolvant  l'équation  caractéristique  D  =:  o. 

On  peut  également,  lorsque  cette  équation  a  ses  racines  inégales, 
calculer  a  priori  les  coefficients  de  la  substitution 


.>U 


Ç.  —  C,pX,   -I-...+  C„p  jr„,       YJp  —  ''<fTi  ■+"  ■  ■  ■-i~  "nç.)  m 


nécessaire  pour  opérer  la  réduction  à  la  forme  canonique.  En  effet, 
soit  Xp  une  de  ces  racines.  On  aura,  pour  déterminer  les  valeurs  cor- 
respondantes de  S,,  •••»  ?nj  1^1,- •  1  rj,,,  les  relations 


?? 


£„^='.    -/îî- 


■'3.?  =  1  . 


d'où 

et,  par  suite, 


/|C(  =  Apyj,,...,  An  T/i  ~-  ''p*3nî 

>;,  =  ç,  =  o,     si  a-^p, 
Çp  =  -flp  =  ±:  t . 
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Les  ('((ualioiis  (i  i),  n'-soliics  par  ia|)|)ort  aux  ./•  cl  aux  ;  ,  (lonucrunl 
les  valeurs  coiTespoiidantes  clc.r,,...,  x„,  J  ,,■•■'  ïm  •'  savoir  : 


X.  = 


C|p, . ..,  X„  —  zn  C„p,       y  f  —   ._  rf|pi  •  •  •  ^  Tn  —  —  ''nfr 


Si  donc  on  calcule  directement  les  valeurs  de  x^,.■.,  y,„  correspon- 
dant à  X  =  [JL  =  Xp,  en  parlant  des  é([uations  (5),  (8),  (9),  on  ob- 
tiendra par  là  les  coeHicicnts  f,p,...,  f/„p,  au  signe  près,  lequel  peut 
être  choisi  à  volonté. 

5.  Deuxikmk  PROBLÈME.  —  Exaininous  maintenant  le  cas  où  les  deux 
systèmes  do  variables  x,,...,  x,„  /,,■■■,  )'„  sont  assujettis  à  éprouver  la 
même  substitution. 

Soit  P,  ce  que  devient  P  lorsqu'on  y  change  x,,...,  x„  en  /■,,..,  J,,, 
et  réciproquement.  Posons 

P-+-P,  =^2n,    ,P-P,  =  20,,     d'où      P  =  n-i-I[,. 

Ea  fonction  P  sera  ainsi  décomposée  en  la  somme  de  deux  autres,  l'inie 
II,  symétrique  par  ra|iport  aux  deux  systèmes  de  variables,  l'autre  11,, 
qui  change  de  signe  lorsqu'on  permute  ces  deux  systèmes. 

Effectuons  une  même  substitution  S  sur  ces  deux  systèmes  de  va- 
riables ;  il  est  clair  qu'après  cette  opération  couune  avant  II  restera 
symétrique  p;ir  rapport  aux  deux  systèmes  de  variables,  tandis  que  II, 
changera  de  signe  si  l'on  permute  les  deux  sysicmes.  Si  donc  P'  est  la 
transformée  de  P  [)ar  la  substitution  en  question,  les  deux  portions 
dont  elle  se  compose  seront  respectivement  II'  et  \\\,  transformées  de 
n  et  de  n,. 

Cela  posé,  soit  ¥  la  forme  quadratique  en  .r,,...,  x,,,  que  l'on  ob- 
tient en  posant  j\  =  r,,...,  j-„  =  x„  dans  II.  On  pourra,  par  une 
substitution  convenable, 

•^1    ^  J   \\h\i--    1  'iiijf  •  -i       -^  Il  ^^^  J  II  {•zi  I-  ■  •  r  Çn  j  1 

réduire  W  à  une  somme  de  carrés,  telle  que 

Tome  XIX  (2»  série).  —  Février  187/1.  '• 
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Kl  il  cbt  clair  qii'tMi  souiiicttjiit  II  a  la  siibslilution 

r<  =  /.  (>)i--M»j/i),--M   r«=  f"{n •'!«), 

on  le  mettra  sous  la  forme 

(12)  n  =  ?,*},  -t-... 4-  £,„ï3„. 

Quant  an,,  qui  doit  changer  de  signe  en  y  remplaçant  ?,,  •  1  ?«  P'*"* 
y;,,...,  y;,,  et  réciproquement,  il  sera  df  la  forme 

(a  =  1 ,  2,...,  /i         \ 

Cherchons  maintenant  à  sini|)lifier  cette  expression  pu  une  nouvelle 
substitution  opérée  sur  les  deux  systèmes  de  variables,  et  choisie  île 
telle  façon  qu'elle  n'altère  pas  la  forme  canonique  (la),  déjà  trouvée 
pour  n. 

G.  Supposons,  pour  embrasser  à  la  fois  dans  notre  analyse  tous  les 
cas  qui  peuvent  se  présenter,  que  l'on  ait  m  <'^  //,  et  considérons 
ceux  des  coefficients  A^^,  où  les  indices  a  et  |5  sont  supérieurs  à  ///. 

Admettons  que  l'un  d'entre  eux,  A„„_,  par  exemple,  soit  différent 
de  zéro,  l'renonspour  variables,  au  lieu  de  £„,  £„_,,  y;,,,  "<;„_,,  les  sui- 
vantes : 

^1   ~"  \  Aa.„.  I  S„       H2  =  — \  A„[j  Ç[i, 

«  c 

H,  =2lAa,„_,-/j«,    ^2  =^— — 2A„?>3p, 
«  '       p 

I,a  (oiinc  de  11  ne  sera  pas  changée,  et  II,  prendra  la  forme 

n.  =  (E,H, -H,n,i-4-  II',, 

n',  étant  une  fonction  analogue  à  II,,  mais  ne  contenant  plus  que  les 
variables?,,..  ,£„_,,  n ,  V/,,-3. 
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Soil 

(a  =  I,  ..,  «  —  2\ 
|3  =  . ....,«-.)• 

Si  l'on  a  A',/^o  pour  des  valeurs  de  v.  et  de  /5  supérieures  à  m,  on 
opérera  sur  II',  comme  sur  II,.  Continuant  ce  procédé  de  réduction, 
autant  que  faire  se  pourra,  on  finira  par  mettre  II,  sous  la  forme 

n,  =(H,  H,  -  H,  II,)  +...+  (H,„_,  H,^  -  S,^II.„-,)  4-  lia, 

lia  étant  de  la  forme 

/a  =  I ,  . .,  «  —  2/'\ 

et  les  coefficients  Ba(i  étant  nuls,  toutes  les  fois  qu'on  aura  simultané- 
ment a  >  m,  /3  >  wi. 

7.  Considérons  maintenant  ceux  des  coefficients  B,,;^  dans  lesquels 
on  a  o:  >  m,  [i^m.  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  l'un 
d'entre  eux,  par  exemple  B„_2p_,„,  soit  différent  de  zéro.  Posons 


D  =  v'B,?-.,,,+...-f-B,^ 


Il  —2p,m- 


On  sait  qu'on  pourra  déterminer  une  substitution  orthogonale 

?',=<?.  (S,, •■•,?,„)  ,■•■,     X,  =  2'„,  =  (p„(|,,...,  5;„), 

ou  la  fonchon  X,  soit  précisément  égale  a —  • 

Opérons  cette  substitution  sur  S,,.-,  H,„,  et  opérons  en  même  temps 
une  substitution  toute  pareille 

»3'i  =  9.(ï!4v,  ï!m)    ,---i      Y,  =  ï)'„,  =  ^^(yj,.   ..,/!,„) 
sur  les  variables  (].  La  fonction  II  deviendra 

?',  Yl^  4-  ...  4-  S'„_,  >5'„,_,  4-  X,  Y, , 
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Iniulis  ([Ile  IL  |)ii'iuli',(  la  loniif 

,  \f^^ .«-'     / 

<ui  en  |i(isaiit 

n3  =  x^Y,  -  x.Yj  H-  n;, 

n,,  étant  une  fonction  analogue  à  rij,  mais  ne  conlcii.nit  plus  les  va- 
riables X,,  Xj,  Y|,  Yj. 

Si  11,,  renferme  des  termes  qui  contiennent  les  variables  |'„^.,,..., 
|„_î„_i,  f'  dont  les  coelficieiils  no  soient  pns  nuls,  on  le  lédnira  de  la 
même  manière  qu'il  vient  d'être  fait  pour  JL;  et,  continuant  ainsi  aussi 
longtemps  que  ce  sera  possible,  on  pourra  donner  à  II  et  Ha  les  formes 
suivantes  : 

n   =  Il  "Il    +..-4-  Çm-g'Om-1  +  X,  Y,   -4-  X,  Y3  4- . . . -+-  X2,_|  Y2,_,, 

n2  =  n,4-(X,Y.-X,Y2)-4-(X,Y3-X3Y,)  +  ...  +  (X2,Y,,_, -X2,.,Y2,), 

II3  étant  une  fonction  analogue  à  lia,  niais  ne  contenant  plus  que  les 
variables  £,,...,  ?„_,,  v3i,-m  "nm-^- 

8.  Soit 

ll3-2C«?(?a-'5?-?3-'!«)     ('«  =  •'••''"       VY 

et  supposons  que  l'un  des  coefficients  C,;,,  par  exemple  C;^,,  soit  ^  o. 
Posons 

On  pourra  déterminer  une  substitution  orthogonale 
dans  laquelle  Xj  soit  égal  à-  (Cj,  2j  -4-..  -t-C,„_,,,  £,„_,).  Si  l'on  opère 
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celle  siibstitiilioii  sur  les  Ç,  cii  opérant  en  iiiêine  teinps  une  suhsliln- 
lion  semblable  sur  les  /],  la  forme  de  H  ne  sera  pas  changée,  mais  11  ^ 
deviendra  égal  à 

a. 

H.,  élant  une  fonction  analogue  à  rij,  mais  ne  dépendant  que  de 

Soit  maintenant 

A,  =  s/D"  +  C'3?+...+  C:„%,„ 
on  poiuMa  déterminer  une  substitution  orthogonale 

OÙ  a:,  soit  égal  à  — (DH,  —  C'j,  l'g  —  .-.) 

Effectuant  cette  substitution  en  même  temps  qu'une  substitution 
semblable  sur  la  seconde  série  de  variables,  il  viendra 

n  =  cic,j,  -hx^ji-^^'^Y)"^  -t-...-4-  X,Y,  +... 
et 

U3  =  A,  {a:,jr,  —f,x.^  -f-  rr;, 

ll'g  étant  analogue  à  U3,  mais  ne  contenant  plus  a,,  x^,  y,,  y.,. 

Si  n'3   ne  se  réduit  pas  à  zéro,  on  pourra  le  traiter  comme  II3,  de 
manière  à  donner  à  II  et  II3  les  formes  suivantes  : 

n  =  x^y,  +  X2J2  +  x^y,,  +  a:,  j,  -t-Sj-zis  +...+  X,Y,  +..., 
n3=  A,  {x.,y,  —  x,y^)  +  A,  (ar.jj  —  x^y,)  +  n'a, 

H™  ne  dépendant  que  de  Ç5,  «îs,.  •■ 

Poursuivant  ces  réductions  jusqu'à  la  fin,  ou  voit  que   la  fonction 
P  ^  n  +  n,  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

P=[x,7,  H-X2_7-o  +  A,(.roj,  -  J^,Jo)]-f-... 

+   [-^aii-l  ^2|i— I   +'^2|l7'2[l"l~A(j.(j!^2(1^2p._,         -^Sli-I^  2li)J  +  Ç2[l-l-l'''21i+l  +••• 
+  Çm-î-2iJLl7m-î-2p.  +  [X|^  I   +  X2Y,   —  X,  Yoj  +... 

+  [Xoy-i  Y2^_,  H-  XîyYjj-,  —  Xj^..,  Yo^J  -4-  [—(Ho  —  HoH,  I  +... 

+  [— 2/)-l  -"2^  —   — 2p"2p— I  J- 
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On  voit  ;iiiisi  (|iu',  <l:ms  Ions  les  cas,  P  est  exprime  par  une  somme 
(If  loin  lions  j)articllos  donl  ;iikimu'  uo  contient  plus  (Je  (piatrc  va- 
riables. 

Le  nombre  total  des  variables  conlonnrs  dans  cette  forme  canonique 
est  éj;al  à  im  -+-  2(]  -+-  4/'-  ^-f'  nombre  sfcra  en  général  égal  à  j.ii,  mais 
il  pourra  être  moindre  dans  certains  cas  particuliers. 

9.  Troisième  problème.  Cherchons  maintenant  à  cpielle  forme  ca- 
noniipie  on  pourra  ramener  un  système  de  deux  polynômes  bili- 
néairos 

P  =  2A,jiX.  jp,     Q  =  ZBajjor,  jp. 

Nous  commencerons  par  choisir  les  variables  jt,  ^  de  telle  sorte, 
que  P  se  trouve  réduit  à  sa  forme  canonique 

P  =  x,f,  -h   ..-h.v„j„. 

Pour  embrasser  dans  notre  analyse  tous  les  cas  particuliers,  nous 
su|>poscrons  m  ■  n,  et  nous  admettrons  que  Q  renfcinie  dans  son  ex- 
pression l'uneau  moins  des  variables  j:„^.,,...,  a"„,j  „,+,,..,  j^„,  qui  ne 
figurent  pas  dans  P,  par  exemple  Jfp. 

On  aura 

Y  étant  une  fonction  linéaire  de  j,y..,j„  et  Q,  étant  indépendant 
de  JCç,. 

Si  Y  contient  quelqu'une  des  variables  j',„., ,,...,  j^,„,  on  pourra  la 
prendre  pour  variable  indépendante  à  la  place  de  l'une  de  ces  der- 
nières; on  aura  alors,  en  mettant  en  évidence  ceux  des  termes  de  Q, 
qui  contiennent  Y, 

Q  =  Yx,  4-  9Y  -4-  R, 

ç  étant  une  fonction  linéaire  desx  autres  que  x^;  et,  prenant  |)our  va- 
riable indé|)endante  a'p  -f-  ç)  =:  X ,  au  lieu  de  x^,, 

Q  =  XY  +  R, 
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et  le  problèiiK!  sera  ivtluil  :i  ramciici  ;i   une  forme  simple  V  el  i'i,  (jui 
ne  contiennent  plus  les  variables  X  et  Y. 

10.  Admelloiis  maintenant  que  Y  se  réduise  à  une  fonction  de 
J'm-m  )'m  seulenicnl.  On  pourra  supposer  qu'il  se  réduit  à  ^  ,  :  en 
effet  on  peut,  sans  altérer  la  forme  de  P,  prendre  pour  variables  indé- 
pendantes, au  lieu  de  j-,,...,>,„,  des  fonctions  quelconques  de  ces  va- 
riables, pourvu  qu'on  opère  en  même  temps  la  substitution  adjointe 
sur  les  variables  a-,,...,  .r,„. 

Soit  donc  Y  =  j",  ;  mettant  en  évidence  dans  Q  les  termes  qui  con- 
tiennent^-, et  X,,  il  viendra 

Q  =  ^pJ.  +X,j,  -f-x,Y,  +  R,, 

X,  étant  une  fonction  linéaire  des  x,  sauf  Xç,,  et  Y,  une  fonction  li- 
néaire des  ^,  saufjj,. 

il.  Si  Y,  est  nul,  on  prendra  X  =  .Tp  -f-  X,  pour  variable  indé- 
pendante à  la  place  de  Xp,  et  l'on  aura 

Q  =  Xj,  -4-R,,      P  =  x,j,  +...-\-X^jr^^X,J,  -HP,. 

Il  ne  restera  plus  qu'à  réduire  simultanément  les  deux  fonctions  P,  et 
Ri,  qui  ne  contiennent  plus  les  variables  X,,  a?,,  J^. 

12.  Supposons  en  second  lieu  que  Y,  ne  soit  pas  nul  et  contienne 
les  variables j',„+,,.- M  Jn-  Ou  pourra  le  prendre  pour  variable  indé- 
pendante. Cela  fait,  mettons  en  évidence  ceux  des  termes  de  R,  qui  le 
contiennent  ;  on  aura 

Q  =  a"pj,  -hX,j,  4-(jc,  -f-rt.J^j  +...4-  a,„a:„)Y,  -t- R', . 
Posons  maintenant 

X^—x\  —  a.X..  —  ...—  a,nX,„,       J2=  j'o  +  '^aj'l    ,-••?      .7m  =  /'„■+''',« /m 

et,  la  substitution  faite,  supprimons  les  accents  des  nouvelles  variables, 
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|ioiir    lie  pas  complicimr   lis   notations.    La  forme  de    1'  n'^inra    pns 
changé  et  (J  sera  devenu  (en  y  niellant  en  évidence  les  termes  en  j",) 

(X',  étant  une  nouvelle  fonction  de  x.j,...,^r,„),  ou,  en   pienaul  |)our 
variable  X  =  JTp  -h  X', , 

Q  =  X7,  +  :r,Y.  -4-ir,, 

il  ne  restera  plus  qu'à  réduire  P,  et  R'  ,  qui  ne  contiennent  plus  les  va- 
riables X,  Y|,  Jc,  j-,. 

13.  Supposons  enfin  (pie  Y,  ne  soit  pas  nul,  mais  ne  contienne 
que^,,  ..,  y„,.  On  jiouria  supposer  qu'il  se  réduit  à  j-..,  car  on  peut, 
sans  altérer  la  forme  de  F,  prendre  pour  variables  des  fonctions  (piel- 
00 n (pies  de j .,,...,  >„,,  pourvu  qu'on  o[)èrc  un  cliangemeiit  de  variables 
correspondant  sur  Xj,...,  jc,„. 

Mettons  en  évidence  dans  Q  les  termes  en  j.^  et  en  JCr,.  On  aura 

Q  =  ^fJ>  -*-  ^.  J.  +  -ï'.j^'î  -^Xjjo  +  a"ïYj  -+-  Rj, 

Xo  étant  une  fonction  linéaire  des  jc,  sanf.iv  et  x,,  et  Y.j  une  fonction 
linéaire  des^,  sauf^,  et  ^j. 

li.  Si  Yj  est  identi(piement  nul,  on  pourra  faire  disparaître  X^  par 
un  cliangcment  de  variables.  Soit,  en  effet, 

Xj  =  Oj  JTj  +...+  a,„x„. 
Posons 

X,  =  x\  ~  Xj,    j,  =j\  +  rt,;-,,..  ,    j-,„  ■=  /„, -\-  a,„j„ 

et,  la  substitution  faite,  effarons  les  accents  des  nouvelles  variables. 
La  forme  de  P  n'aura  pas  changé,  et  Q  aura  pris  la  forme 

Q  =  ^fJ'  +  X'.  J.  -^  •^.  r»  +  R.  =  X jr,  +  x,j,  +  r',, 

en  posant  x^  -+-  X',  =  X. 
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[|  iK'  postera  plus  qu'h  ramener  ;'i  mie  forme  simple 

F,  =  P  -  .r,  r,  -  ^'if-i     et     R'î. 
qui  ne  coiitioiineiU  plus  les  variables  X,  x,,  y,,  .r,,  y.,. 

ili.  Si  Yo  n'est  pas  nul  et  contient  l'une  des  variables  7,„+i,..., 
r,„,  on  le  prendra  pour  variable  indépendante,  et,  mettant  en  évidence 
ceux  des  termes  de  IL  (jui  le  contiennent,  ou  aura 

Q  =  Xpj,  +  X,  7-,  -f-x,  j..  +  X,  j-,  +  •^î'aY,  +  X3Y,  +  R',, 

et,  par  une  suite  de  changements  de  variables  opérés  comme  tout  à 
l'heure,  on  fera  disparaître  successivement  les  termes  X3Y0,  'K.2/.i> 
X,  7  I,  de  manière  à  ramener  Q  à  la  forme 

Q  =  X  j",  -+-  x,)2  -t-  ^Cj  Yo  +  R'a, 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  ramener  à  une  forme  simple  P^  et  R'^,  qui  110 
contiennent  plus  les  variables  X,  Yj,  x,  ;>,,  Xnj.^. 

16.  Si  Yo  n'est  pas  nid,  mais  ne  contient  pas  les  variables  7„,^., ,  .., 
y„,  ou  pourra  supposer  qu'il  se  réduit  à  ^3.  Poursuivant  ainsi,  on 
voit  qu'on  aura  en  général 

Q  =  »!!,  +  R^, 
Di,  étant  de  l'une  des  formes  suivantes  : 

i.!.  =  XY, 

us,  —  Xy,  4-  JT,  jn  +...+  .ïv.jj, 

Di,  =  X7-,  H-  .r,)-.  +...+  .r^-_,  ?-A  +  a^Y, 

où  X,  Y  sont  des  variables  non  contenues  dans  P,  et  H^  une  Ibnc- 

Tome  XIX  {i'  série).  —  Ftvu'EH   iSy'i.  7 
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liim  (|iii  ne  cuiiiii'iit  plus  X,  .»  A,  .«•,..   .,7 ,j  ;,,«•!  (|in  ne  coiilieiulra 

pas  non  plus  Y,  si  Y  fijjure  dans  l'expression  <lc  B. 
Ou  a  il'.ulk'tirs 

P  =  -a^i  Ji  H-..-t-:«:*J*  -t-  P*, 

el  l'on  n'aura  plus  qu'à  ramener  simultaïu'nuiit  1\  et  H^  à  une  forme 
simple. 

17.  Si  R<  coiilienl  encore  des  variables  ipii  ne  figurent  pas  dans  P^, 
ou  pourra  raisouucr  sur  ces  deux  fonctious  comme  sur  I'  et  Q  el  ob- 
tenir un  nouveau  degré  de  réduction.  Ou  pouir.i  donc  eurm  décom- 
poser P  et  (J  on  une  somme  de  parties 

P  =z  ,1,,  -i-  .1,3  -t-.  .+  $, 

Q  =  («,,    +  \ft,j  H-    ..-1-  ^ 

(elles  :  1"  que  cliaqne  variable  ne  figure  que  dans  lui  seul  des  cou- 
ples de  fonctions  partielles,  -i,,,  ni),;  1  ,,  ii!..j,...,  u\  ^;  2"  <pie  l'une 
quelconque  d^  ^l^s  fonctions  .1.,,  Xj,.--  soit  nulle  ou  de  la  forme 

(  1 3 )  .l,p  =  JC^,J■^  -+-...+  jr-.j-v, 

et  la  fonction  correspondante  \i>,p  de  l'une  des  formes  suivantes 

(i4)  Xj^  -+-  x^,x^,^,  -h..  ■+-  o-v-,  jv  -f-  ar.,Y, 

{i5)  Xr^,-i-.r^,J'^,^,  +...-¥- x^.,y\, 

(16)  J"^j^,  -+-...-(- o-v-.Jv -<-J\ Y, 

ou  |)liis  Muiplemeut,  si    i.  =  o,  de  la  forme 

(17)  .i!.p  =  XY. 

(X  et  Y  étant  des  variables  qui  ne  figurent  jias  dans  P);  !i"'  que  ^  ne 
contienne  plus  aucune  variable  autre  que  celles  .r,+,,  ^'/+,,..  ,  J',„,/,o 
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qui  figurent  (l;uis  l'rx pression  de  'jt', 

•X'  =  Xt+,  ji^,  +...-(-  .r,„y,„. 

18.  Toute  la  question  se  trouve  ainsi  ramenée  à  sini[)lifi(M  l'expres- 
sion des  fonctions  restantes  (P  et  i^à  2  (w  —  /)  variables. 

Pour  y  arriver,  considrrons  la  fonction  S  =  oT  +  ;^,  'j1  ('lant  inie 
constante  que  nous  dtterunncrons  |)ar  la  condilion  que  le  délcrnii- 
nant  de  S  soi!  égal  à  zéro.  Cette  condition  donnera  pour  oj  une  étpia- 
tion  de  degré  [m  —  /),  qui  d'ailleurs  ne  sera  pas  identique,  car  le  coef- 
ficient du  terme  en  f,j"'~'  sera  le  déterminant  de  T,  c'est-à-dire  l'unilé. 
Il  est  d'ailleurs  évident  que  tous  les  coedicienls  de  l'équaliou  seront 
des  invariants. 

Changeons  de  variables,  de  manière  à  ramener  8  à  sa  forme  cano- 
nique. Il  viendra 

S  =  £,ï!,  +..-+£x-'3x,     K.rn—1. 

D'ailleurs  «P  contient  2  (m  —  /)  variables  distinctes.  Il  contiendra  donc 
dans  son  expression  les  variables  qui  ne  figurent  pas  dans  ^. 

Raisonnant  sur  S  et  $  comme  tout  à  l'heure  sur  P  et  Q,  on  pourra 
poser 

<j?  =  1)»,',  4-  Di,',  -h  . . .  +  (j?', 

■X^,  ,k!^,...,  11!,',,  W,,...,  ayant  des  formes  analogues  à  celles  de  a.,,..., 

ifî,,, Seulement,  le  déterminant  de  ($  n'étant  pas  nul,  dl'j,  ifc'^,...  ne 

pourront  être  de  la  forme  (i5)  ni  de  la  forme  (16).  Par  la  même  raison, 
le  déterminant  de  T'  ne  sera  pas  nul. 
On  aura, 'par  suite, 

^=  S  —  wa^  =  (a.',  —  witb', )  +..  -f-  ^, 

en  posant,  pour  abréger,  s'  —  0)"?'  =  ^'. 
Soit  maintenant 


§'=.  co'<£'+  ^', 


7  • 
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w'  étaul  choisi  de  telle  sorte  (iiif  le  ilélenninaiit  ilc  ,S'  soit  nul;  on  ol)- 
fieiulra  île  même 

.1"=  11!.',  4-...H-(r, 

et  eiiiiti 

P  =  -V. ,  -+-   v,3  -(-  . . .  -f-  mb',  -I- . . .  -f-  D'o'   H- . . . , 

g  =  il!,|   -H  «bj  -h. ..H-  (  .\',   —   'oD'o',  )  -Jr...-\-  {.X.\  —   'o'Db",  )-+-.... 

On  voit  d'ailleurs  sans  dilKculté  «jue  '«,  '»\...  seront  les  diverses 
racines   de   Tt-quation  obtemie    en  égalant  à   zéro  le  déterminant  de 

11).  Les  denx  fonctions  P  et  Q  étant  ramenées  simultanément  à  la 
forme  canonique  que  nous  venons  d'établir,  l'ormons  le  iléterminant 
de  l'expression  ojP  -f-  Q.  On  verra  immédiatement  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  (|u'd  s'annule  identiquement,  quel  que 
soit  ta,  est  que  l'une  des  fonctions  nb,  Dbo,...  soit  de  la  forme (i  5)  ou  (i6). 
Si  k  -h  \  de  ces  fonctions  appartiennent  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces 
deux  formes,  non-seulement  le  déterminant  de  wP  -f-  Q,  mais  ses  mi- 
neurs d'ordre  k  s'annuleront. 

20.  M.  Weierstrass,  en  traitant  ce  |)robléme  par  une  autre  méthode, 
s'est  borné  au  cas  où  le  déterminant  de  ojP  -i-  Q  n'est  pas  identique- 
ment nul.  Nous  allons  montrer  que,  dans  ce  cas,  le  problème  se  ramène 
identiquement  à  celui  de  la  réduction  des  substitutions  linéaires  à  leur 
forme  canonique,  question  dont  nous  avons  donné  ailleurs  la  solution. 

.Soient  o)  et  oj'  deux  constantes  quelconques,  telles  que  les  polv- 
nùmes  » 

«=«P-)-g,      ^=ojMM-g 

aient  leurs  déterminants  différents  de  zéro.  On  exprimera  aisément  P 
et  Q  en  fonction  de  T  et  ^.  Reste  à  assigner  inie  forme  simple  à  ces 
deux  derniers  polynômes. 

Nous  choisirons  d'abord  les  variables  indéj)endantes,  de  manière  à 
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ramener  a'  i\  s.»  foimc  caiioiii(jiir 

i£  =  .T,y,  -4-.,. H-  x„jr„. 

Quant  à  ^,  il  si  ra  de  la  forme 

^=  x,/,  +...+  . r„,/,„ 

Jii--,  J  H  '"l'iiit  (les  fuiictioiis  linéaires  de  j,,. ..,;„,  dont  le  déterini- 
naiil  n'est  pas  nul. 

On  voit  qu'on  passera  de  'f  à  !^  en  op'  rant  sm'  les  )■  la  substitution 

■'^=  I  J"    ••'.>■«'     ./o---./,,    |, 

que  nf)us  appellerons  la  subslitutioti  correspondante  à  ^. 
Soit  maintenant  T  une  substitution  quelconque 

I  .r,,...,  j:,,,     rt,.r,  -f- ^»,X2  +  ..,     rt„J!-,  -h /)„j:j +. ..  |, 

opérée  sur  les  variables  j:,,-,  ^n-  Cette  substitution,  étant  effectuée 
sur  ^  le  transforme  en 

h  ="^«  (^'J<  -*-•••-+- ^^iy«)  +  •^■i{l>Ji  -r'----^b,J„-h...)  H-..., 

et  la  substitution  correspondante  sera  évidemment  égale  à  SU,  U  dé- 
signant la  substitution 

|.),.Jl. ^',7.  -(-■•+ ««.?■«,      ^,  )■,  H-   ..+  *„>■„,...   |.'      ' 

Soit  V  une  autre  substitution  quelconque, 

\J^,■■■■>rn,     a,/,  -<- /3,  ;,.-+-...,     a„7, -h-,5„72  4-...   i, 

opérée  sur  les  j.  En  effectuant  sur  ^,,  on  la  transformera  en  un  po- 
lynôme ^2,  correspondant  à  la  substitution  VSU. 

Effectuons  les  mêmes  transformations  siu-  T;  la  substitution  corres- 
pondante à  T  se  réduisant  à  l'unité,  la  substitution  correspondante  au 
polynôme  transformé  «f,  sera  simplement  VU. 
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Supposons  m:iml<  liant  <iiir  les  Iraiisloiiiiations  opérées  sur  les  va- 
nal>les  x,,...,  .t„,  el  r,,..-,  y„  soient  clioisies  de  telle  sorte,  qu'elles 
n'altèrent  pas  la  lornie  lie  'f;  ou  ama 

à',  =  U\     d'où     VU  =  I      et      V  =  11-'. 

Par  suile,  la  sul)stilulioii  coirespoiulaule  à  ^^  sera  U~'SU 

Si  niaiuteiiant  ou  dispose  de  la  siihslilutiou  arbitiaiie  U  pour  réduire 
la  transformée  U-' SU  à  sa  forme  canonicpie,  ^,  sera  le  polynôme  réduit 
que  nous  cliercitons. 


puRi-:s  i:r  ai'I'liquées. 


SUR  UNE  INTÉGRALE   DÉFINIE; 
Par  m.  J.  LIOÏIVILLE. 


L'intégrale  dont  je  veux  parler,  et  que  je  représente  par  A,  est  Im 
suivante  : 

(.)  A^f%la:J '"I^ X 

^   '  J^  f  \  I  +  aaiosx  +  o'/ 

OÙ  a  désigne  un  |)araniètre  constant  et  f  une  fonction  arbitraire  sou- 
mise seulemeiil  aux  restrictions  imposées  par  la  nature  même  de  l'inlé- 
grale  A  dont  la  valeur  doit  rester  finie  et  délermiiiée. 

J'ai  reconnu  que,  quand  la  constante  a  (on  plutôt  sa  valeur  absolue) 
est  <^  I,  on  a  simplement 

(a)  A=  I     <p{sin^x)  cl.T, 

Jo 

en  sorte  que  le  paramétre  «  n'influe  pas  du  tout  sur  la  valeur  de  A. 
Si  l'on  supposer  >  i,  il  n'en  sera  plus  ainsi.  On  aura  alors 

Au  reste,  les  deux  équations  (2)  et  (3)  coïncident  dans  le  cas  limite  de 
a^  r,  et  elles  se  déduisent  toujours  aisément  l'une  de  l'autre  par  le 

changement  de  a  en  -■,  de  sorte  qu'il  suffit  d'établir  par  exemple  l'équa- 
tion (2)  poin-  en  conclure  l'équation  (3). 
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Eu  prt'iiani  pour  l:i  foiiclioii  ç  iiiK.'  simple  puissaïuo  de  la  vaiKililc, 
on  est  coiidiiil  a  des  résultais  oltteniis  jadis  par  Poissoi),  dans  le 
\\  if  Caliicr  du  Jouriud de  l'Ecole  Polyteclinnjue.  Cela  seul  stdJirait 
pour  l'iiuruir  uue  déniouslratiou  rigoureuse  de  nos  foiinules;  mais 
j'engage  nos  jeunes  lecteurs  à  en  cliercher  une  démonstialiou  directe 
et  générale.  Cle  sera  pour  eux  un  exercice  utile. 
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ÉTUDE  D'UN   SYSTÈME   DF   P,  WONS; 
Pak  m.  L.  PAUVVIIV. 


1 .  L'étude  des  systèmes  de  rayons  (ou  cougrucnces  de  droiics)  peut 
être  faite  à  doux  points  de  vue  :  il  y  a  ce  qu'on  pourrait  appeler  la 
Géomctrie  irijini/csiiiia/c  des  systèmes  de  rayons,  inaugurée  surtout  par 
Hamilton  [Transactions  oj  thc  royal  Tri sh  Âcademy,  t.  XVI),  conli- 
nnée  par  M.  Rinniner,  dans  nu  beau  Mémoire  analytique  (Jb«r««Zcfe 
Crelle,  t.  67,  ou  Nouvelles  Annales,  18G0,  1861,  1862),  reprise  der- 
nièrenient  et  complétée  par  M.  Mannheim  [Journal  de  Mathémati- 
ques, 1872,  p.  109);  dans  cette  Géométrie,  on  considère  un  des  ravons 
du  système  et  tous  ceux  qui  lui  sont  infiniment  voisins,  etforn)ant  ce 
qu'on  nomme  un  pinceau  de  droites,  et  l'on  étndie  les  propriétés  de 
ces  pinceaux  sans  avoir  égard  à  l'ordre  ni  à  la  classe  du  système  de 
l'ayons. 

Il  y  a,  en  second  lieu,  la  Géométrie Jinie  des  systèmes  de  rayons,  où 
l'on  considère  l'ensemble  de  tous  les  rayons  d'un  système  d'ordre  et 
de  classe  déterminés,  et  où  Ion  étudie  les  propriétés  d'ensemble; 
Rummer  s'est  également  occupé  de  ce  genre  de  recherches,  et,  dans 
un  Mémoire  fort  remarquable  [Académie  des  Sciences  de  Berlin,  1 8()6\ 
il  a  fait  une  étude  approfondie  des  sytèmes  de  rayons  du  premier  et  du 
second  ordre. 

Le  Mémoire  actuel  a  pour  objet  un  système  particulier  de  ravons 
de  quatrième  ordre  et  de  quatrième  classe,  qui  se  présente  dans  le 
complexe  du  second  ordre  dont  je  me  suis  précédenunent  occupé.  Ce 
geur('  de  qneslions  est  assez  nouveau  pour  qne  l'étude  diui  système 
de  rayons,  même  particulier,  offre  quelque  intérêt  ;  d'ailleurs  ce  n'est 

l'orne  XIX  (-2'  série).  —  Février  iS;.',.  8 
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(jtH-  la  toiiliiiiuilion  tt  le  i()ii)|iléiinnl  di's  lechorilics  aiiU  ricincs  (|iie 
j'ai  laiU's  sur  un  com|)lexc  du  second  ordre,  ayant  des  rapports  intimes 
avec  les  surfaces  honiofocales  du  second  ordic  cl  avec  la  surface  des 
ondes. 

J'cuvis.igerni  ce  svstènie  de  rayons  rui  double  point  de  vue  (pu»  j'ai 
défini  en  coiuuicnçaiit. 


§   I.  —  Détermination   di;s  fovkus,   plans  focaix,    f.tc. 

2.  Lorsque  le  cône  (C)  du  complexe  étudie  |iré(;édomment  [Nou- 
velles yfnnales,  t.  XI,  2*  série,  p.  49,  97,  202,  etc.  ;  1872)  se  réduit  à 
un  svsiènie  de  deux  j^lans,  la  droite  d'inlerseclion  des  deux  ])laus  est 
nue  droite  |3arliculicro  du  complexe  toucliaut  la  surface  A;  je  donne- 
rai à  ces  droites  le  nom  de  droites  limites.  L'ensemble  de  toutes  les 
droites  limites  coustilue  un  système  de  rnjons,  ou  encore  une  cnn- 
^ritence  de  droites;  chacune  des  droites  est  déterminée  lorsqu'on 
l'assiijetlil  à  passer  par  un  point  arbitrairement  choisi. 

\.v>  coordonnées  .i\  } ,  z  d'un  point  (pielcon(|U(î  irnne  droite  limite 
ou  d  lui  m)  on  du  système  sont  définies  par  les  équations  suivantes  : 

\.T, 

nTC  —  X  n    "r 


l'y  (i^)  {y---.r«  +  i~iT. 


«'-♦-pi 
P' 

t.z. 


z       =      ïo     -(- 


ou 


y  est  un  paramètre  arbitraire;  x^,  ?  „,  z„sonl  lescoordonnées  du  point 
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ou  le  rayon  (R)  loiiclic  la  surface  A;  p,  p,,  p-,  sont  les  paramèlres  des 
trois  surfaces  liornofocales  passant  par  le  point  (.r„,  )«,  z„);  premier 
Mémoire,  ii"  |[1-J],  loc.  cit. 

Dans  ce  (|ui  suit,  je  renfermerai  dans  un  double  crochet  [[  ]]  les 
numéros  de  renvoi  à  mon  premier  Mémoire  :  Elude  d'un  complexe  du 
secouit  ordre  [Noui'cl/es  yin/udcs,  t.  XI,  1872). 

On  sait  cpi'en  général  les  droites  d'un  système  de  rayons  toiiclient 
Aeu\  surfaces  ou  deux  nappes  d'une  même  surface.  Les  points  du 
rayon  où  a  lieu  le  contact  se  nomment  \eir,Jo}ers  de  ce  rayon  (Kum- 
mcr);  les  surfaces  loucliées  sont  dites  les  surj  aces  focales  du  système 
de  rayons  (il  peut  arriver  que  les  surfaces  focales  se  réduisent  à  des 
courbes  rencontrées  par  tous  les  rayons  du  système  :  ce  sont  alors  des 
courbes Jocales)  ;  les  plans  tangents  aux  surfaces  focales  aux  points  où 
elles  sont  toucliées  par  un  même  rayon  sont  dits  les  platis Jocdux  de 
ce  rayon. 

Je  vais  chercher  d'abord  les  foyers,  les  plans  focaux,  etc.,  d'un  rayon 
quelconque  du  système  (R),  défini  par  les  équations  (1). 

3.  Nous  adopterons  les  notations  suivantes,  dont  plusieurs  ont  déjà 
été  employées  : 

(,o)  !  R  =c=-Hrt\    \b\=^c--a-,     igr=a-h--\-b-c-  +  c-a\ 
\c^a'+b\     (cJ  =  rt*-A-,     [h^^a'b^c-; 

(3)     (  iVi  ^-[p,  +  a-)[p..+b^)[p._+c■'-)=p\-^epl-^gp.,^-h,    ■- 

^'•''  I  iy-^pl-a'){pi-b%r>\-c^)=p\[p\  +  gr--{ep\+hf; 
E  =  p2(,o?  +  g)-+-(epî+  A), 
F  =p\[p\  +  s)  +  p,[ep\  +  h). 


(3-) 


Il  faudra  avoir  égard  aussi  aux  relations  (28),  (29),  (3o)  et  (3i) 
du  11"  [[lt">lj;  de  là  et  d'après  les  valeurs  (2)  de  a'o,  jo,  z„,  et  les 
égalités  (23),  n"  [[H]])  on  déduit  plusieurs  identités  que  je  vais 
grouper  ici  ;  elles  nous  seront  souvent  utiles  et  permettront  de  faire  ra- 
pidement les  calculs  qui  seront  indiqués  dans  ce  qui  suit.  Voici  ces 

8.. 


relations  : 
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(3°)     b^c^'jcl  4-  c^fi\rl  +  a^b'zl  =  h  -  (.]p., 

i''  >•'  z' 


(5") 


(6")    :^. 


Ail  Bj-J  Cz 


„1  ,1  ->  .3 

y»  ,  '«  „  P» Pi 

'-t-pO'  C-'  +  pO'         d    ' 


P' 

u'-f-p,         6'  +  p,        c'-+-p. 


W^       («'+p,)'         (i''  +  p,j'         (r>+p,)» 

^       ''      PÎ— "'  PÎ— *'         PÎ— «^ 

^S  V»  î' 

(9°) 


(pî-p;)'-(F  +  p.E) 


D,' 


[?'-»')'■       [?]-!'')'        (Pl-f'/' 

xîK+p.)-    j-;(^'+p.)'  I  zî(^+p.)'_    (pHp;)E4  2p,F 
^'°^  (pî-«'?     (pi-*T     ip;-'^'?"  D. 

«>  /i«  r'  rt'A'c' 

(.7 


p,  -f-  fl'        p,  -1-  6'        p,  -t-  c' 


D      ' 


D. 


a\b\c\ 


jp» 


c')' 


Remarque.  A  un  système  de  valeurs  quelconques  données  aux  pa- 
rainèlres  p]  cl  p^  correspondent  huit  droites  iippartrnant  au  système 
du  rayons  défini  par  les  écpiations  (i)  et  (2);  ces  huit  rayons  forment 
quatre  groupes  de  droites  parallèles  et  sont  situés  sous  un  même  hypcr- 
boloide  (H),  dont  l'équation  est 


(4) 


(H)  f;^>^+É;±|î^^+^z»+.  =  o. 


pi-«'         p;-"--       p; 

i.  Si  a,  j'î,  •/  sont  les  cosinus  des  angles  que  le  rayon  (1)  fait  avec 
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les  axes,  on  aura 

(5)  _?_  =  _ii-  =  ^^_  '     _, 

a'  4-  p.,        b'  H-  p.,        c' .+  p»  V        D 

en  tenant  compta  de  la  relation  (3  bis),  (5"). 

Nous  rappellerons  aussi  que  le  rayon  (i),  qui  touclie  la  surface  A 
au  point  (Xq,  Joj  -o))  l''  rencontre  encore  en  deux  points  qui  sont  dé- 
terminés à  l'aide  de  l'équation  (33),  n"  [[l-']],  laquelle  donne,  eu 
égard  aux  notations  (3),  après  avoir  su|)primé  le  factein-  À-,  (pii  cor- 
respond au  point  (jr„,  y„^  z„), 

F  +  poE+  2E.X  +  e£^^=-^).=  =o. 

Or,  si  l'on  désigne  par  r  la   distance  du   point  [x,  y,  z)  au   |)oint 
(J^o,  Joi  «o).  o'i  a 

X  =  Xo  -i-  ai\     J=J^-\-  ^r,      z  —  Co  -(-  •;;•; 

c'est-à-dire,  en  ayant  égard  aux  équations  (r)  et  (5), 


(6)  r  =  -^l^^,      ou     ),  =  +  ,Y-^: 


nous  avons  adopté  le  signe  +  devant  le  radical  i/^'      ^'  :   le  choix 

était  d'ailleurs  arbitraire;  /•  représente  plus  ou  moins  la  distance  du 
point  [jc,  y,  z)  au  point  (j^„,  7„,  z„),  suivant  que  le  point  [x,  y,  s)  se 
trouve  sur  Ja  demi-droite  comptée  a  partir  du  point  (Xo,  y^,  z^)  et  dé- 
finie par  les  équations  (5),  ou  sur  son  prolongement. 

Si  l'on  remplace  >.  par  la  valeur  (G)  dans  l'équation  (jui  précède,  il 
vient 


(7)  '-'^^  V^''"^  (ë  +  /^^)  =  «5 

l'équation  (7)  donne  les  distances  /•, ,  i\  du  point  (Xp,  ro»  ^0)  <^ux 
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lieux  points  où  /<■  rayon  (i),  tangent  en  (.»o,.Vo)  2,,)//  la  siiij(icc\^, 
rencontre  encore  cette  surface. 
De  celte  équation  on  concliit 


(-jhis)  '•.  + '■s  =  -  ^  y  pyzTj 


F 

'      '*  ''='  ~  E  ~^  P'^  ' 


ce  qui  fournil  une  signification  géométrique  très-simple  des  expres- 
sions 


\/pT^'    (r-^-.^^)- 


5.  Nous  allons  maintenant  chercher  \vs  Jn)ers  du  rayon  (R), 
c'est-à-dire  les  points  où  il  est  rencontré  par  des  rayons  infiniment 
voisins. 

Les  coordonnées  x^,  jo-,  ^o  <!>'  point  de  départ  du  rayon,  ainsi  que 
les  cosinus  y.,  ^j,  y  des  angles  qu'il  fait  avec  les  axes,  sont  des  fonctions 
des  deux  paramétres  p,,  p-i,  arbitraires  et  indépendants,  définies  par 
les  équations  (2)  et  (5). 

Soient  jc,  j-,  z  les  coordonnées  du  point  où  le  rayon  (R)  est  ren- 
contré par  un  rayon  infiniment  voisin,  on  aura 


/Q\  -"^ ■*•  .'   J'  ^   "•   ., 


n'  ■+-  p,        b'  -+-  p'        c»  +  p, 

et  \j.  est  alors,  non  pins  nue  quantité  arbitraire  comme  /  dans  ks 
équations  (i),  mais  une  fonction  déterminée  des  paramétres  p,  et  p,. 
Ces  égalités  donnent 


si  l'on  dificicnlie  ces  équations  en  faisant  varier  arbitrairement  p,  et  pj, 
X,  J',  z  ne  varient  pas,  puisque  ce  sont  les  coordonnées  du  point  de 
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rciKonln.'  du  r.iyoïi  (R)  avec  un  rayon  inliuiincnl  voisin;  on  a  «lonc 


(Ixa  H-  [J.d  —-^ h  ■  ,"  '     du.  =  o, 


(9) 


djo  -+-  [i-d 


.>" 


6'  + Pi 


h 


d[j.  =  o, 


dzu  -f-  ad  -     "      +  -5-7—  du.  =  o. 


Ajoutons  ces  dernières  équations,  après  les  avoir  multipliées  respoc- 
livement  par  a-  — -^^  l>i  — — ^?  c\  — -^i  u  vient 

■''0  Ja  -0 

\[af^  ./.r„  +  A?  ^P-'  ^J„  +  c?  ^  dz) 


i'H- 


^. 


r   \     '      .;■„  tr-Yp-,  '      j-,  fc'  +  p,  ' 


'■-"-^Ict^ 


=  0; 


puis,  onire  ces  mêmes  équations,  éliminons  a  et  d[).;  on  a 


(•0 


djc„d 
dj„d 


«■  +  p,      «"-4-|jj 


Jo 


Jo 


H-p,       6'-|-pj 


c^  +  p,       C^  +  pj 


L'équation  (i  i)  donne  la  condition  pour  que  le  rayon  (R)  soit  ren- 
contré par  un  rayon  infiniment  voisin,  et  l'équalion  (10)  fournit  la 
valeur  correspondante  de  (x. 

L'équation  (i  i)  développée  devient 


dz„  d 


//+pj 
; , ,  /,/,.)  +  ^1-  [dz,  d  -^  -  d.T,d  -^^\ 

'  6'+p,  \      *       «'+p..  "     c'-hp-,/ 


-A-  [dr,  d  -.^^ 

a--hp,  \  -^  "       c-'+  p. 


P' 


djc„  d 


r» 


,r„ 


"   ^--f-p, 


^ro  d  ----- 


?■' 


o. 
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Or  1)11  (Itiliiil  (les  «(iii.itions  (2) 

,     ^  ]    j  Pi-<-A'        /  PÎ  — *'    / 


7n;TT.P<^?>  -o.w5 


»  — c* 


Di"  là  rc'siilto 

(,3)  )    -U pJ ./.* (p;-^-)(p;-c')       ^,. 

.         r(p;-fc.)(p,+^)     (pî_c.)(p,+/,')     /l^    ,     ,    ). 

Si  Ion  substitue  les  valeurs  (i3)  dans  l'équation  (i  i  his),  il  vient, 
après  avoir  multiplié  par  JC„  Yq  Zg  et  supprimé  le  facteur  n'-  //;  c'j,  et  en 
ayant  égard  aux  notations  (3), 

{p''P'{:âi,^léi.^7^:7) 
D.  /    ri  ri      ,      zi    \ 
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Si  iiiaiiilciiani  on  r('tiKii'(|ti('  ([lie 

(pï-//)(p,    |.c'^)V.-(pJ-.  c'jlp^H-/.»/ 


et  si  l'on  a  ég.\v(]  aux  relations  (3  bis),  l'égalitc  précédente  se  réduit  à 

ou  enfin  à 

(i4)  2D/3,  (/p^^  —  {V  +  p.,E)  dp,  <l(j.  =  G. 

6.  L'équation  (i/j)  donne  les  deux  solutions 

l  (1")  r/p,  =  0, 

j    (2")      p,(lp,  =  —^^—'^P^- 

Pour  la  première  des  solutions  (i5),  l'équation  (10)  donne,  en 
tenant  compte  des  valeurs  (12)  pour  r/p,  ^=  o, 

d'où  il  résulte  par  les  équations  (8) 

Ainsi  nous  trouvons,  comme  premier  fojeryo,  le  point  de  départ 
{x„,  y^,  2o)du  rayon  D,  c'est-à-dire  le  point  où  il  louche  la  surface  A; 
la  surface  A  est  donc  une  première  surface  focale;  ce  qui  devait  être, 
d'après  les  propriétés  démontrées  dans  le  premier  Mémoire. 

Considérons  maintenant  la  seconde  des  solutions  (i5),  savoir 

i-n  p,dp,=  l^c/p,. 

Tomo  XIX  (a=  série).  —  Févuier  187/1.  9 
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Calciildus  (i';il)()i(l  la  valoiirdep.  Ibiiriiu'  par  l't'quatioii  (io),sans  intro- 
duire aiu  une  li\  pollièse.  Ayons  égard  aux  valeurs  (12)  el  (12  bis),  et 
reniarqiiuns  (|iu> 

«;(a--4-p,)'  _  a](a'-hp,)  _ 


=  a:h'ic^ 


b]e\xl  p]-o'  '     '     '    (pî-"M' 

/i;(a'-4-p.)  _       a]  n]{f.]-a')_       »] 

b]c]al  ?;-«•'  b]c]zl       -«'H-p,' 

l'équation  (10)  devient 

ou  enfin,  en  ayant  égard  aux  relations  (i  bis)  :  (9°),  (1")',  (2°)': 

Eu  remplaçant  maintenant  p,  r/p,  par  la  valeur  (a°),  il  vient 

F[I>.  -  (PÎ  +  &)(F  +  P«E.)J  =  E(F  +  p,E); 

mais,  d'après  les  relations  (3),  ou  a 

^^<  =  P'APl  +  gY-{ep',  +  h)\ 
F  +  /5jE=t(5Î  +  p^)(pJ  +  g)-i-  2p,{epj  4-  A); 

par  conséquent 

D,-{V-^p,E){p^,+g)  =  -pl{p]^-g)' 

-  2P»(PÎ  +S)(epî  +  A)  -  (epî   .-  h)'=-  E'; 

on  a  donc  définitivement 

,     r-\  F  -t-  pjE 

(16)  fi  = J^ — 

Si  nous  désignons  par  jt,,  j',,  z,  les  coordonnées  du  second  foyer/,, 
par  0  sa  distance  au  point  (j:"o,/o.  ^o)  qui  est  le  pren)ier  foyery^,  les 
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('■qiiatioiis  (H)  et  (G)  (louiieiit  alors,  en  y  rem  pi  ara  11  t/j.  par  sa  valeur  (16), 


ï.      /F    , 


ou  encore 


r-\/—D- 


_      .r„      fl'E— F  _       Vo      6'E  — F  _      z,      c'E— F 

(17)  •^.  -  ^T^TTp;     Ê~"'  ^  '  -  ^Vp,  ~  ir  '  ^'  -  ?^,  — Ë — 

Si  l'on  remarque  que,  d'après  les  formules  (3o),  n°  [[lôjj,  on  a 

les  valeurs  (17)  dex,,^,,  z,  peuvent  s'écrire  sous  cette  aulre  forme 
■^^  -     "      «'-i-p,  E  ' 

\    "'   ~  c^+p,        '"'  E  ' 

7.  Nous  avons  ainsi  ce  premier  théorème  : 

Théorème  I.  —  Sur  chaque  rajon  il  j  a  deujc  FOYERsyo  etj,  ;  si  a, 
et  p.,  sont  les  valeurs  des  paramètres  qui  déterminent  ce  rayon,  les 
coordonnées  Xo, y „^  z^  du  premier fojer fa  sont  dfjjinies  par  les  équations 

/   h\c\xl  =  {p\-a^)[p,^y-a^), 

(I")  c]alrl^^{p-]~b%p,^h-% 

[  a\b\zl={p]-c^){p,  +  c^); 

les  coordonnées  x,,  y\,  z,  du  second  foyer  J\  sont  données  par  les  équa- 

9  • 
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lions 

l  ■  '     "  i-p,  \       e;  "  («'-»- p,)E 

-    -   _^?_  (r^  _l\-  ^  ».(p|-^')(pî+Cp.+^'6') 
I    -•  -  C-hp.V  EJ  (r'  +  p,)E 

A'j  quantités  EetF  étant  ct(j/inies  par  les  égalités  (3). 

La  distance  o"  des  deux  foyers  est  donnée  par  lajonnule 


et  si  /', ,  Tj  so)i/  /t'i  distances  dujorer  j^  ain  dcu.i'  points  où  te  rnjon 
rencontre  la  suif  ace  A,  on  a 


(4°)  ^ -*-'-2  =  -^Vpî^'    ^''•^  =  i^-P^- 

PoM/'  les  foyers  f  la  surface  focale  est  la  snrjace  A  déjà  rencontrée 
et  étudiée  ilaiis  le  premier  Mémoire  ;  pour  Icsjoyrrsjf  la  su  rface  focale 
est  une  certaine  iuijace  (jue  je  désignerai  par  1.  Les  rayons  (R)  tou- 
chent tous  les  surfaces  !^et  1. 

On  pourrait  obtenir  l'équation  de  la  surface  2  en  éliminant  o,  el  p^ 
entre  les  équations  (i8)  (2°);  nous  la  trouverons  plus  loin  par  une 
inélhode  beaucoup  plus  simple. 

licnianpte  1 .  —  1^'  paramètre  p^  devra  varier  entre  des  limites  diffé- 
rentes suivant  que  le  point  (ar^,  ^  „,  z„)  a|)partient  à  la  nappe  inférieure 
ou  à  la  iiapi)e  supérieure  de  la  surface  A  ;  el  d'après  les  formules  (aS) 
et  (24),  (3°),  n°[[ll]],  elles  inégalités  (i4),  ri°[[5]],oua 
|)our  la  nappe  snpéi  icure 

pour  la  nappe  inlérieiue 
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(>9 


llcmanfuc  II.  —  Il  a  clc  coint'iiii  (|n<',  dans  toutes  lis  roiiniilt's  (|iii 
préctHleril,  le  radical  t/  -'  d;)il  (•lie  pris  avec  une  valeur  absolue 

positive,  lorsque  cette  valeur  est  réelle. 

8.   Les  équations  (3")  et  (/i°)  du  groupe  (i8)  d(juueul 


?.        I         I 

,  ,2  -       -      OU      -:  =        -I 

r,  -ir  r,  3  r,         r-, 


De  là  ce  second  théorèiue  : 

TiiÉORKMK  II.  —  Entre  In  distance  îl  des  deux  foyers  et  les  distances 
r, ,  /..  dujojerja  aux  points  où  le  rayon  rencontre  la  premièrejocalc  A, 
071  (i  la  relation  simple 


(•9) 


c'est-à-dire  que  les  deux  joyers  j\.,  J\  et  les  deux  points  H,,  \\.,  où  le 
rayon  (R)  coupe  la  surface  Informent  un  système  harmonique. 

9.  Nous  allons  nous  occuper,  en  second  lieu,  de  la  recherche  de? 
plans  focaux  YQ\A\\h  au  rayon  (R),  c'est-à-dire  des  plans  renfermant 
le  rayon  (R)  et  l'un  ou  l'autre  des  rayons  qui  le  rencontrent. 

Ce  plan  devant  contenir  le  rayon  (R)  passera  par  le  point  (xj,  jo,  z^) 
et  sera  parallèle  à  la  direction  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 

;  si  on  l'assujettit  en  outre  à  être   parallèle   au 


r«      _ 

p2      é=-(-  Pj      c' 


rayon  infniinient  voisin 


.r„ 


p. 


+  ^/ 


rt'+    Oi 


■  1  son  équation  sera 


X  y 

•^0  y» 

^0 Jo 


Z         I 


n'+p2  A'-|-p2  c'+p, 

d  --• —     fi  ~ •     d  — o 

"M-  p2  o'-f-  p,  c'-t-  p, 


=  O, 


7° 
ou 
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J-.  y» 


z  -  r„ 


b'- 


P> 


t. 


<iM- p,  6'-4-p,  '■'-•-pj 


cm  eiitiii 


(••) 


+  il-  >'o)  (^r:^:  -  ''^.qiy,  "  ^p"  ''^^J 
Or  des  égalités  (12  his)  ou  tire 


^i_^^^„^iL_rf^-rî_ 


6»-t-p,      c'-!-p,        t'4-p,      A'+p, 

—  A  .  I  D^  a'_-<-  p)    I 

-  "  a\bW,y,z,  P'  "P'        o.a\  b\c\y.z,  D   pf--  «'     '  '' 

l'équation  (1")  ilevient  alors 

I  /  .  ,  D,    a'  -f-  p,    ,    \ 

(   -t-    z-o  (Cp,  ^/p,    1-  ^'^  y:^^dp)j=  {g  -I-  /iî)p,  ./^,  -  .^''^r/r. 

Pour  le  foyery„,  on  a,  d'iiprès  l:i  première  des  équations  (1  5), 

(lo,  —  o; 
liquation  (20)  devient  alors 

/         >  /r>    \  a'  4-  Pi  b'  -i-   p,  c'-l-  p, 


I    1=0 
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Pour  le  foyer  y,,  on  ,t,  d'après  la  seconde  des  équations  (1  5), 

j  F    H-     p,E       y 

et  l'équation  (20)  deviciil 

=  (g+PT)(F--/'2E)-D.; 
mais  on  constate  aisément  que 

A(F  -i-p,E)-h{a^'hp,){p^,  -b*){p^,-  c*)  =  E{p]  +  Ap.-i-  b'c-), 

et  l'on  a  définitivement 

,     .      ,.,  X  (  xJ^o(pî  +  A/33-+-AV^)+JJ„(pî-HBp,^-  c'a') 

Le  plan  (F,),  (22),  touche  la  surface  A  au  point  /„,  comme  cela  ré- 
sulte évidemment  de  l'équation  (27),  n"  [[I2J]. 

Quant  au  plan  F„,  il  touche  la  surface  1  au  point/,.  Eu  effet,  des 
formules  (18*,  (2°),  on  lire 

dx,  =  (a^-Dc{-^ ^dl^     d},=...,     r/z,  =...; 

'         \  E/       a'+  p,         a'  t-pj      E  -'  '  '  ' 

si  l'on  substitue  les  valeurs  x,  +  da-,,  y,  -h  cij  ,,  z,  -\-  dz,,  au  lieu  de 
X,  j,  z,  dans  l'équation  (21)  du  plan  F^,  il  vient 


2-.-»^+2("--|)-V^'';n$ 


p 


F  V*  _f±__   "'-^P' 


''klii^ 


P'  p; 


-+- 1 


or  cette  quantité  est  nulle,  quels  que  soient  dp,  et  dp2,  car,  si  l'on  a 
égard  aux  valeurs  (18),  (2"),  et  (12  bis),  elle  se  réduit  à 


-i  +  P 


'-^[^{p2p-i^ep]-i-gp,  +  h}-(p*  +  ep,p-^^gpli-hp,)^- 
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ou 


fL''tl(F  _  I  fV 
D.     V         E  ^)- 


donc  le  pi  m  I"„  louche  cuj,  la  snilacp  2. 

Rpinariiiiniis  cnliii  (juc  le  plan  (l'„)  est  oscillateur  pu  |„  à  la  courbe 
(IclJnic  sur  la  surlace  A  [)ar  rét|ualion 

dp,  =  o, 

et  que  le  plan  !•',  est  osculateur  eiiy,  à  l.i  courbe  définie  sur  la  surface  2 

par  l'équation 

,  F-f-p,E    , 

P'^^P'-  -Td"P^- 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  le  cas 

dp,  =  o     ou     p,  =  const.; 

lorsqu'un  rayon  niliniinent  voisin  du  rayon  (R)  (ou  /oj,)  vient  couper 
celui-ci  en  y^,  ce  rayon  décrit  un  élément  de  surface  développable 
ayant  pour  arête  de  rebroussement  la  courbe  p,  =  const.;  le  |)lan  (F„), 
passant  par  (R)  et  parallèle  au  rayon  infiniment  voisin,  devient,  à  la 
limite,  tangent  à  la  surface  développable  le  long  cU'JnJ,,  et  par  consé- 
quent osculateur  en^o  à  l'arête  de  rebroussement.  De  plus,  ce  même 
plan,  contenant  les  rayonsy^y,  ety"^  M,  respectivement  tangents  à  la 
surface  1  enj,  et  M,,  deviendra,  à  la  limite,  tangent  à  la  surface  1 
en/,,  puisque  la  sécantey, M,  devient  tangente  eny,. 

Il  en  sera  de  même  pour  le  plan  (F,),  lequel  sera  osculateur  eny,  et 
touchera  A  enyo. 

Ainsi  : 

TnÉonÈMF  111.  —  Les  plans  focaux  relatifs  au  rajon  {p\,  p,)  ont 
respectivement  pour  équations 

(F.)    (.o)     xo-o  Jrz:^  +  v«  J-;^^  +  ^^.  ^,  +  •  =  o. 

(FI    /2oNJ^^'>^Pr*-A^-;   A*6■»)^  jjo(pr-+  Bp,-)  c'a') 

^  '^    ^       I  4-rz„  (pî -4- Cp, +  «»*»)  =  E. 
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l.e  planjocdl  [Va),  corrcspnncliirit  an  Jnjer  /„,  toiu/ic  la  siiijfur   1 
enj,  et  est  osculnteiir  enj\  à  la  coiiibe  que  le  rayon  touche  sur  la  sui  - 
face  A,  courbe  dijfuiic  par  i équation 


(3") 


dpt  =  o\ 


le  plan  focal  (F,  ),  corresponclarii  aujoyer  /] ,  touche  la  surface  A  en  J^ 
et  est  osculateur  en  /",  à  la  courbe  (pie  le  rayon  touche  sur  la  suijace  1, 
courbe  chjjinie  par  l'équation 

yé joutons  que  le  plan  Jocal  (  F„  )  touche  rhjperbuloule  (H  ;,  n"  [5  | ,  tui 
point  fxo,  Jo,  Zo)- 

10.   Désignons  par  Uo,  V„,  W„  et  U,,  V,,  W,  les  coordonnées  des 
plans  (Fo)  et  (F,  )  ;  on  a 


(M) 


(F„) 


Un 


W„=  -  z. 


P2-f-   < 


p; 


u, 


p^-t-  Ap, -(-  é'c' 

V         '_J ' 


(F.)   {V.^jo^^-^^^^'"', 


E 

Cp, -4-n'6' 


Si  l'on  transporte  ces  valeurs  dans  les  formuler  (18),  (2°),  on  trouve 


U,  ^  U,       V,  ^  v„ 

•^1  -'o'       Ji  ~  Jo' 


w,  ^  w„ 

2l  Z„    ' 


Donc 


Théorème  IV.  —  Si  J:o,  J01  ^n  d  .r,,  j\,  z,  sont  les  coordonnées  des 
foyers  J a  etf^,  situés  sur  un  même  rayon  (R);  */  Uo,  Vo,  W„  sont  les 

Tome  XIX  (î«  série).  —  Février  i&j^.  lO 
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coordonnées  du  plan  focal {V'o)  osculatcureujg  et  louchant  la  surface  1 
en  l\ ,  et  <juc  l.' , ,  V , ,  W ,  soient  les  coordonnées  du  plan  focal  (  F ,  )  oscu- 
liiteur  enj,  et  touchant  la  surface  A  en  J„,  on  ci,  entre  ces  éléments, 
la  correspondance  très-simple 

^       '  U,  ~  Û.'      V,  ~  V.'      wi  ""  W.' 

11.  (/ilculons  encore  l'angle  0  des  il(  nx  |)liln^>  focaux  (Fo)  et  (F,). 
D'après  les  équations  (aS),  on  a 

(  I  »)  CCS  Ô  =  —j ^'-= ; 

mais  on  trouve,  en  ayant  égard  aux  relations  [Zbis]  et  aux  rela- 
tions ('^o),  n°  [[13]J 

I  ^0  '~^,  (PÎ  +  Ap,  -t-  b-c^)  =  o\  -  p?, 

,  (a'  +  p,r  _    (p;  +  pnE+2p.F 


(2' 


De  là  résulte 

^'^^  ^°'^'^-E[(p|+p;rET^;;F]' 

d  ou  l'on  déduit  encore 

(^7)  -"*^=El(p-rrpT/E-^.>7r]- 

l'i.   Kuminer  a  démontré  les  propriétés  suivantes  relatives  aux  sys- 
tèmes de  rayons  : 
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1"  Les pieiis  des  plus  courtes  distances  d'un  lajon  à  tous  les  raj  oris 
infiniment  voisins  qui  V entourent  se  trouvent  tous  sur  un  sej^inent  dé- 
termine du  rayon  ;  les  extrémités  de  ce  segment  sont  nommées  points 
LIMITES.  (Rdimmeu,  Nouvcllcs  Auiuilcs ,  t.  XIX,  |).  3()9,  année  18C0.) 

2°  Le  point  milieu  de  lu  distance  des  fojers  coïncide  avec  le  point 
milieu  du  setjment  déterminé  par  les  deux  points-limites  ;  ce  point  mi- 
lieu a  été  nommé  le  centre  du  rayoti.  (Kummer,  Nouvelles  Annales, 
t.  XX,  |).  257,  année  1861.) 

,3"  La  distance  focale  est  é^ale  à  la  distance  des  points  limites, 
multipliée  par  les  sinus  de  l'anc/le  (/uejont  entre  eux  les  plans  focaux. 
(Kummer,  Nouvelles  annales,  t.  XX,  p.  260.) 

15.  Nous  avons  désigné  par  5  la  distance  des  deux  foyers;  en  re- 
présent.int  par  2d  la  distance  des  deux  points  limites,  on  aura,  d'après 
la  troisiétue  des  propositions  cpii  précèdent, 

5  =  2d  sinO; 

et,  d'après  les  tormules  (18,  '6°)  et  (^7),  il  vient 

,  F-f-p,K  _         F-+-6,R      /pï—}] 

OU,  en  réduisant, 


/lu' 


(28)  2r/=-y^i^i^'v'(p?-f-f.^)E+2p.,F. 

Si  /  et  /„  sont  les  distances  des  points  limites  au  foyer /„,  on  a 

l-l„^2d, 

et,  d'après  la  proposition  (2°) 

^  _  /  +  /„ 
2  ~"      a     ' 

d'où  l'on  déduit 

2/  =  2r/-f-  5. 

10.. 
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Eli  iem|)la<;;inl  il.in><  celle  deriiiùre  égalité  a^/et  o  |).tr  leurs  valeurs 
(a8)el  (i8,  3»),  il  \iciii 


Si  l  oïl  veut  introduire  la  quantité/,  qui   li^'ure  dans  les  équations 
du   rayon,   il   faut  avoir  égard  à  la  relation  (6)  et   remplacer  /  par 

).»/  -  ,)'~'  ce  qui  donne 

(3o)  aX  ^  -  l^'^  -  ^^'^±^^'^^. 

D'après  cela,  eu  égard  aux  équations  (i),  nous  avons  : 

rniconÈME  V.  —  Les  coordonnées  .r',  y' ,  z'  des  points  limites  sont 
defirtiei  par  les  équations 

I    t'  —  j[-   -1-  — ^—  X' 

(30  \y  =  r'^t^-7.^'^ 


où  ).'  est  une  quelcoiuiue  des  racines  de  l'équation 

Les  dislances  l  des  points  limites  nu  foyer  fa  seront  données  par 
l'équation 

6/  d  est  la  demi-distance  des  points  limites,  et  si  r,  et  r^  sont  les  dis- 
tances du  foyer  Jo  aux  points  où  le  rayon  rencontre  la  suijace  A,  on  a 
encore 

(34)  ^,^^-p.nr,-(pî--^;) 
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I/o<|iialii)ii  (le  la  siiiface  dt-criti'  piw  les  points  liiiiilcs  s'oljticiuliail 
en  (liininonl  (j,,  p^  et  X  entro  les  (|uatro  (''(|naIions  (3i)  et  (Sa),  après 
y  avoir  reni|)lacé  JCo,  J,n  "„  piu-  leurs  valeurs  {■?.). 

l'i.  La  reclierclie  des  foyers,  n"'  5  et  (i,  nous  conduit  en  même 
temps  aux  (''(piatioiis  des  courbes  cpie  les  rayons  doivent  toucher  sur 
chaque  surface  focale. 

Surface  focale  A. 

Pour  k"s  foyersy^,  lesquels  a|)partieiMi(nt  à  la  surface  A,  on  a 
tlp,  r^  o,     ou     fj,  =  const.  ; 

donc,  pour  la  courbe  p,  =  const.,  il  y  a  un  rayon  infiniment  voisin 
de  R,  qui  rencontre  R  (aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près); 
et,  par  suite,  lorscpie  le  rayon  R  se  déplace  pour  venir  coincider  avec 
ce  rayon  infiniment  voisin,  il  le  fait  en  touchant  la  courbe  p,  =  const. 
Réciproquement,  si  le  rayon  R  se  déplace  en  touchant  une  courbe  tra- 
cée sur  la  surface  A,  on  devra  avoir  dp,  =0,  puisque  alors  il  rencontre 
le  rayon  infiniment  voisin. 

D'ailleurs,  pour  les  points  de  la  surface  A,  on  a,  s'il  s'agit,  par 
exemple,  de  la  nappe  su|)érieure,  p,  =  —  p,,  (23),  n"  [[1 1]];  donc  les 
courbes  p,  =  const.  sont  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  (p,),  et 
ces  lignes  de  courbure  seront  de  svsttMnes  différents  pour  (p,)  lorsqu'on 
passera  d'une  nappe  à  une  autre  sur  la  surface  A,  11°  [[li]J. 

Ajoutons  que  les  rayons  du  système  ne  peuvent  jamais  être  des  tan- 
gentes principales  pour  la  surface  A. 

Voici  comment  on  peut  démontrer  cette  dernière  proposition  : 

Les  coordonnées  Xp,  j^,  z„  d'un  point  quelconque  de  la  surface  A 
peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions,  définies  par  les  équa- 
tions (2),  des  paramètres  arbitraires  p,  et  p,;  d'après  cela,  si  l'on  pose 


(I") 


-.           d)\,  dz„ 

d\\  dz„ 

"  ~  dp,  dp.. 

dp-,  dp,'' 

dz„  dr„ 

dz-o  d.r„ 

*"  -  ./p,  dp. 

dp 2  dp, 

r,           dx,  dy\ 

"p,      flp! 

dx„  dy„ 

dp-!  dp, 
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les  équations  ilc  la  normale  en    a\,.  )  „,  r„  j  à  1 1  suilato  A  seront 

(2») 

on 


(3°) 


car,  si  l'on  remplace  ^r^,  )„,  z,,  par  lenrs  valeurs  (2)  dans  l'écpiation 
A  ^  0,  on  a  une  iilenlité  en  p,  et  p^;  par  suite, 


*  — J-, 
X. 

r  — 

'      Y. 

r. 

z  — 

«é 

X 

=  .r„ 

-+- 

,'i.X„, 

y 

-=.ro 

-t- 

fxY„, 

z 

=  z« 

-H 

f^  Z„  ; 

d\  cl.r.  ilJi  d)\          (iS  tlz, 

î  _| -'.•  _) 

(Ix,  dp,  dy,  dp,         dz,  dp, 

rfi  rf.r„  d\  dr,          d\  dz, 

dx,  dp,  dy,  dp,          dz„  dp- 


=  O, 


d'où  il  résulte 


dà         ds 
flx,  _  dy, 

X.  ~  y. 


di 


ce  qui  conduit  immédiatement  aux  équations  (2°)  de  la  normale. 

Si  la   normale  (3°)   est   rencontrée  par  la   normale  inBniment  voi- 
sine, on  devra  avoir 

dxo+  p.rfX„  -I-  Xo^iJ.  --  o  , 
cijo  ■+-  \}-d\„  +  Y„ dii.~o, 
dz„  -^  ixdZa  -f-  Zo  f/p.  =  o  ; 

en  éliminant  u.  et  du.,  il  vient 


(4°) 


da-a     dX„     X„   j 

d)„     r/\„     Y„    '    =  o. 

dz„      d'L„      '/.„    \ 


Or,  si  le  rayon  (R)  est  une  l.fiifjciile  principale  en  {.x\,  y^,  r„)  à  la  sur- 
lace A,  il  doit  d'abord  touclirr  une  courbe  tracée  sur  celte  surface,  et 
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l'on  aiii'ii,  (r;ij)rt'S  co  <|iii  prrcrcif,  il^j^       o;  l'éqiialion  de  ((iiHlilioii  (4") 
(it'vienl  alors 


(5°) 


X„ 


^.  -fY»  Y 

rfp,  rfp,  " 

(h^  c/Z„ 

f/p,  (^/p,  " 


En  ayant  égard  aux  valeurs  (i")  île  X,,,  V„,  Z„,  cette  dernière  équa- 
tion pourra  s'écrire 


d'.r„ 

Ifpl 


-(Xo:?^+Y„4^4-Z, 


dp, dp.  d^idp 

Or  on  tire  des  équations  (2) 


«4,rfpj[U!)  ^U;)  '"Uj  j) 


=0. 


rf-r»  p,(a'H-pj)  d'xn    p, 


(7°)     (  ,.  ''^  _  p;  -  "' 


X,:^-,.,-,^{pi  +  Ap,-^bH'^ 


On  constate  immédiatement  que 


dp,  dp-!  dp,  dp. 


dp,  dp-, 


ce  qui  est  d'ailleurs  visible  à  priori;  et  l'égalité  (6"),  à  vérifier,  devient, 
après  la  substitution  des  valeurs  (7°)  et  quelques  réductions  immé- 
diates, 


(8») 


'ïr^r^ï(pï-P2;  =  o- 


Or  la  supposition  p]  =  pi  donne  des  points  doubles  de  la  surface  A. 
Ainsi  les  rayons  du  système  ne  peuvent  pas  être  des  tangentes  prin- 
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cipalts  (II-  la  surface  A;  et,  |)ar  conséquent,  les  courbes  loudiccs  sur 
celle  surface  par  les  rayons  du  système  ne  peuvent  pas  èlre  des  ligues 
de  courbure  de  A. 

Nous  avons  donc  cette  proposition  : 

Théorème  VI.  —  Les  rayons  du  système  forment  une  série  de  deve- 
loppahlcs  déterminées  par  les  tangentes  aux  courbes  p,  =consi.;  ces 
courbes^  intersections  de  la  snijace  A  avec  les  ellipsoïdes  liomojo- 
cau.x  p,  =  const. ,  sont  des  lignes  de  courbure  pour  les  ellipsoïdes  [p,  )  ; 
elles  seront  d'une  certaine  espèce  (juand  il  s'agira  de  la  nappe  supé- 
rieure de  A,  et  d'une  autre  espèce  (juand  on  passera  à  la  nappe  injé- 
rieure  ■  mais  elles  ne  sont  pas  des  lignes  de  courbure  pour  la  suif  t ce  A. 

Les  rayons  du  sjslème  ne  sont  jamais  des  tangentes  principales  pour 
la  sur/ ace  A. 

lo.  I,es  surfaces  développables,  engendrées  par  les  rayons  du  sys- 
tème, sont  osculatrices  à  des  courbes  gauches  du  quatrième  ordre, 
intersection  de  deux  surfaces  bomoiocales  du  second  ordre,  telles  que 

p,  =  r    et     p3  =  -  r, 

/étant  une  constante.  Ces  surfaces  développables  sont  du  liuilième 
ordre  et  de  douzième  classe;  elles  possèdent  donc  les  propriétés  géné- 
rales appartenant  à  cette  variété  de  développables,  propriétés  signalées 
par  MM.  Chasies,  Cayley,  Salmon  { Comptes  rendus,  t.  LIV;  1 862,  etc.). 

Cependant  il  n'est  [)as  sans  intérêt  de  cliercher,  dans  le  cas  actuel, 
les  équations,  soit  ponctuelles,  soit  tangcntielles  de  ces  surfaces  déve- 
lop|)ables,  qui  présentent  ici  des  singularités  qu'elles  n'ont  pas  dans  le 
cas  général. 

Cherchons  d'abord  les  équations  tangcntielles. 

Le  plan  osculateur  en  (.r,,,  jo>  ^o)  à  la  courbe  p,  =  r,  touchée  par 
les  rayons  du  système,  est  le  plan  focal  correspondant  au  ioyerj^,  ef, 
d'après  l'équation  (a3,  1°),  ses  coordonnées  «,  v,  w  seront,  après  avoir 
fait  p,  —  r, 

(35;      u       -Xo^„v    ^--'  JV-p—i.^    w'-  -2o^r_^5 
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on  ;i,  en  outre, 

On  ()l>lieii(lia  les  équations  de  la  développable  en  éliminant  p., 
•^o>  J"o»  ^0  <i'iti(î  CCS  six.  équations.  Remplaçons  d'abord,  dans  les 
équations  (35),  x„,  7\|,  z^  |)ar  leurs  valeurs  (35  bis),  et  posons,  pour  un 
instant, 

(i°)        U=^{r-~a')n\     V  =(/--- A*) p-,      W  =  (r=-c')n-, 

il  vient 

I  a?ijc-?U  ^rtr(p:]-h3a='p^  +  3ri'p, +  «"), 

(2")  .i?//fc'jV  =^»î(p^-f-3^.=p^4-3^''p,  +  ^*'-'), 

!  «î^>^c?W  =  c?(p^  -f-ScV^  +3c>p, -i-t-"); 

il  s'agit  d'éliminer  p.,  entre  les  trois  équations  (2°). 

Ajoutons  les  équations  (2°);  ajoutons-les  encore  après  les  avoir  res- 
pectivement multi[)liées  par  A,  B,  C,  puis  par  b-c'-.  C'a-,  a- b'^ ;  nous 
les  remplacerons  alors  par  le  système  suivant,  relations  (28),  n"  [15]  : 

(    -3p,=  U+V  +  WH-e, 
(3")  3p=  =  AU  + BV  +  CW  +  g, 

En  désignant,  pour  un  instant,  par  M,  N,  P  les  seconds  membres  des 
équations  (3°),  on  a 

3p,^M,     3p^.N,     -p^-P; 

d'où  l'on  conclut 

M  _        N  3P 

P»=-3'     P^--m'     P-'--~^'^ 

Tome  XIX  Cj°  série).  —  Mars  187/).  '  • 
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ce  qui  donne  les  égalités  de  rapports 

^^  I  3   "M  ~   N  ' 

d'où  résultent  les  trois  équations 

(4°AjV)       M=-3N:r.o,     MN-9P=-o,     N»    -  iiMP  -    o. 

En  remplaçant  M,  N,  P  et  U,  V,  W  par  leurs  valeurs,  on  voit  que 
la  (Icveloppable  exige,  pour  être  définie  complètement,  sans  solutions 
e'ti niigères ,  les  trois  cqnntions  tnngenticlles  (4°). 

Ces  équations  nous  montrent  que  la  développable  est  de  douzième 
classe. 

Remarque.  —  Si  l'on  veut  étudier  plus  complètement  cette  dévelop- 
pajjle,  il  sera  préférable  de  conserver  p,  comme  variable  indépen- 
dante, et  de  définir  les  coordonnées  d'un  quelconque  de  ses  plans 
tangents  par  les  équations 

(36)     b-c\u-^  ^,_^,  ,    c^a^v"^  -^-^^-,    a\h\w-=-^. 

Clierclions,  en  second  lieu,  \' équation  ponctuelle  de  celte  déve- 
loppable. 

Les  équations  d  un  rayon  touchant  la  courbe  p,  —  r seront  données 
par  les  équations  (i)  et  (2),  où  l'on  introduira  l'hypothèse  p,  ~  r;  on 
a  ainsi 

'■   X  -  JC„  +  ■      ■■■, 
a'  -I-  pi 


(37)  J  =  J«+Â7 


\y> 


l>'  +  f2 

I  h\c\xlr^[r'^-a'){a-'  +  p,), 
{-ijhis)  c]a\xl^{r^    -b^){b^  ,p,), 

(  a\b'\zl  =  [r^-c')[c'  -+-P,). 

L'équation  de  la  développable  engendrée  s'obtiendra  en  éliminant 

Xt,,  jr„-  z„.  ^-j  (^2  entre  ces  six  équations. 
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Si  l'on  pose  X  -t-  |32  =  p.,  les  équalioiis  (jy)  doiinoiil 

substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (37  bis),  il  vient 
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(a-  -1-  /ji)=  -t-  (fl-  h  Pj)  X  -  o, 
(6»  +  fxr  -h  {b^  -I-  |oO  Y  -  o, 
(c-   i-/j.)-  +  {c-  -i-f)j)Z  =:=  o; 


en  posant  pour  un  instant 
X 
Des  équations  (1°)  on  déduit,  en  éliminant  po, 


(20)  x.:.f^',x%     Y=^^^j\     Z^-^^z- 


(3°) 


(aM-j^) M-_fl^X  _  (^.'-f-  i).y  +  b'Y  _  (c^-t-p)'  +  r'Z _ 


on  conclut  de  là,  en  comparant  ces  rapports, 

fji-(Z- Y)-+-  2iJ.{b'Z-  c-Y)   :■  b'Z  -  c*Y  +  rt';YZ    :  o, 
fx«(X-Z)-!-  2pi(c='X-  rt='Z)  -I-  c'X-n*Z -^  b-,ZXr,^  o. 

L'élimination  de  [j.  est  maintenant  facile  ;  si  l'on  remplace  X,  Y,  Z 
par  leurs  valeurs  (2")  et  qu'on  pose 

$  =  rt^  (rt>  -  r=  )  f- z'  +  b\  {b-  -  r^)  2-a-= 


+  c*(c^  —  /•-)  x-j 


\a'  —  r-         é*  —  r'         c'  —  r-/ 


(38) 


T  :^  a^flj  (a^    -  /••-)  j-z'  -i-  i=/;*  [h'  -  /■-)  z^a:^ 


^  \«'  —  r'  0'  —  r' 


c'  —  r' 


I  I.. 
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où 

ïàjuation  de  la  surface  (k-vdoppablc  est 
(39)  ** -t- 4PM'=  o. 

Nous  (levons  encore  remarquer  que  les  coordonnées  (["111)  point 
quelconque  de  la  surface  développable  s'expriment  en  fonction  des 
deux  paramètres  arbitraires  [x  et  p^  par  les  formules  suivantes  : 

,,    ,        ,       r' —  a»  (n» -t- fil»          „        r=  —  i'   (A' •'- f*1'          ..        r^  —  c'  (c'   '-(*)' 
(/lO)     T -=     ,,    ,        ,    ,         )     X-  —  — ^— r .--, î      S-  =  — pr,    —7-: • 

Ces  dernières  formules  résultent  des  égalités  (1")  et  (2"). 

I/équalion  (3())  met  en  évidence  plusieurs  propriétés  de  cette  déve- 
loppable,  qui  est  du  huitième  ordre  et  de  la  douzième  classe. 

1°  L'origine,  c'est-à-dire  le  centre  de  l'ellipsoïde  donné,  est  un 
point  quadruple  quadriplanaire  isolé;  car  les  quatre  plans  tangents  en 
ce  point  sont  imaginaires. 

2°  Le  cône  des  directions  asymptotiques,  ou  cône  directeur  de  la 
surface  développable,  est 

(/|i)     a\{a'  -  r^)y-z-  n-  b]{b'  -  r-)z^x- -\- c\{c'  -  r-)jc^j--  r^  o; 

lorsqu'on  fait  varier  /■,  c'est-à-dire  lorsqu'on  change  l'arête  de  re- 
broussement  de  la  développable,  les  cônes  (4i)  passent  constamment 
par  les  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz,  qui  sont  des  arêtes  doubles,  et  par  les 
quatre  droites  imaginaires 

,,    ,  Ax'        Br»        Ci' 

Ces  quatre  directions  ont  un  rôle  particulier  dans  le  système  de 
rayons;  remarquons  de  suile  que,  si  l'on  considère  une  de  ces  direc- 
tions, par  exemple 

V/A  v'B  v^" 
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il  y  a  une  iujitiitc  de  rayons  parallèles  à  colle  direction;    tous  ces 
rayons  soiil  situés  dans  le  plan 

(/|3)  atX\fh.'\-btf\[^'\-CtZ\j{l—o. 

De  là  nous  concluons  : 

Théorème  VII.  —  Les  snrjaces  développables ,  engendrées  par  les 
rayons  du  système  touchant  les  courbes  déterminées  sur  la  swjace  A 
par  les  ellipsoïdes  p,  =  const.,  sont  des  développnbles  du  huitième 
ordre  et  de  douzième  classe;  elles  possèdent,  au  centre  O  de  la  sur- 
face A,  un  point  quadruple  isolé  quadriplanaire.  Ces  développables 
constituent  un  premier  groupement  naturel  des  rajons  du  sj  stème. 

Les  cônes  directeurs  de  ces  développables  ont  les  axes  Ox,  Oy,  Oz 
pour  droites  doubles,  et,  en  outre,  passent  tous  par  les  quatre  droites 
Jixes  imaginaires 

,,    >  A.7=       Br'        Cz' 

(42)  .^■  =  -^^       . 


Surface  Joca  le  1. 

IG.  Pour  les  foyers^,,  lesquels  appartiennent  à  la  surface  que  nous 
avons  nommée  2,  on  a  (théorème  III),  n°  [9], 

I  F-hPjE    ,  apif/fi dp, 

dont  l'intégrale  est 

(44)  9{p„  p.)  -  p-i  -  p\  +  -^j^~—,_  -  o. 

Si  à  cette  équation  (44)  on  joint  les  équations  (i8),  n"  7,  on  aura, 
par  l'élimination  de  p,  et  ^2,  deux  équations  en  x,,  ^, ,  z,,  qui  déter- 
mineront une  courbe  tracée  sur  la  surface  focale  1;  désignons  cette 
courbe  par  C„. 

Pour  la  courbe  Cg,  il  y  a  un  rayon  infiniment  voisin  de  R  qui  ren- 
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coiilrc  \\  i^aiix  iDniiiment  petits  du  second  ordre  piès),  «t,  par  consé- 
quent, lorsque  le  rayon  R  se  déplace  pour. venir  coïncider  avec  ce 
rayon  infiniment  voisin,  il  le  (ait  en  touchant  la  courbe  C^;  récipro- 
quement, si  le  rayon  R  se  déplace  en  touchant  une  courhe  tracée 
sur  la  hurface  1,  on  devra  avoir  ofp,,  p,)  ^^  o,  puisque  alors  il  doit 
rencontrer  le  rayon  infiniment  voisin. 

Le  plan  osculaleur  en  {jc,,  j,,  z,)  kli  courbe  Cg,  touchée  par  les 
rayons  du  système,  est  le  plan  focal  correspondant  au  foyer/,,  et, 
d'après  l'équation  (aS)  (2°),  ses  coordonnées  sont 

//,cs     ,,  _  ^•{p=±Ap^-h^}      ,,_y.(p]+Bp,-hc'a')     z.(p;-4-Cp,+a'&') 

[HO)    u—  g  »   V—  g  ,  w~  g  , 

Xq,  )'o,  Za  ayant  toujours  les  valeurs  (2),  n°  2;  seulement  p,  et  pj  sont 
ici  liées  par  la  relation  (44)- 

Si  l'on  désigne  par  k  la  valeur  de  la  constante  arbitraire  qui  entre 
dans  léquation  (4 '1)1  qu'on  ait  égard  aux  valeurs  (2),  à  la  relation  (44)i 
et  qu'on  pose 

,,^.  /■. —  e  k  —  e  ti  —  e 


X  —  c- 
on  trouve,  après  l'élimination  de  p,  et  p^,  entre  (4),  (44)  et  (45) 

(4?)      '  c'\mu-   -  a\pw'  —  I,     d'où     mur  -r-  iiv-  -\-  pw^  =  o. 


mil- 


Les  équations  (47),  qui  forment  un  système  de  deicv  équations  dis- 
tinctes, sont  les  équations  de  la  développable  engendrée  par  les  rayons 
du  système  qui  touchent  la  courbe  C^. 

Cette  surfiice  est  de  quatrième  classe  et  de  huitième  ordre  ;  les  quatre 
équations  (47)  définissent  ses  quatre  lignes  nodales. 

Pour  déterminer  laréle  de  rebroussement,  c'est-à-dire  la  courhe  C,, 
je  me  servirai  des  formules  que  j'ai  établies  dans  mon  Mémoire  sur  la 
détermination  de  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  développable 
définie  par  ses  équations  tangentielles  [Journal  de  Mathématiques  pures 


X  - 

-  m- h -^c fit}', 

J- 

-  n'c'JdjP', 

AT            -      - 

-;)='«?  A?  a'»; 
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ctapplif/uéeSy  ;mnée  187:?,  p.  iH-y);  on  troiivo  ainsi,  pour  les  coordon- 
nées X,  y,  2  d'un  poinl  quelconque  de  l'arête  de  rebrousscment, 


(48) 


k  est  une  constante  arbitraire  déterminant  une  courbe  individuelle  C, 
et  la  surface  développablo  osculatrice  correspondante;  w,  «,  p  sont 
définis  par  les  égalités  [h^)'i  les  variables  m,  c,  tv  sont  liées  par  les 
équations  (47)>  qui  forment  un  système  de  deux  équations  distinctes. 
Pour  obtenir  le  lieu  des  courbes  C^,  c'est-à-dire  la  seconde  surface 
focale  1,  il  suffit  d'éliminer  m,  «,  p,  u,  v,  w,  k  entre  les  huit  équa- 
tions (/i6),  (47),  (48);  le  calcul  n'offre  pas  de  difficultés  sérieuses,  et 
l'on  arrive  bien  ainsi,  comme  nous  l'avons  fait,  à  l'équation  de  la 
surface  focale  1,  que  nous  retrouverons  plus  loin  par  une  méthode 
beaucoup  plus  simple. 

17.  Nous  résumerons  dans  la  proposition  suivante  les  propriétés 
fondamentales  établies  dans  ce  premier  paragraphe  : 

Théobème  VIII.  —  Le  système  de  rayons  que  nous  étudions  admet 
deux  surfaces  focales  distinctes  :  A  [première  surface  focale)  et  1 
[seconde  surface  focale).  (Théorème  I,  n"  7.) 

Considérons  un  rajon  quelconque  (R  ;  du  système  et  ses  deux  foyers f^ 
etj\^  qui  sont  les  points  où  il  touche  respectivement  les  deux  surfaces 
focales  ^  et  "L;  les  rayons  du  système  touchent,  sur  la  suif  ace  A,  les 
courbes  définies  par  l'cquatio/i 

dp,  —  o     ou     p{  =  const.; 
et,  sur  la  surface  1,  les  courbes  définies  par  l'équation 

Pl"Pl=  K^dûo,       ou       p-   ■-   p-  n —  O. 

Le  plan  focal  correspondant  au  foyer  f  touche  la  surf  ace  focale  I 
en  f  et  est  osculateur  en  f  à  la  courbe  que  les  rayons  du  système 
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touchent  sur  A  (7  qui  fjassc  pfir  J^;  le  plan  Jocal  correspondant  au 
Joj-er  J,  touche  la  surjacc  focale  A  en  J^  et  est  osculateur  en  J\  à  la 
courfu-  que  les  rayons  du  système  touchent  sur  1  et  qui  passe  par  Jf. 
(Tliéorcaie  III,  ii"  9.) 

Les  surfaces  de\>eloppables  engendrées  par  les  rayons  du  système 
touchant  les  courbes  déterminées  sur  la  surface  A  par  les  surfaces 
p,  ^  const.  sont  des  développahles  du  huitième  ordre  et  de  douzième 
classe  (théorème  YII,  ii"  ITi);  les  plans  tnny^ents  à  cette  développai) le 
touchent  en  même  temps  la  seconde  surjacejocule  1. 

Les  surfaces  développables  engendrées  par  les  rayons  du  système 
touchant  les  courbes  déterminées  sur  la  surjace  1  par  les  surjaccs 

Ç>\  —  9\^ =  o  sont  des  développables  du  huitième  ordre  et 

■^  '         "^  *         f:  +  const.  ri 

de  quatrième  classe  (n°  16);  les  plans  tangents  à  cette  développable 

touchent  en  même  temps  la  première  surface  focale  A.  Les  quatre  lignes 

nodules  de  ces  dernières  surfaces  sont  dans  les  plans  x  =^  o,  y  —  o, 

z  =  o,  t  =  o  [équations  (47)]' 

Ajoutons  cette  remarque  que  : 

Les  rayons  du  système  étudié  ne  peuvent  pas  ctr-c  les  normales  à 
une  même  surface. 

Cette  proposition  se  démontre  immédiatement  et  de  plusieurs  ma- 
nièrfes. 

§    II.     —    DÉTERMI?f,VTION    DES    SITRFV^CES    FOC/VLtS.    DISCUSSION. 

18.  Les  droites  qui  composent  le  système  de  rayons  que  nous  étu- 
dions sont  définies  par  les  équations 

[  X  =  x-„  +  1  ,^'    > 

\  "•  +  ?'  I  éîc'f^;i=(pî-r.')K  +  p.), 

(•)        J-Jo+X-^,  (2)     \c-^,a-,yl  =  {p-,-b^){b'-^p,) 


z„  -I-  1  ■ 


n 


a]b\zl  ^{p-^,-c*)(c^--^p,); 


'o 


jCg,  r^,  Zo  sont  les  coordonnées  du  point  où  le  rayon   touche  la  sur- 
face A,  ou  premicre  surjace  jocale;  c'est  le  [)remicr  loyer/i,. 
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Clierclioiis  d'abord  les  rayons  qui  passonl  par  un  point  (.r',  y\  z') 
arbitrairement  donné;  pour  cela,  nous  déterminerons  les  cônes  ayant 
pour  sommet  commun  le  point  donné  et  qui  se  coupent  suivant  les 
rayons  cherciiés. 

Les  équations  d'un  rayon  peuvent  s'écrire 

lx-:^x'^  fxa,  I  y;-  -  ^z  ^  7/  -  /3z', 

(3)     '   ^  =  ^•' H- fy.j'i,  d'où  ["ibis)     !  <xz  —-jx  -'.  az'   -  y.r', 

{  z  ~  z'  -h  [J.-/;  (  (ix  —  aj  =  {l,x'  —  v.y'. 

La  droite  (3)  appartient  d'abord  au  cône  du  complexe  ayant  son 
sommet  au  point  (x',j',  z'),  c'est-à-dire,  d'après  ré(juation  (4),  [[n°4']], 
au  cône 

^   '  j       =--:  A{x  -  x'Y  -f-  Bfj  -J'Y  -h  C(z.  -  z'Y. 

En  remplaçant  x,  y,z  par  leurs  valeurs  (3),  cette  dernière  équation 
deviendra 

(5)     (7j'~  /3s')'  +  («2'  -  ixj  +  {^x'  -  aff  =  ka-  +  B,-?-  4-  Ç.f. 

Les  équations  (3  bis),  qui  représentent  le  rayon  (i),  devront  être  véri- 
fiées par  les  valeurs  (i)  de  x,  y,  z,  quel  que  soit  X,  ce  qui  donne 


jvro  -/3s„  =-.7y._^z', 


(i»)     «...  -vx„^a:'-va:',      (2°)   -^  = -i;^^  = -Jî^ 


en  substituant  les  valeurs  (2")  de  jro,j>o,  2^  dans  les  égalités  (1°),  nous 
obtenons 

/  a?|37.5  =  7j'-/3z', 
(3°)  b\-^^(x..Q  —  az'~-^x\ 

f  c'^a^.Ô  =^(ix'-  af. 

Si  l'on  multiplie  ces  dernières  équations  par  x',  j',  z'  et  qu'on  ajoute, 

Tome  XIX  {■>'  série).  —  Mars  1874.  12 
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on  a  la  srcoiido  rqualion  suivante  cnlie  a.  /5,  ■/  : 

(6)  a'\x'['jy  •:    f'',yya.   •    c-,z'u[j       o. 

Ainsi  : 

Thkorkme  IX.  —  Les  rayons  du  sjstème  menés  par  le  point  (x',jr\  z') 
arhitrnircmptil  choisi  sont  ih'/iiiis  par  les  deux  équations 


n-^x'fiy  -h  bifya  -i-  c^s'ap  ^  o, 

(y;-'      (it'Y  +  {az'-  yx'y-^{fijc'-ar'y=A.a-  +  hfi'  i  Cf, 


(7) 

et  les  éqiuitions  du  rajon  sont 


!j:  —  x'-f-  |J.K,  /  yj  —  ^z=  yj'  —  (jz', 

j  =y  -+■  ixfi,      ou        a.z  —  yx  —  az'  —  yx', 
z  —  z'  -t-  fj-y;  '  fix--  a.y  —  /3x'—  OLy\ 

p.  étant  une  constante  arbitraire. 

En  remplaçant  «,  (3,  y  par  les  valeurs  déduites  des  équations  (7  bis)^ 
les  équations  (  7  )  s'écriront 


(8) 


^T-^'(J  ~r)  (^  -  ^')  -  b]y{z  -  z')  [x  -  X') 

^..  c\z\x  -  x'){j  -  f)  =  o, 
{j'z  —  z'j)~  h  {z'x  —  x'z)-  -+-  {x'f  —  j'xY 
T~.  A  (.r  --  j:')'^  -+-  B(j  -  ff  -h £(2  -  z')*. 


Zr.y  rayons  du  système  passant  par  le  point  f.r',  y\  z')  ^on/'  les  inter- 
sections des  den.x:  cônes  (8)  ayant  leur  sommet  en  ce  point.  La  seconde 
des  équations  (8)  représente  le  cône  du  complexe  ayant  son  sommet  au 
point  [x\ y%  z');  la  première  des  équations  (8)  représente  le  cône  sur 
lequel  sont  les  normales  menées  du  point  (.î',  j',  z)  à   l'ellipsoïde 

x''         r'        z' 

',  +  -, — i — -  ~  1  =:  O,  OU  encore  le  cône  sur  lequel  sont  situées  les 

n'         b^         c'  ' 

droites  (pd,  passant  par  le  point  [x',  j',  z'),  sont  en  même  temps  per- 
pendiculaires à  leurs  conjuguées  par  i apport  à  ce  même  ellipsoïde. 

Remarque.  —  Le  point  (jr',  7'',  z')  étant  donné,  les  inconnues  «,  ^J,  y 
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seront  donnces  par  les  équations  (7);  la  quantité  (5  aura  pour  valeur 

(9)  0^{a\(i-f   l-Z>Î7V.--;-cî«»j3»)  =  A«=-^B/=i»■;    C-/; 

les  quantités  p,  et  p.,,  correspondant  au  rayon  [c/.,  jj,  y),  seront  four- 
nies par  les  équations 

[  |5„(Aa^   :- B/5=-;- C7-) -■    -{ka-a-   \- tib-f^-   -.   Cc-f), 

(10)  p\{a\^-f  -i-  b^for  1-  c]«=/3-) 

(       --r.  a\n'p-f  -h  b\  b*f-ryr-  +  c\c'a-fi-. 

Les  coordonnées  du  foyeryo  seront  alors 

(il)  'lî. ^  ^ -_  '"  _^  Q . 

celles  du  foyer^,  et  des  points  limites  seront  ensuite  lomnies  par  les 
équations  (18)  et  (3i)  du  premier  paragraphe. 

19.  Cherchons,  en  second  lieu,  les  rayons  du  système  qui  se  trou- 
vent dans  un  plan  donné  [11%  v\  w'). 

Nous  pouvons  écrire  les  équations  tangentiellcs  d'une  droite  quel- 
conque située  dans  le  plan  donné  [n',  i>\  tv')  sous  la  forme  suivante  : 

,       ,  u  —  u'         V  —  v'         iv  —  iv' 

et  si  l'on  pose 

( 1 3)       U  r.^  v'-/  -  tv'fi',     V  =  w'u'  -  u'i,     w  ^  U'^j'  ~  v'o.', 

les  équations  ponctuelles  de  cette  même  droite  seront 

l  Vz    -W/=.a', 
{12  bis)  Wx-Hz  =  fi'. 

Ecrivons  que  celte  droite  est  un  rayon,  c'est-à-dire  que  les  équa- 

1:2.. 
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lions  (12  bis)  sont  vérifiées,  quel  que  soit  X,  par  les  valeurs  (i)  de 
x,j\,  z;  on  a 

En  Iransporlant  les  valeurs  (2")  dans  les  égalités  (1°),  il  vient 

l  £rt?VW=r      «',  i  £»iJcJU-VW^/3Y, 

(3")        £i^WU=--|j',         d'où         (4")        £=cîa'^UV='W=7'a', 

(  £c?UV  --  -  /;  '  e'rtr^iUVW*  -  «'p'- 

Ajoutons  les  équations  (4°)  respectivement  multipliées  p;u-  oïu\  b^^^>', 
c\v/ ,  nous  trouvons 

(i4)  a]ii'f-j'i-^  b^v'a'i-^  ciw'a'fi'=o; 

c'est  là  une  première  relation  que  doivent  vérifier  les  quantités  a',  (i',  y'. 
D'ailleurs  la  droite  doit  toucher  la  conique  (T)  du  com|)Iexe  située 
dans  le  plan  (m',  t'',  u'');  on  a  donc,  d'après  l'équation  (3  ,  [[n"  5]], 


(,5) 


A[w'\v  —  tv'f)"  4-  B(tv'M  —  u'w)'^  -r  C{u'i>  —  c'uy 


On  peut  introduire,  dans  cette  équation  (i5),  les  quantités  «',  /S',  7', 
en  y  remplaçant  «,  t',  w  par  les  valeurs  (12);  on  trouve  ainsi 

(16)     K[v'i-w'[i')-  +  -R[w'a.'-u'iY-V-C.[u' {■!>'-  (/a')*-    «'='-,'3'='  + 7". 

On  a  donc  cette  seconde  proposition  : 

Théorème  X.  —  Les  rayons  du  système  situés  dans  le  plan  {11  ,  v',  w') 
arbitrairement  choisis  sont  définis  par  les  deux  équations 

I  a-u'p'-/-^  b\v'-/u'-\-  c]w'oL'fi'  =  o, 
^'^'  \  A(fy-1v''/3')'-T-B(u■'a'-MY)^^-C(«Y5'-^«')'^-«"^-^5"-^7'^ 
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et  les  équations  du  rttjon  sont 

(i8)  — -, —  =•  — r;— = j —    (équations  taiigt'iitielles), 

a  p  y 

(i8Z»m)  '   W.r— Uz  — ,6',  /    (équations   ponctuelles), 

(     Uj    -  VX  :---^    /,     1 

U,  V,  W  e<rt«<  définis  par  les  égalités  (i3). 

/?«  remplaçant  a',  /5',  •/  /Jrtr  /eMr>y  valeurs  (i8),  Z(?j  équations  (17) 

rt?«'(i'  -  f')(tv  -  w')  +  ^^«/(tv-  w'j(«  -  //) 

+  c\  iv'{u  ~  u')  (i'  -  i>')  -.-^  o, 
(19) 

'  A[v'iv  —  n''v)--Ji-  Blxv'u— u'wY-+-C{u'v— i>'u)- 

=  [u  ~  u')-  -H  {v  —  i*')-  +  (tV  --  tv')-. 

Les  rajons  du  système  situés  dans  le  plan  donné  (m',  </,  w')  sont  les 
tangentes  communes  aux  deux  coniques  (19V  La  seconde  des  équa- 
tions (19)  représente  la  conique  du  complexe  située  dans  le  plan 
[u',  v',  w');  la  première  de  ces  équations  définit  la  conique  que  doivent 
toucher  toutes  les  droites  situées  dans  le  plan  [u\  c',  iv'),  qui  sont  en 
même  temps  perpendiculaires  à  leurs  conjuguées  par  rapport  à  l 'ellip- 
soïde —  -+-■—  -^-  -r,  —  I  —  o. 
a'         b^         c- 

Remarque,  —  Le  plan  («',  i>',  w')  étant  donné,  les  inconnues  a',  ^',  y' 
seront  déterminées  par  les  équations  (17);  la  quantité  i  sera  donnée 
par  l'équation 

(20)  £=(«';  v=w=  +  b\\\'-w+  ctu*v=)  =  a'-  -\-fy--\-i-, 

où  u,  V,  w  ont  les  valeurs  (i3). 

Les  paramètres  p,  et  pj,  correspondant  au  rayon  («',  |3',  7'),  seront 
fournis  par  les  relations 

I   p,(AU-  +  BV-  -h  CW-)  -h  «2Al]=  +  b-m-  H-  6'=CW-  =  o, 

(21)  p'f(n;  v^w=-i-Ajw*u-  +  cîu^v-) 
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les  coordonnées  du  loyer J„  seront  alors 


[22) 


^«  Jo 


U(a'-4-p,)        V(6'H-p,)        W(c»-t-p,)' 


les  formules  (i8)  et  (3i)  du  premier  paragraphe  donneront  ensuite  les 
coordonnées  du  second  foyer  et  celles  des  points  limites. 

20.  Les  équations  (7)  et  (17)  mettent  en  évidence  cette  double  pro- 
position : 

Théorème  XL  —  Pnr  un  point  arbitrairement  choisi  passent  quatre 
rayons  du  système;  dans  un  plan  arbitrairement  choisi  se  trouvent 
quatre  rayons  du  système.  Le  système  des  rayons  en  question  est  donc 
du  quatrième  ordre  et  de  la  quatrième  classe. 

Il  importe  maintenant  de  discuter  la  situation  de  ces  rayons  suivant 
la  position  du  point  d'où  ils  sont  issus  ou  du  plan  qui  les  contient. 


1°  Rajons  passant  par  un  point  donné. 

21.  Les  directions  («,  .3,  y)  des  rayons  passant  par  le  point  donné 
{x',y'.,z')  sont  déterminées  par  les  deux  équations  (théorème  IX,  n°  18) 

I  a\x'^^l  +  b^^j'-^u  -t-  c\z'(/.^  =  o, 

(23)        a2(j's  +  z'2_A)  +  p2(z"'-l-a:'=-B)-i-7»(a:'«4-j'=-C) 

(  —  2y'z'^y  ~  zz'x'ya.  —  ix'y'oL^  =  o. 

Pour  discuter  les  solutions  que  fournissent  les  équations  (aS),  nous 
assimilerons  ces  deux  équations,  homogènes  en  «,  p,  y,  à  celles  de 
deux  coniques;  «,  |3,  y  seront  les  coordonnées  variables.  Remarquons 
de  suite  que  la  seconde  des  équations  (aS)  n'est  autre  que  l'ensemble 
des  termes  du  second  degré  de  l'équation  du  cône  (C)  du  complexe 
n°[[6]],  où  l'on  mettrait  «,  /3,  y  au  lieu  de  x,j,  z,  et  3c\  y',  z  au  lieu 

(le  Xq,  J  o;  ^0- 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  communs 
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aux  coniques  (aS)  est 

(241    '''  ^-^'^  "^  ^"  ~  ^^  "^  '^'(''"  '^'  •^"  "  ^)  "^  ^'(•^"  •"'^•^"'  -  ^) 

et  l'équation  en  >,  correspondante  est 

r'-  ■+-  z'-  -  A  -  {œy  -h  Ic^'^z')     -  [x'z'-^-  \b\f) 

-{yx'+lc\z')        z'^-'rcc^^'R        -{j'z'+la]x')      =0, 
-  {z'x'  +  U\f)     -  {j'z'-r  la^^x')        x"  '\f^'-  c 

ou,  en  développant  et  supprimant  les  accents  de  x',  j',  z', 

(25)  2a-^b-^c'-^xfzX'  +  QX- -\- A  =  o, 
après  avoir  posé 

/  e  =  a*j-z-  +  b\z-x--\-  c\x-j--  {ka\x--\-  Bb\j- -\- Cc\z''), 

(26)  A^^{x-+j-  +  z-){kz--^Bj--^Cz-) 

\  -  [A(B  +  C)x-  +  B(C  +  A)j=  -f-  C(A  -+  B)^^]  +  ABC. 

Nous  poserons  encore 

(27)  2  =  0'  4-  i']a\b\c\x''y-z-A. 

Toute  la  discussion  repose  sur  la  nature  des  racines  de  l'équation 
en  X. 

22.  Avant  d'aborder  l'examen  des  différents  cas,  nous  devons  faire 
plusieurs  remarques. 

Remarque  I.  —  Lorsque  X  =  o  est  une  racine  de  l'équation  (aS), 
l'équation  (a4)>  qui  représente  le  système  des  sécantes  communes  aux 
deux  coniques  (aS),  se  réduit  à  la  seconde  des  équations  (aS);  or  le 
premier  membre  de  cette  équation  (aS)  n'est  autre  que  l'ensemble  des 
termes  du  second  degré  de  l'équation  du  cône  du  complexe,  et  cet 
ensemble  de  termes  représente  : 

Un  cône  proprement  dit,  si  [x,j,  z)  n'est  pas  un  point  de  la  sur- 
face A; 
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Un  système  de  deux  plans  distincts,  si  [x,  y,  z)  est  un  point  de  la 
surface  A; 

I  n  système  de  deux  plans  coïncidents,  si  {.r,j.,  z)  est  un  point 
double  de  A. 

II  résulte  de  l.i  (pn,  pour  ).  =  o,  l'écpialion  (24)  ne  représentera 
jamais  un  système  de  deux  droites  coïncidentes,  à  moins  que  le  point 
{x,j',  z)  ne  soit  un  point  double  de  la  surface  A. 

Remarque  II .  —  La  courbe  du  seizième  ordre 

0  =  G,      A  ~  0 

est  imaginaire,  sauf  aux  points  doubles  réels  de  A. 
Renianjue  III.  —  La  surface  2,  dont  l'équation  est 

(28)  2=:^  0'  4-  1']a]L\c\x-J-z-^  -.^  o, 

et  qui  doit  jouer  un  rôle  important,  puisqu'elle  est  la  deuxième  sur- 
face focale  du  système,  comme  nous  allons  le  voir,  possède  un  grand 
nombre  de  proj)riélés;  nous  énoncerons  de  suite  les  suivantes  : 

Théorème  Xiî.  —  La  suijace  S  est  du  douzième  ordre  et  de  douzième 
classe. 

L'origine  O  est  un  point  sextuple  pour  lequel  V équation  du  cône 
tangent  est 

(29)  a,(Kn^x^Y  -r-b,{U,fY  -\-  c,(Cc,  2=*]'^  =  o. 

Le  cône  des  directions  asjmptotiques  se  compose  de  trois  cônes  con- 
Jondus  avec  le  cône 

(30)  a\f''z''  -r  h'^z'x-  -r  c*x*j-  ^  o. 

La  surface  1  touche  la  surface  A  suivant  la  courbe  (imaginaire) 

0  =  o,     A  =  o, 

et  les  tangentes  inflcxionneUes  de  A  [ou  asymptotes  de  V indicatrice) 
auoL-  différents  points  de  cette  courbe  sont  également  des  tangentes 
i/i/lexionnelles  pour  1. 
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Les  quatre  courbes  planes  {la  dernière  est  à  l'infini) 


(3.) 


0  =  0,      (0—0,         0  =  0,      |0~O 


sont  des  courbes  doubles  pour  la  suijace  1,  et  les  tangentes  proprement 
dites  à  la  surface  en  chacun  des  points  de  la  courbe  considérée  sont 
dans  le  plan  même  de  la  courbe. 

Le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  (.^,  J",  z),  par  rapport  à  la 
surface  2,  passe  toujours  par  le  point  où  les  plans  polaires  de  {■tc,J',  z), 
par  rapport  aux  surfaces  0  et  A,  se  rencontrent  avec  le  plan  polaire  du 
incnie  point  {jc,)^,  t)  par  rapport  au  Iclraèdre  (x^o,j-=o,  z=o,  t=o), 
t  =  o  représentant  le  plan  de  V infini. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  1  sont  données, 
en  fonction  des  deux  paramètres  arbitraires  p,  et  p.,,  par  les  formules 
(""  7) 

(32)  O-  ^  -  ^'^P'-^'^^P'-^^P'-^"'"'^ 


{b'-\-p,)K 


ou 


h\c\xl={p\-a'){a^--^p,l 
c\n]fl-'=[p\-b^){b-^+p,\ 
a\b\zl=.{p\-c'){c'    'rp,). 

Le  plan  tangent  en  ce  point  est  déterminé  par  l'équation  (théorème  III) 
(33)  -^^0  ^^  -\JJo  -^^  +  "«^.  +  .  -  o. 


Toutes  les  pnrties  de  cette  proposition  s'établissent  aisément;  pour 
plusieurs  d'entre  elles,  il  suffit  d'écrire  Jes  équations  du  plan  polaire 
et  de  la  quadrique  polaire  d'un  point  par  rapport  à  la  surface!. 

Tome  XIX  {i*  série).  —  Mars  187/I.  l3 
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2.'>.  Nous  pouvons  passer  maintenant  à  l'examen  des  diflércnts  cas 
qui  peuvent  se  présenter  d'après  la  nature  des  racines  de  l'équa- 
tion (aS). 

Pnp.MiF.n  CAS  :   A.ï;>o. 

L'équation  (a5)  en  X  ayant  alors  ses  trois  racines  réelles,  les  coni- 
ques {i3)  se  coupent  eu  quatre  points  réels  ou  en  quatre  points  ima- 
ginaires. 

Deuxième  cas   :   i.ï_^o. 

L'équation  (af))  en  ).  ayant  une  seule  racine  réelle,  les  coniques  (aS) 
se  coupent  en  deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires. 
Par  conséquent  : 

Théorème  XIII.  —  Si  ^.1  <  o,  les  fjuatrc  rayons  passant  par  le 
point  {x,  y,  z)  sont  ou  tous  quatre  réels  ou  tous  quatre  ima^^inaires ; 
si  A.l^  o,  parmi  les  quatre  rayons  passant  par  le  point  [.T,yy  z), 
deux  sont  réels  et  les  deux  autres  imaginaires. 

Troisième  cas  :   A.ïr-^o. 

L'équation  (af))  en  À  admet  alors  une  racine  double,  et  les  deux 
coniques  (23)  sont  ou  simplement  tangentes  ou  doublement  tangentes, 
suivant  que  le  système  (24)  des  sécantes  communes  correspondant  à 
la  racine  double  se  compose  de  deux  droites  distinctes  ou  de  deux 
droites  coïncidentes. 

Le  cas  actuel  donne  lieu  à  deux  hypothèses  : 

1°  A  =  o.  —  L'équation  (a5)  a  deux  racines  nulles;  les  deux  co- 
niques (aS)  sont  donc  tangentes,  et  elles  le  sont  en  im  seul  point,  car 
le  système  des  sécantes  (24)  se  compose  de  deux  droites  distinctes 
(remarque  I,  n°  22).  Ainsi  : 

TnÉORÎîME  XIV.  —  Parmi  les  quatre  rayons  qui  sont  issus  de  chaque 
point  M  de  la.  sur/ace  A,  il  y  en  a  deux  qui  se  confondent  avec  celui 
qui  touche  la  surface  A  en  M;  les  deux  autres  rayons  sont  distincts 
entre  eux  et  distincts  du  premier,  ils  touchent  la  nappe  de  A  sur  laquelle 
ne  se  trouve  pas  le  point  M  ;  ils  sont  donc  réels  ou  imaginaires,  suivant 
que  le  point  M  appartient  à  la  nappe  supérieure  ou  à  la  nappe  inférieure. 

La  surface  A  est  la  PKEMiiinE  siirfa.ce  focale  du  système  de  rayons. 
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Pour  les  points  de  la  surface  A,  le  cône  du  complexe  se  réduit  à 
deux  plans  dont  l'intersection  est  précisément  le  double  rajon  lou- 
chant A  en  ce  point,  \\°  [[9]]. 

2°  >;  =  o.  —  L'équation  (aS)  a  encore  deux  racines  égales,  et  l'équa- 
tion (a/j)  représente,  en  général,  deux  droites  distinctes;  ainsi,  parmi 
les  rayons  issus  du  point  [x,j.,  z),  il  y  en  a  deux  qui  coïncident.  Le 
cône  du  complexe,  ayant  son  sommet  au  point  (x,  y,  z),  touche  la 
surface  A  en  un  certain  point;  car  les  quatre  rayons  issus  d'un  point 
appartiennent  au  cône  du  complexe  ayant  son  sommet  en  ce  point,  et 
ce  sont  les  seules  génératrices  du  cône  qui  louchent  A;  or,  si  deux  de 
ces  génératrices  viennent  se  confondre,  le  cône  deviendra  évidemment 
tangent  au  point  où  cette  double  droite  touche  A. 

Si  l'on  exprime  que  l'équation  (24)  représente  deux  droites  con- 
fondues, on  obtient  alors  un  système  de  relations  équivalant  à  deux 
équations  distinctes,  qui  léfinissent  une  couibe  tracée  sur  la  surface  2; 
le  cône  du  conq)lexe,  ayant  son  sommet  en  un  quelconque  des  points 
de  cette  courbe,  touche  la  surface  A  en  deux  points.  Ainsi  : 

Théorùme  XV.  —  La  surface  1  est  le  lieu  des  points  d'où  partent 
deux  l'ayons  confondus;  elle  est  donc  la  seconde  surface  focale  du 
système  de  rayons. 

Mais  cette  dernière  surface  a,  par  rapport  au  complexe,  un  rôle 
différent  de  celui  de  la  première;  car,  pour  les  points  de  2,  les  cônes 
du  complexe  sont  des  cônes  proprement  dits  ;  ces  cônes  touchent  alors 
la  surface  A  en  un  point.  Il  y  a,  en  outre,  sur  la  surface  1  une  courbe 
lieu  des  sommets  des  cônes  du  complexe  qui  touchent  en  deux  points 
la  surjace  A. 

Quatrième  cas   :  A  =  o,  0=0. 

L'équation  (aS)  admet  alors  trois  racines  nulles;  les  deux  coni- 
ques (a3)  ont  trois  de  leurs  points  d'intersection  confondus,  et  trois 
seulement  d'après  la  remarque  I,  n°22.  Pour  les  points  de  la  courbe 
(A  =;  o,  6  =  o),  trois  des  rayons  issus  coïncident  et  le  quatrième  est 
distuict;  en  ces  points,  le  triple  rayon  est  une  tangente  inflexionuellc 
pour  les  surfaces  A  et  2i. 

En  effet,  les  coordonnées  j^ojJ'oi  2,  d'un  point  quelconque  de  la 

i3.. 
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surface  A  sont,  n"  [[i  1]], 

et  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  (2G)  de  (-),  on  trouve 

(34)  0„--(F+p=E); 

or  ceci  est  précisément  le  coefficient  de  ).-  dans  l'équation  (33)  du 
n°[fl5]].  De  là  résulte  la  propriété  énoncée.  Ou  constate  encore,  à 
l'aide  de  la  formule  (18),  3",  u°  7,  que  les  deux  foyers  coïncident. 
Donc  : 

Tni:onÈ:\iE  X^'I.  —  La  courbe  [iinnginnire)  A  =  o,  0  =  o  est  le  lieu 
(les  points  pour  lesquels  trois  des  rajons  issus  coïncident;  elle  est  aussi 
le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  rajons  sont  des  tangentes  injlexion- 
nelles  pour  les  deux  surfaces  Aet  1.  Le  cône  du  complexe,  ayant  son 
sonvnet  en  un  de  ces  points,  se  réduit  à  deux  plans  distincts. 

24.  Il  nous  reste  maintenant  à  étudier  les  points  singuliers  du  sys- 
tème de  rayons,  c'est-à-dire  la  distribution  des  rayons  correspondant 
aux  points  remarquables  des  surfaces  focales. 

Les  fornudt's  établies  précédemment  donnent  immédiatement  la 
réponse  à  cette  question;  pour  abréger,  nous  supprimerons  les  détails 
de  ce  calcul,  qui  n'offre  pas  la  plus  légère  difficidté;  nous  nous  con- 
tenterons d'énoncer  les  résultats  auxquels  il  conduit. 

ToKouÉMK  XVH.  —  1°  Lorsque  le  point  M{x,j,  z)  se  trouve  sur 
une  des  courbes  doubles  {à  dislance  fuiie) 

x—o,     ij-^o,     i   :  =  o, 
0  =:^o,     (0^0,     (  0-   o 

de  la  surface  1,  parmi  les  rajons  issus  de  ce  point,  trois  se  confondant 
avec  une  des  tangentes  menées  de  ce  point  à  l'ellipse  section  de  la  sur- 
face A  par  le  plan  dr  la  courbe  double  ;  le  quatrième  rayon  est  la  seconde 
tangente  à  cette  même  ellipse. 
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Les  points  limites  du  layon  corresponcfant  à  la  solution  triple  coïn- 
cident respect ivenient  avec  les Jo)  ers  relatifs  à  ce  raj  on. 

Le  cône  du  complexe  ajant  pour  sommet  le  point  M  touche  la  sur- 
face A  au  point  où  elle  est  touchée  par  le  triple  rajon;  le  plan  tnri'^ent 
est  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  qui  renjernie  la  courbe  douhle 
considérée. 

2"  Pour  les  points  situés  sur  la  courbe  double  plane  à  l'infini 
(«  =  o,  0  =  0)  de  la  surface  2,  les  quatre  rajons  issus  d'un  de  ces 
points  sont  à  l'infini  et  situés  dans  les  plans  asymptotes  du  cjlindre 
du  complexe  correspondant  au  point  considéré  ;  trois  de  ces  rajons  se 
trouvent  dans  le  plan  asymptote,  qui  est  en  même  temps  tangent  au 
cône  [x-  +  j-  +-  z-  =  o)  des  directions  asjmptotiques  de  la  sphère. 

3°  Si  l'on  considère  un  point  à  l'infini  sur  une  direction  quelconque 
(a,,,  /3„,  7o),  parmi  les  ra)ons  issus  de  ce  point,  deux  sont  toujours  à 
l'infini;  les  deux  autres  sont  à  distancejinie  situés  dans  le  plan 

a' X  b'y  c-.z 

-i—  +   -Ll.  4-  _L_  :=  o, 
cosao  COSpo  COS70 

et  touchent  la  sphère 

x"  -\--  j'^  +  z-  ^  A  cos-Ko  -I-  Bcos-/3o  -I-  Ccos-yp. 

4°  Pour  chacun  des  points  doubles,  à  distance  f  nie,  de  la  surface  A 

{lesquels  points  doubles  sont  situés  sur  les  courbes  doubles  à  distance 

finie  de  la  sur/ace  1),  il  j  a  une  infnité de  rayons  du  système  issus  de 

ce  point;  ces  rajons  sont  situés  dans  un  même  plan,  qui  touche  le  cône 

tangent  à  la  surface  A  au  point  double  considéré. 

5°  Pour  chacun  des  points  doubles  à  l'infini  sur  A  [  lesquels  appar- 
tiennent à  la  courbe  double  {t  =  o,  &  =^  o)  de  1]  et  dont  les  directions 
sont  les  intersections  des  deux  cônes 

ÎX'       -h     r"     -h    z-      =   o.  .-J  v»  r' 

Ax-    -Br-4  Cz-r:.  O,  ^  '      »',     '!>'        c\ 

il  y  a  une  infinité  de  rajons  du  système  issus  de  ce  point;  ces  rajons 
sont  situés  dans  un  même  plan,  qui  touche  le  cône  {x^  -+-  y'  -f-  z*  —  o) 


i.)2  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

suivant  la  direction  considérée.  Les  droites  (35  bis)  appartiennent  éga- 
lement an  cône  des  directions  asymploti<jues  de  ta  surface  ^,  savoir  : 


(36)  a\y-z-  i-  h\z'a.-- 


et  le  cône  (36)  touche  le  premier  des  cônes  (35)  suivant  les  quatre 
droites  (35  bis). 

6"  Pour  chacun  des  points  à  l'infini  situés  sur  les  directions  asyni- 
ptotiqucs  communes  aux  surjaces  à  et  1  et  distinctes  des  précédentes, 
lesquelles  directions  sont  les  intersections  des  deux  cônes 

/■/  )  a  une  infinité  de  rayons  du  système  issus  de  ce  point;  ces  rayons 
sont  situés  dans  un  même  plan,  qui  touche  le  cône  (Ax'--t-B;-+Cz'-=:o) 
suivant  la  direction  considérée.  Les  droites  (3^  bis)  appartiennent  éga- 
lement au  cône  tangent  à  la  surjace  1  en  son  point  sextuple,  savoir  : 

(38)  a,{^.a,x-^'  -i- i,  (Bi.j^)"» -i- c,(C6-,z^)'^  ^- o, 

et  le  cône  (38)  touche  le  premier  des  cônes  {'i"])  suivant  les  quatre 
droites  (3^  bis). 

7°  Pour  le  point  sextuple  de  1,  ilf  a  une  infinité  de  rayons  issus  de  ce 
point;  ces  rayons  forment  le  cône  du  second  ordre  [Kx-  -hBy-  -\-Cz-  =:o). 

Remarquons  que  les  deux  cônes  (  35  )  constituent  le  cône  des  direc- 
tions asymptotiques  de  la  surjace  A. 

8"  Pour  les  points  à  l'infini  sur  les  axes  Ox,  Oy,  Or,  il  y  a  une 
iTifinité  de  rayons  issus  de  chacun  de  ces  points;  ces  rayons  forment  un 
cylindre  de  révolution. 

Ainsi,  pour  le  point  à  l'infini  sur  Ox.,  les  rayons  forment  le  cylindre 
y-  -h  z"  —  A  =  o,  do/it  la  trace  est  le  cercle  section  de  la  surjace  A 
par  le  plan  }  Oz. 
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(39) 


2"  Rayons  situes  dans  un  p/nu  donne. 

2r».  On  a  vu,  n"  10,  que  les  rayons  (a',  |5',  •/'),  situés  dans  un  plan 
donné  (//',  v',  tv''\  sont  déterminés  par  les  deux  éfpiations 

aju'^'-/  -h  /;>'•/«' -I   c'îw'a'fi'  =  o, 
a'-(Ru''-  -f-  Cf'=  -  i)  -■■■  ^'-{('.u'-  -h-  Atv'^  -  i) 
-h  Y\Av'-       l\n'-  -  i)  -  aAp'îv',?''/ 
(  -  aBtv'i/y'a'  -  2C«'i/a'/3'  =-  o. 

Pour  discuter  les  solutions  fournies  par  les  équations  (Sg),  nous 
assimilerons  ces  deux  équations,  homogènes  en  a',  fi',  y',  à  celles  de 
(.Icux  conicpies;  a',  |S',  y'  seront  les  coordonnées  variables. 

L' équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  communs 
aux  coniques  (39)  est 

[  a'-{Bw'-  4-  Cv""  -  i)  ^  ^'-{Cu'-  -h  Aiv'»  -  i) 
(40)  4-7'-(Ap'=  +  Bu'-  --  f)  -  7.{Av'xv'-i-  la\u')fi'i 

'       -  i{Bw'u'+  lh\v')-/ a! -  2{Cu'i>'  -t-  ).c^i'')a'/5'=^  o, 

et  l'équation  en  X  correspondante  sera,  après  avoir  supprimé  les  accents 
de  m',  p',  ïv', 

Btr=  +  Ci>-  -  I  -  {Cuv  -h  Ic-^xv)  -  [Bwu  4-  \h\v) 
■  -{Bvu  -\~\c\w)  Cw-  +  Atv=-i  —{kvw-hXa-.u) 
~[Bwu-\-\h\v)       _  (At'(v  +  Xaî«)       Ap-i-Bm--i 

ou,  en  développant, 

(40  la^h^c^uvivV    !-  6,X-   h  A,  -^  o. 

Nous  avons  posé 

(42)     ^   A,  .=  («^  H-  (^2  +  w^*)  (BC/r   t-  CA  <-  -!-  ABîv=) 

-[(B4-C)m=-h  (C-f- A)f-  +  (A-HB)iv^J  +  I, 
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et  nous  poserons  encore 

(/i3)  1,  —Q'I  +  1']a1h\c]u■^'■n^-^,. 

On  a  V»,  n°  [[22]],  que  A,  —  o  est  l'équation  tangenliello  do  la 
surface  A;  c'est  l'enveloppe  des  pians  pour  lesquels  les  coniques  (T) 
du  COMPLEXE  se  rcduiscnl  à  deux  points,  et  la  surface  A  est  le  lieu  de 
ces  points. 

2G.  Avant  d'aborder  ces  discussions,  nous  ferons  plusieurs  re- 
marques. 

Remarque  I.  —  Lorsque  X  =  o  est  une  racine  de  l'équation  (4i)i 
l'équation  (4o)>  <!"'  représente  le  système  des  sécantes  communes  aux 
deux  coniques  (Sq),  se  réduit  à  la  seconde  des  équations  (Sg),  laquelle 
n'est  autre  que  la  conique  (F)  du  complexe  n"'[[15]],  si  l'on  y  rem- 
place «',/3',  '/  par  les  différences  u  —  u',  v  —  v',  w—  m'.  Or  cet  ensemble 
de  termes  représente  : 

Une  conique  proprement  dite,  si  le  plan  (?/,  i'',  w')  ne  toucbe  pas 
la  surface  A,  (ou  A); 

Un  système  de  deux  points  distincts,  si  le  plan  («',  v',  w')  toucbe  la 
surface  A,  ; 

Deux  points  coïncidents,  si  le  plan  {n',  v\w')  est  un  plan  tangent 
double  de  A,. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  ).  =  o,  l'équation  (4o)  ne  représentera 
jamais  deux  droites  coïucidentes,  à  moins  que  [u',  t'',  îv')  no  soit  un 
plan  tangent  double  de  A,. 

Remarque  II.  —  La  surface  1,,  dont  l'équation  est 

(43)  1,  =  6?  +2'ja\h'^c\u''v-U'-A,  =  o, 

et  qui  n'est  autre  que  la  seconde  surface  focale  1,  comme  nous  le  ver- 
rons plus  loin,  possède  les  propriétés  suivantes  : 

TnÉouiiME  XVIII.  —  La  siiijacc  2i,,  qui  n'est  autre  que  la  seconde 
surface  Jocale  1,  est  de  douzième  classe. 

Le  plan  de  Vinfini  est  un  plan  sextuple  pour  lequel  la  courbe  de 
contact  est 

(44)  a,  {a,  M^)-'  +  b,  {b,  v^y  +  c,  (c,  TV.*)'  ^.  o. 
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Les  ('(iitatiniis  tan^ciitiellcs  du  cône,  loncliditt  (il  suijace  1,  {nu  1) 
en  son  point  sextuple  à  roi  initie  O,  iotti 

(45)  r^o,      Art ;»'-«•-    :    V>b\\v-ir    :   Cc\n-v-:o. 

La  suijace  1^  {nu  1]  touche  la  surface  A,  {ou  à)  suivant  la  courbe 
(le  contact  avec  ù^^  de  la  développable  circonscrite  aux  deux  surjaces 
0,  ;-  o,  A,  :=  o. 

Les  trois  cylindres 

u  --  o,     (     V  =:  o,      (  tv  ^^  o,  .       .        (     r  =-.  o. 


(46)    î  \  et  le  cône   <, 

^     '    \  Q,  =--■  o,     (  0,  ^^  o,     (  0,  :^  o  I  0,  -^^  o 

sont  des  cylindres  circonscrits  doubles  pour  la  surface  It  ;  la  courbe 
de  contact  avec  la  surface  1^  de  chaque  plan  tancent  se  réduit  à  deux 
points  confondus  à  l'infini  sur  la  direction  des  génératrices  du  cjlindre; 
pour  le  cône,  la  courbe  de  contact  avec  la  surface  2,  de  chaque  plan 
tangent  se  réduit  à  deux  points  confondus  avec  l'origine;  c'est  le 
cône  (4^)  tangent  au  point  sextuple. 

Z,e  point  polaire  d'un  plan  quelconque  [a,  v,  (v),  par  rapport  à  la 
suijace  1,,  est  toujours  dans  le  plan  qui  passe  par  les  points  polaires 
du  même  plan  {u,  v,  w]  par  rapport  aux  surjaces  0,,  A,,  et  au  té- 
traèdre {u  =  o,  V  —-  o,  \\  —■  o,  r  --  o). 

Les  coordonnées  d'un  plan  tangent  quelconque  h  la  suijace  1,  sont 
données  en  Jonction  des  paramètres  p,  et  p,  P^''  les  Joi mules  (théo- 
rème III) 


u  — 


W: 


-Xo 

a' 

4- 

P2 

f\ 

— 

«' 

~  Jo 

b-- 

-t- 

&, 

pT 

— 

"ï" 

—   Zo 

c= 

-)- 

"î 

K 

~ 

7" 

h-\c\xl^{f,-  a''){a''       p,), 
(47)    {  ^  ^~  Jofi^ii'      O"  j  ^1«IJu  ^  [pl  --   b'){b'  I-  p,), 


Les  coordonnées  du  point  de  contact  seront  Journies  par  les  Jor- 
mules  (18),  n"  7. 

27.  Examinons  maintenant  les  différents  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter d'après  la  nature  des  racines  de  l'équation  (40- 

Tomo  XIX  (2"  série).  —  Mars  1874.  •  -\ 
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PBEMK.n   CAS    :    A,.-i~^o. 

L'équalion  (4i)  en  X  ayant  ses  trois  racines  réelles,  les  deux  coni- 
ques (3())  se  coupent  en  quatre  points  réels  ou  en  quatre  points  ima- 
ginaires. 

Deuxième  cas  :  A|.i:,  '  -  o. 

L'équation  (4i)  ayant  une  seule  racine  réelle,  les  deux  coniques  ('ig) 
se  cou])ent  en  deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires. 
l*ar  conséquent  : 

Théorème  XIX.  —  Si  A,  .2:,  <[  o,  les  quatre  rayons  situes  clans  te 
plan  {u,  V,  w)  seront  ou  tous  quatre  réels  ou  tous  quatre  imaginaires  ; 
si  A, .  2i,  >>  o,  parmi  les  quatre  rayons,  situés  dans  le  plan  («,  v,  \v), 
deujc  seront  réels  et  les  deux  autres  imaginaires. 

Troisièmk    cas    :    A,  .  i.,  : — o. 

L'équation  (4i)  admet  alors  une  racine  double,  et  les  deux  coni- 
ques (3f))  seront  ou  simplement  tangentes,  ou  doublement  tangentes, 
suivant  que  le  système  (4o)  des  sécantes  communes  se  compose  de 
deux  droites  distinctes  ou  de  deux  droites  coïncidentes. 

Le  cas  actuel  comprend  deux  bypothèses  : 

1°  A,  =  o.  —  L'équation  (4i)  a  deux  racines  nulles,  les  coni- 
ques (Sf))  sont  donc  tangentes;  d'ailleurs  elles  le  sont  en  un  seul 
point,  car,  d'après  la  remarque  1,  n°  2G,  le  système  (4o)  des  sécantes 
communes  se  compose  de  deux  droites  distinctes.  Ainsi  : 

Théorème  XX.  —  Dans  chaque  plan  tangent  à  la  surface  A,,  qui 
n'est  autre  que  la  surface  A,  il  j  a  deux  rayons  confondus  avec  celui 
qui  la  touche  au  point  de  contact  du  plan  tangent;  les  deux  autres 
rayons  sont  distincts  entre  eux  et  distincts  du  premier;  ils  touchent 
la  nappe  de  A,  que  ne  touche  pas  le  plan  considéré;  ils  sont  donc  réels 
ou  imaginaires,  suivant  que  ce  plan  touche  la  nappe  injérieure  ou  la 
nappe  supérieure  de  A. 

Pour  les  plans  tangents  à  la  surjace  A,  la  conitpze  [F)  du  cobiplexe 
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se  réduit  à  ilrri.r  points  situés  aux  points  où  Ir  tln/th/r  myoïi  irn- 
cnntip  A. 

2"  1,  =■  o.  —  I/équation  i;ii  X  (/|i)  iidincl  encore  deux  racines 
égales,  et  l'éqiialion  (/jo)  représente,  en  général,  deux  droites  dis- 
tinctes; donc  deux  des  rayons  situés  dans  le  plan  considéré  viennent 
coïncider;  la  conique  du  complexe,  située  dans  ce  plan,  est  une  co- 
nique proprement  dite,  et  elle  est  osculatrice  en  un  point  de  la  sur- 
face A.  En  effet,  les  quatre  rayons  situés  dans  ce  plan  touchent  la 
conique  F  aux  points  où  cette  dernière  touche  la  section  de  la  surface  A 
par  le  plan  considéré;  or,  si  deux  de  ces  tangentes  viennent  à  coïn- 
cider, qualre  des  points  d'intersection  de  la  conique  T  avec  la  surface  A 
viennent  se  confondre  avec  le  |)oint  où  cette  double  droite  touche  A, 
Le  plan  en  question  est  donc  osculateur  en  ce  point  à  la  courbe  touchée 
sur  A  par  le  double  rayon,  et  il  doit  toucher  la  surface  2,  puisqu'il  est 
le  plan  focal  du  rayon  (théorème  III).  La  surface  2,  n'est  donc  autre 
que  la  surface  1. 

Pour  qu'il  y  ait  deux  couples  de  rayons  confondus,  il  faut  écrire 
que  l'équation  (4o)  représente  deux  droites  confondues;  on  obtient 
ainsi  un  système  équivalant  à  deux  relations  distinctes  qui  définissent 
une  surface  développable. 

De  là  : 

THÉORi:ME  XXI.  —  La  surface  2,,  qui  n'est  autre  que  la  surface  2, 
est  l'enveloppe  des  plans  dans  lesquels  deux  rayons  du  système  vien- 
neîit  coïncider;  la  conique  (F)  du  complexe,  située  dans  un  de  ces 
plans,  est  osculatrice  en  un  point  de  la  surface  A,  le  contact  est  du 
troisième  ordre;  les  coniques  du  complexe,  situées  dans  ces  plans,  sont 
des  coniques  proprement  dites.  Il  y  a  en  outre  une  développable  cir- 
conscrite à  la  surface  1,  dont  les  plans  renferment  des  coniques  du 
complexe  hi-osculatrices  à  la  surface  A. 

QUATRI^MF.  CAS  :     ^1  -—  O,    0,   ~     O. 

L'équation  (4i)  admet  alors  trois  racines  nulles;  les  coniques  (3q) 
ont  trois  de  leurs  {)oints  d'intersection  confondus,  et  trois  seulement; 
donc  : 

Théorème  XXII.  —  La  développable  (A,  =  o,  0,     -  o)  est  l'enve- 
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lopi>e  des  plans  pour  lesquels  trois  des  rayons  (pd  y  sont  contenus  vien- 
nent coïncider^  et  trois  seulement.  Les  coniques  du  complexe^  situées 
dans  ces  plans,  se  réduisent  à  deux  points  distincts. 

*2H.  Il  lions  reste  à  êlm\\er\i'ii  plans  sini^uliers  du  système  ilos  rayons, 
c'est-à-dire  la  distribution  des  rayons  correspondant  aux  plans  remar- 
qual)les  des  surfaces  focales. 

Les  calculs  n'offrant  aucune  difficulté,  nous  abrégerons  en  ne  faisant 
qu'énoncer  les  résultats  qu'on  obtient. 

Tni:oRi^:Mi;  XXIIL  —  Lorstpie  le  plan  (ii,  v,  ir)  touche  un  des  cj- 

lirulrcs  doubles 

{     u       o,     I      V  rr  o,      i    ir  --  o, 

i  0,  ^  o,      (  0,  --.  o,     i  0,  =^  o, 

de  la  surjace  1,  parmi  les  rpiatre  rajons  situés  dans  ce  plan,  trois  se 
confondent  avec  une  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  ,•  cette 
droite  rencontre  le  cercle  section  de  la  surface  A  par  le  plan  de  sy- 
métrie perpendiculaire  au  cylindre;  le  quatrième  rayon,  également 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  passe  par  le  point  où  le  plan 
[u,  i',  w)  rencontre  encore  le  cercle  ci-dessus  désigné.  La  conique  (F) 
du  complexe  passe  par  le  premier  de  ces  points. 

Le  premier Joyer  coïncide  avec  le  point  où  le  triple  rayon  rencontre 
le  cercle;  le  second  foyer  est  à  Vinfiid  sur  la  génératrice  de  contact 
du  plan  [u,  v,  ir)  avec  le  cylindre  double;  les  points  limites  sont  à 
rinfitn. 

2"  Pour  chacun  des  plans  tangents  doubles  de  la  surjace  A,  les- 
quels sont  aussi  des  plans  doubles  de  la  surface  1,  il  y  a  une  infuùté 
de  rayons  de  système  situés  dans  ce  plan  ;  ces  rayons  sont  tous  issus 
du  point  où  le  plan  considéré  touche  le  cercle  section  de  la  surjace  A, 
par  le  plan  de  symétrie  perpendiculaire  au  plan  tangent  double. 

3°  Pour  le  plan  sextuple  de  1,  il  y  a  une  infuùté  de  rayons  du  sys- 
tème situés  dans  ce  plan;  ces  rayons  enveloppent  le  cercle  imaginaire 
deiiifini  [u-  +  f  '  +  w^  =  o);  la  surjace  A  est  touchée  suivant  ce  cercle 
par  le  cône  asymptote  d'une  sphère  concentrique. 

4"  Pour  les  plans  touchant  le  cône  double  (r  =  o,  0,  =  o)  de  la  sur- 
jace 1  {lequel  cône  est  le  cône  tangent  à  1  en  son  point  sextuple),  les 
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(jiKitro  rayons  du  système,  situés  (/ans  un  de  ces  plans,  passent  par 
l'origine;  trois  d'entre  eux  se  conjondenl  avec  une  des  intersections  de 
ce  plan  avec  le  cône 

(48)  Ax-   +■  R7=-4-Cz=  n-  o; 

l'autre  rayon  est  la  seconde  intersection. 

5"  Si  l'on  considère  un  plan  quelconque  passant  par  l'origine,  parmi 
les  rayons  situés  dans  ce  plan,  deux  sont  issus  de  l'origine  et  appar- 
tieîinent  au  cane  {/iS]]  les  deux  autres  sont  parallèles. 

G"  Pour  les  plans  passant  par  l'origine  et  dcjinis  par  les  équations 

lesquels  plans  touchent  à  la  fois  les  cônes  des  directions  asymptotiques 
des  surfaces  A  et  1^  savoir: 

ily  a  une  infinité  de  rayons  du  système;  et  si  l'on  considère  le  plan 
(+  rz,,  H-  ^,,  +  C|)  par  exemple,  tous  ces  rayons  sont  parallèles  à  la 

direction  —  =  --  =  -  • 

«,       (>,       f, 

7°  Pour  les  plans  louchant  à  la  fois  les  cônes  des  directions  asym- 
ptotiques de  la  surface  A,  savoir  : 


(5i)  K-   i-  i>-  H-  îv-  =  0, 1-  :    -!-  ::- 


II-  V'  (I- 

Â  ''"  B     '"  C 


//  y  a  une  infinité  de  rayons  situés  dans  le  plan  considéré  et  parallèles 
à  l'une  des  directions 

Aj:'  _  Br'  _  Cz' 

"i     ~'     !>]    "    <:', 

On  rolrouve  ainsi  plusieurs  des  propriétés  énoncées  dans  le  théo- 
rème XVII. 
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*IU.  Nous  tiTiiiincrons  ceUe  discussion  |);»r  une  remarque  iiit«''res- 
sanle  relative  aux  surflices  A,  A,,  0,  0,  1,  1,,  qui  jouent  un  rôle 
important  dans  foule  celte  élude. 

Théorème  XXIV.    -  .S";  l'on  considère  les  surfaces 

A     ^x=^- j-  -;-2»)(Aa:«-l-D7=-i- t;i=) 
\  ^[A(B-!-C).r-=-^B(C-1- A)j''  4-C(A    i    B)z»]-i-AnC, 

^  A,  =^  {u-  -i-v'-h  h'»)(BCm«  -h  CAf-  I-  ABw=) 

-[(B-i-C)«»-i-{C  + A)i'='  I-  (A  -!-B)u'-l  -'-  1, 

^")  I  0,..^A^>-u'-'   ■■hh\w-n-  hCc\uy'    -{a\u'  hf>\i>"-   ,  c\w^), 

''     '  i  l,  =  Q-l-h2'jn\h*,L',u-i>^-xv-A,, 

on  remarque  que  si  l'on  pose 

.    u  =  pxyJA., 
(55)  V       pjrVB,     où    p'  -^-^^^ 

tV  —  p  Z  y/C  , 

on  a  identiquement,  eu  égard  aux  relations  (55), 
(5G)  A,  =r>^A,      0,:-r  ;;=.©,       v^.-^ov. 

D'ailleurs  les  équations  (55)  définissent  le  plan  polaire  [u,  v,  iv)  du 
point  {jc,j,  z)  par  rapport  à  /'ellipsoïde  dibecteur 

(  57  )  x^  \/I -+- j- \/b -+-  s*  VC  =  N^ABC. 

Les  surfaces  i\  et  A,,  f^  et  &,,  1  et  1,  sont  donc  polaires  réciproques 
l'une  de  l'autre  par  rapport  à  l'ellipsoïde  (57). 

Comme  les  sur/aces  A  e<  A,  sont  identiques,  il  en  résulte  qu'une  des 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i  i  i 

nappes  (le  In  suijnce  A  est  la  polaire  re'ciprocjue  de  Vautre  par  rapport 
à  cet  ellipsoïde  (c'est  une  projjfirlé  connue). 
La  même  propriété  a  lien  pour  la  suijace  1. 

50.  On  appelle  rayon  double,  clans  un  système  d'ordre  m,  lui  rayon 
Ifl,  (pic  (l'un  (piclcoiupic  de  ses  points  on  ne  pciil  cpie  [m  —  -a)  rayons 
distincts  du  rayon  considéré. 

On  constate  très-aisément  que  : 

Le  sjrstème  de  rayons  étudié  ne  possède  pas  de  rayons  doubles. 

51.  Une  droite  passant  par  un  point  [x',  j',  z')  et  de  direction 

(«,  |3,  y)  sera  représentée  par  les  équations 

(58)  I  C/.Z  ••    -jx-'-jx,        où        (5())     !  [}.--  az  —  -jx', 

\  ^x      «J  r^;  V,  (  y  --^^x'—  aj\ 

X,  j;  z  étant  les  coordonnées  variables. 

La  droite  peut  être  définie  par  les  six  quantités  a,  /?,  y,  À,  p.,  v,  entre 
lesquelles  on  a  la  relation  unique 

(6o)  aX  -f-  pfJL  +  yv  =^  o  ; 

ce  sont,  d'après  Plùcker,  les  coordonnées  de  la  droite. 
On  voit  alors,  par  les  équations  (7),  n°  18,  que  : 

Les  six  coordonnées  a,  p,  y,  X,  [x,  v  d'un  lajon  quelconque  du  sys- 
tème étudié  seront  liées  par  les  trois  relations 

{   a\  -1-  j3p.  4-  yv  ="  o, 
(Gi)  X-  -h  fx-  -:    v=  =  Aa-  -I-  B/52  -t-  Cy-, 

(  a- ah       l>' ^[J-    .^  <-'"'/y  —  "• 

Ceci  permet  d'étudier,  à  lui  autre  point  de  vue,  ce  système  de 
rayons. 

Nous  nous  contenterons  d'énoncer  les  propositions  suivantes,  très- 
faciles  à  démontrer  : 


lia  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

TmiunK.Mi;  XX\.  —  Le  nombre  des  rayons  du  système  rcnconlrnnt 
deux-  droites  Jii  es  est  égal  à  huit. 

La  surface  engendrée  par  les  rajons  du  système,  s  appuyant  sur  uiie 
droite  fixe  donnée  D,,  est  une  surjace  réglée  du  huitième  ordre;  la 
droite  fixe  13,  est  une  droite  (puidruple  pour  la  surface;  tout  plan 
passant  parD,  coupe  la  surjace  suis'unt  (quatre  autres  diviles. 
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Mémoire  sur  l' enseignement  des  arts  gra/j/iifjncs ; 
Pau  m    de  LA  GOUllNEIUE  [  ] 


1.  Dans  l'organisation  des  éliules  à  l'École  des  Travaux  publics  et 
ensuite  à  l'École  Polytechnique,  Monge  a  établi  l'enseignement  des  arts 
graphiques  sur  des  bases  nouvelles.  Il  a  présente  le  trait  de  la  coupe 
des  pierres  d'une  manière  abstraite,  et  l'a  érige  sous  le  nom  de  Gco- 
mctrie  descriptive  en  trait  universel.  Ensuite  la  Stéréotomie,  consi- 
dérée comme  une  simple  application  de  la  Géométrie  descriptive,  a 
été  professée  avant  toutes  les  autres  parties  de  l'Architecture. 

Ces  modifications  aux  méthodes  suivies  ont  été  successivement 
ndo])tées  par  la  plupart  des  établissements  d'instruction. 

Je  me  propose  de  rechercher  si  les  adhésions  aux  idées  de  Monge 
ont  été  unanimes,  et  si  les  résultats  obtenus  sont  aussi  favorables  qu'on 
l'avait  espéré. 

STÉRÉOTOMIE. 

Coupe  des  pierres. 

2.  Autrefois,  l'enseignement  de  la  coupe  des  pierres  était  lié  à  l'or- 
ganisation des  maîtrises  et  du  compagnonnage.  On  possédait  d'ailleurs 
de  bons  ouvrages  écrits  par  des  architectes  ["]  et  destinés  aux  per- 

I  *]  Ce  Mémoi^e  doit  paraître  dans  le  prochain  fascioule  des  Annales  du  Conscrvûioirc 
tics  Arts  et  Mcticrs.  Désirant  soumettre  les  considérations  qu'il  contient  à  l'apprécia- 
tion des  géomètres,  j'ai  demandé  à  M.  Liouville  son  insertion  dans  \c  Journal  de  Ma- 
thcmatiqiics.  (20  janvier  i874)' 

[**]  Milliet-Decliallcs  n'était  pas  arcliilecte,  mais  son  Livre  n'est  qu'un   abrégé  de 
celui  du  P.  Derand  ;   quant  à  Desargues,  il  a  siuq)leuicnt  proposé  un  nouveau  mode 
de  solution  pour  les  problèmes  grapliitiues  ijuc  présente  la  coujjl'  des  pierres. 
Tome  XIX  {■>"  sùrie).  -  Maks  187/1.  '  5- 
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sonnes  familiarisées  avec  la  Construction.  Ils  étaient  |)rincipalemenl 
consacrés  à  l'exposition  des  tracés;  mais  cependant  les  questions  rela- 
tives à  l'exécution  et  à  la  stabilité  n'étaient  pas  entièrement  néglif^ées. 

Dans  l'enseignement  établi  par  Monge,  les  leçons  sur  la  Stéréotomie 
sont  doiniées  à  des  élèves  complètement  étrangers  à  rArcliiteclure,  et, 
par  suite,  l'art  est  réduit  à  sa  partie  géométrique  [*]. 

Monge  s'était  laissé  tellement  dominer  par  cette  manière  incomplète 
de  considérer  la  question,  qu'il  a  entrepris  de  résoudre,  j)ar  les  seules 
ressources  de  la  (léométrie,  le  problème  de  la  décomposition  d'une 
voûte  en  voussoirs.  Il  a  présenté,  comme  solution  générale,  la  division 
de  l'intrados  suivant  ses  lignes  de  courbure,  et  l'emploi  de  surfaces 
dévcloppables  lieux  de  normales  à  la  douelle,  pour  former  les  lits  et 
les  joints. 

Le  célèbre  Géomètre  faisait  ainsi  complètement  abstraction  des 
données  essentielles  du  problème;  il  ne  s'inquiétait  ni  de  la  situation 
de  la  voûte  par  rapport  à  la  direction  de  la  pesanteur,  ni  de  la  position 
des  points  d'appui,  ni  de  l'existence  possible  de  surcharges  diversement 
réparties,  ni  de  la  forme  des  courbes  de  tète  et  des  arêtes  qui  limitent 
l'intrados:  la  nature  géométrique  de  cette  suiface  était  seule  prise  en 
considération. 

Les  disciples  de  Monge  admirent  sans  difficulté  le  résultat  auquel 
leur  maître  était  parvenu. 

3.  La  Stéréotomie  était  enseignée  avec  beaucoup  de  soin  à  l'an- 
cienne École  des  Ponts  et  Chaussées.  Fourcy  dit  que  les  épures  de 
coupe  des  pierres  y  étaient  très-compliquées  [Histoire  de  V Ecole  Polj- 
teclniiqiie,  p.  8),  ce  qui  signifie  sans  doute  que  l'on  abordait  des 
questions  difficiles,  car  les  traits  n'ont  pas  été  simplifiés. 

[']  Dans  les  programmes  de  l'ancienne  École  Polytecliniriue,  la  Stércotoniie  fait 
partie  (le  la  Géomélric  descriptive  pure.  (  fo/r  le  Rap[)ort  du  Conseil  de  perfection- 
nement du  3  nivosc  an  IX.) 

Lesapplications  de laGéométrie descriptive  élaientlarortification,  l'Architecture,  etc. 
Sgan/.in,  qui  enseignait  la  Construction,  était  considéré  comme  faisant  un  Cours  de 
Géomctric  descriptive  appliquée  ii  l'nrl  de  l'Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  :  c'est  le 
titre  lie  son  Traite  (i"  édition).  Dans  cette  manière  de  voir,  le  dessin  n'est  pas  un 
auxiliaire,  mais  la  hase,  le  fondement  même  de  tous  les  arts  mécaniques  et  industriels. 
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En  179'^,  l'École  avait  perdu  presque  tous  ses  élèves.  Laniblanlie 
la  réori,Mnisa  dans  les  années  suivantes,  en  ayant  é^'ard  au  rôle  nou- 
veau qu'elle  avait  à  remjjiir  par  suite  de  la  création  de  l'École  Poly- 
tcchniciue.  La  coupe  des  pierres  ne  fut  pas  comprise  dans  les  pro- 
grammes. Prony,  nommé  directeur  au  commencement  de  l'an  VII, 
après  les  morts  successives  de  Lamblardie  et  de  Chézy,  s'empressa  de 
demander  le  rétablissement  du  cours  de  Stéréotomie.  La  proposition 
qu'il  fit  à  ce  sujet  au  Ministre  de  l'Intérieur  est  contenue  dans  un  Rap- 
port qui  a  été  publié  sous  le  titre  de  Plan  d'instruction  des  élèves  de 
VEcole  des  Ponts  et  Chaussées.  Je  crois  utile  de  reproduire  le  com- 
mencement de  l'article  consacré  à  la  Stéréotomie  : 

«  Les  élèves  ayant  été  exercés  à  la  Géométrie  descriptive,  on  se 
bornera  à  rappeler,  d'une  manière  très-succincte,  les  principes  de  cette 
science,  dans  ses  rapports  immédiats  avec  l'art  de  la  coupe  des  pierres 
et  de  la  charpente. 

»  Après  cette  exposition  rapide,  on  s'occupera  de  la  partie  de  l'art 
de  la  coupe  des  pierres  qui  enseigne  les  moyens  de  donner  à  chacune 
des  pierres  qui  doivent  composer  un  édifice  les  formes  convenables 
et  nécessaires  pour  produire  un  effet  déterminé,  en  satisfaisant  aux 
conditions  assez  nombreuses  qui  dérivent  des  lois  de  la  Statique,  de 
Ja  solidité  et  de  l'économie;  on  fera  observer  quelles  sont,  parmi  ces 
formes,  celles  qu'il  faut  choisir  selon  les  circonslauces. 

»  Pour  donner  à  ces  principes  généraux  le  développement  néces- 
saire, on  passera  en  revue  les  différents /ra/fi  connus  et  classés  jusqu'à 
présent  sous  les  dénominations  de  portes,  de  descentes,  de  trompes, 
d'escaliers,  etc. ,  que  l'on  tâchera  de  désigner  et  de  classer  d'une  manière 
plus  naturelle  et  plus  conforme  à  la  marche  de  la  Géométrie  descrip- 
tive. On  fera  remarquer,  en  même  temps,  les  erreurs  qui  se  rencontrent 
dans  quelques  Traités  de  la  coupe  des  pierres,  et  l'on  examinera  quels 
sont  les  cas  particuliers  où  des  raisons  d'économie  et  de  plus  grande 
facilité  dans  l'exécution  peuvent  contraindre  de  s'écarter  un  peu  des 
méthodes  rigoureuses.   » 

4.  Ce  programme  est  bien  différent  de  celui  qui  était  suivi  à  l'École 
Polytechnique.  Monge  enseigne  que  la  division  d'une  voûte  en  vous- 
soirs  est  une  question  de  pure  Géométrie.  D'après  Prony,  Oii  doit  avoir 

i5. 
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égard  aux  conditions  assez  nombreuses  qui  dérivent  des  lois  de  la  Sta- 
tiquc,  de  lu  stabditc  et  de  l'économie.  L'école  de  Plonge  est  Ircs-sévèro 
sur  l'exactilude  géométrique  [*J.  Proiiy  recommande  d'examiner  quels 
sont  les  cas  particuliers  où  des  raisons  d'économie  et  de  plus  (grande 
Jacilitc  dn?is  l'exécution  peuvent  contraindre  de  s 'écarter  un  peu  des 
méthodes  i  igoureuses. 

Mais  ce  qui  est  bien  plus  important  que  les  termes  mêmes  du  pro- 
gramme, ce  qui  modifiait  d'une  manière  essentielle  la  nature  des 
leçons,  c'est  que  les  élèves  avaient  déjà  suivi  à  l'École  l'olvleclinique 
des  cours  d'Architecture,  de  Travaux  civils  et  de  Eortilication  ,  et  que 
l'enseignement  de  la  Stéréotomie  marchait  parallèlement  avec  celui 
de  la  Construction  et  de  la  Mécanique  appliquée. 

D'après  les  dispositions  du  plan  d'instruction ^  les  leçons  du 
cours  de  Stéréotomie,  dans  les  deux  premiers  mois,  étaient  consacrées 
à  la  Géométrie  descriptive  et  à  la  Persjx'Ctive.  Pendant  ce  temps,  le 
professeur  de  Mécanique  traitait  l'importante  question  de  la  stabilité 
des  voûtes,  et  les  élèves  faisaient  des  projets  de  maisons  sous  la  direc- 
tion du  professeur  de  Construction.  L'enseignement  de  la  coupe  des 
pierres  n'était  commencé  que  le  troisième  mois. 

Dès  que  le  cours  était  terminé,  les  élèves,  ayant  toute  la  théorie  pré- 
sente à  l'esprit,  allaient  visiter  les  grands  travaux  et  pouvaient  se  fami- 
liariser promptement  avec  les  détails  de  la  pratique. 

Prony  raisonne  comme  si  les  élèves  avaient  été  étrangers  à  la  Sté- 
rtktlomie.  Dans  celte  supposition,  les  dispositions  qu'il  proscrit 
et  le  programme  qu'il  trace  paraissent  excellents;  mais  on  pouvait 
difficilement  captiver  l'attention  des  jeunes  ingénieurs,  en  leur  expli- 
cpiant  des  traits  qu'ils  connaissaient  déjà.  Le  professeur  de  l'École  des 
Ponts  et  Chaussées  devait  presque  nécessairement  se  bornera  présenter 
les  considérations  omises  à  l'École  Polytechnique. 

[*  J  foir  les  observations  de  Monge  sur  l.i  précision  tic  la  taille,  dans  son  article  sur 
les  lignes  de  courbure,  les  changements  faits  aux  épures  de  La  Rue,  admises  tlans  la 
Cfdieclion  del'Kcole  Polyleclinituic,  et  divers  piissages  d'F.isonnian. 

Je  reconnais,  du  reste,  (jiie  plusieurs  des  anciens  traits  devaient  être  corrigés  ou 
complétés. 

Quelques-unes  des  modifications  fuites  aux  dessins  de  La  Rue  paraissent  bonnes; 
celle  que  l'on  remarque  sur  l'épure  de  VarrU-re-voussurc  de  Marseille  était  nécessaire. 
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Ces  reclificalioiis  lardivcs  n'ont  qu'une  utiiilô  tix-s-bornéc.  Prony 
espi'-rait  prohablement  aiiuMicr  l'Ecole  Polyteclinic[uc  à  modifier,  et 
peut-être  iiu'uic  à  abaudonncr  l'cnseiguenieul  de  la  coupe  des  pierres. 
Monge  était  en  Egypte,  et  l'occasion  pouvait  paraître  favorable. 

5.  Le  5  prairial  an  VH,  dans  une  assemblée  des  élèves,  Prony  an- 
nonça la  mise  à  exécution  du  Plan  (l'iiislrnctinn,  cl  insista  en  ces 
lermcs  sur  le  cours  de  Stéréotomie  : 

«  La  coupe  des  pierres  et  des  bois  occupait  une  partie  considérai)le 
des  exercices  de  l'ancienne  École  des  Ponts  et  Chaussées,  et  le-  ]\linislrc, 
pour  faire  revivre  complètement  celte  branche  importante  d'instruc- 
tion, vous  a  nommé  un  troisième  professeur,  qui  en  est  spécialement 
chai'gé.  »  [Opuscules  [*],  t.  IV,  p.  180.) 

Eisenman,  ingénieur  et  chef  du  bureau  des  dessinateurs  à  l'École 
Polytechnique,  venait  d'être  placé  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées; 
il  s'était  fait  connaître  par  des  articles  sur  l'enseignement  de  la  Sté- 
réotomie ["],  et  se  trouvait  tout  préparé  pour  la  professer  suivant  les 
idées  de  Monge.  Prony  lui  confia  le  cours  de  Mécanique,  pour  lequel 
ses  travaux  paraissaient  moins  le  désigner,  et  appela  à  la  chaire 
de  Stéréotomie  Bruyère,  cet  ingénieur  d'un  jugement  si  sur  qui  a  mérité 
d'être  appelé  par  Arago  «  austère  et  très-habile.  » 

Nous  savons  par  INavier  que  Bruyère  avait  appris  la  Géométrie 
descriptive  dans  les  ouvrages  de  Derand,  de  La  Rue  et  de  Frézier,  et 
que  de  plus  il  avait  suivi  le  cours  de  Monge  à  l'École  Polytechnicjue. 


[*J  La  bibliothèque  de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées  possède  quatre  volumes 
intitules  Opuscules  de  Prony,  et  composes  de  pièces  pid)liocs  par  le  célèbre  ini;é- 
nieur.  Chaque  volume  porte  une  table  manuscrite  à  laquelle  correspond  une  pagination 
spéciale. 

Cette  collection  a  été  faite  par  Prony  lui-même. 

[**]  Journal  de  l'École  Polytechnique,  W",  IIl'  et  IV  cahier. 

Les  articles  d'Eisenman  présentent  un  grand  intérêt,  parce  qu'ils  donnent  des 
éclaircissements  sur  renseignement  de  Monge.  On  y  trouve  quehpics  iiulicalions  re- 
latives au  i)rinci]>e  de  lu  moindre  inégalité  des  parties  contigurs  qui  paraît  avoir  été 
])our  le  célèbre  géomètre  une  loi  fondamentale  de  la  coupe  des  pierres.  Il  y  a  tout 
lieu  de  croire  que  ce  principe  était  entièrement  géométrique,  comme  la  loi  des  lignes 
de  courbure. 
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Lorsqu'on  cxniniiio  los  |ilanchps  du  praïul  oiivi'.ic;e  de  Rriiy<'re  ["J, 
on  roconiiaît  qu'il  n'avait  siihi  que  très-peu  l'inilucnce  de  Monj^e,  et  le 
choix  de  Prony  paraît  significatif. 

Le  20  thermidor  de  l'an  YIII,  dans  une  séance  solennelle  pour  la 
distribution  dis  jirix  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  Prony  parla  en 
ces  termes  des  études  de  Stéréotomie  :  «  Le  Ministre,  le  magistrat 
spécialement  chargé  des  travaux  publics,  et  les  ingénieurs  qui  ont  jugé 

vos  pièces  de  concours n'ont  pas  remarqué  sans  plaisir  que  la  coupe 

des  pierres  et  des  bois  avait  été  remise  eu  vigueiu-  dans  cette  École, 
et  ils  s'attendent  que  bientôt  elle  y  aura  repris  son  ancienne  activité.  » 
[Opuscules,  t.  IV,  p.  i<)6.) 

Celte  espérance  ne  s'est  pas  réalisée. 

G.  Lorsque  la  révolution  du  18  brumaire  arriva,  les  Conseils  légis- 
latifs étaient  saisis  d'un  projet  de  loi  destiné  à  compléter  l'organisation 
(le  l'École  Polytecljni(pie. 

La  loi  fut  promulguée  le  aS  frimaire,  après  avoir  été  votée  suivant 
les  formes  admises  pendant  la  période  de  transition  où  l'on  se  trouvait. 
Le  nouveau  gouvernement  y  avait  introduit  diverses  dispositions, 
principalement  dans  le  but  de  réduire  los  résistances  de  différents 
genres  que  rencontrait  l'École  ["].  Un   Conseil  supérieur,  dont  on 

[* ]  Études  relatives  à  l'Art  des  constructions,  1 828- 1 828. 

Bruyère  connaissait  tontes  les  ressources  du  dessin.  Son  ouvrage- forme  un  contraste 
fra|)|)ant  avec  les  publications  faites  à  la  niènie  épo(iiie  i)ar  les  ingénieurs  de  l'école  de 
Monge,  qui  n'emploient  que  des  figures  géomctraUs. 

D'après  Navier,  les  Études  de  Bruyère  devraient  être  dans  les  mains  de  tous  les 
ingénieurs  (y/«/î«/«  f/«  Ponts  et  Clittussccs,  i833,  2"^  semestre). 

[**]  L'École  Polytechni(|uc  était  alors  en  grand  crédit.  Le  Ministère  de  l'Intérieur, 
dont  elle  dépendait  ainsi  que  l'itcole  des  l'onts  et  Chaussées,  venait  d'être  confié  à  La- 
placc,  l'un  de  ses  examinateurs  permanents.  Monge  était  d'ailleurs  l'ami  personnel  du 
clief  du  nouveau  gouvernement;  il  l'avait  accompagne  dans  son  expédition  en  Egypte 
et  dans  son  retour  on  France. 

l'rony  au  contraire  était  en  défaveur.  (Voir  Arago  et  les  diverses  biographies.) 

L'influence  de  Monge  fut  toute-puissante  dans  les  faits  que  je  rapporte  ;  on  ne  peut 
avoir  à  ce  sujet  aucun  doute,  car  Napoléon  I*^',  parlant  des  mesures  prises  après  le 
18  brumaire,  dit  :  1  L'École  Polyterhni(|ue  n'était  qu'ébauchée;  Monge  fut  chargé  d'en 
rédiger  l'organisation  définitive.  »  [Mémoires  de  Napoléon,  2''  édition,  t.  VI,  p.  109.) 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  119 

trouve  la  première  idée  dans  le  projet  de  loi,  fut  créé  sous  le  nom  de 
Conseil  de  pcijcctiojmcmctit,  et  reçut  des  attriljulions  cousidéraldcs, 
nolaniuieiil  celle  île  préparer  des  progranuues  pour  les  Écoles  d'Ap- 
plication, «  de  manière  que  l'enseignement  y  fût  en  harmonie  et  en- 
tièrement coordonné  avec  celui  de  l'École  Polytechnicpie.  »  Les  services 
publies  intéressés  étaient  représentés  dans  le  Conseil  par  des  délégués 
chargés  de  présenter  des  propositions  pour  les  programmes  des  écoles 
spéciales. 

7.  Le  Conseil  de  perfectionnement  s'attacha  à  faire  ressortir  l'im- 
portance du  travail  de  coordination  qui  lui  était  confié  :  «  De  quoi 
cùl-il  servi  sans  cela,  dit-il,  d'accunuder  tant  de  moyens  d'instruction 
pour  préparer  des  sujets,  de  les  soumettre  à  tant  d'épreuves,  si,  au 
sortir  de  ce  noviciat,  ils  étaient  obligés  de  remanier  avec  dégoût  et 
sans  fruit  les  mêmes  matières  [*]?  » 

Bien  que  Prony  fût  membre  du  Conseil,  son  plan  d'instruction  reçut 
des  modifications  qui  le  dénaturaient  complètement  :  on  conserva 
toutes  les  parties  de  l'enseignement,  mais  leur  répartition  entre  les 
trois  professeurs  de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées  fut  faite  d'une  ma- 
nière très-différente.  La  Stéréotomie,  au  lieu  d'être  l'objet  d'un  cours 
spécial,  se  trouva  réunie  à  la  Construction  pour  les  routes,  les  ponts  et 
la  navigation  intérieure;  ensuite  toutes  les  considérations  sur  l'ensei- 
gnement de  la  coupe  des  pierres  et  de  la  coupe  des  bois  furent  sup- 
primées. 

Le  Conseil  avait  d'ailleurs  compris  la  Stéréotomie  dans  le  pro- 
gramme du  cours  de  Géométrie  descriptive  pure  de  l'École  Polytech- 
nique, affirmant  ainsi  sa  volonté  d'en  maintenir  l'enseignement  à 
cette  école. 

Prony  vaincu  fit  paraître  en  brochure  ses  discours  de  l'an  VII  et  de 
l'an  VIII,  qui  cependant  avaient  déjà  été  imprimés  dans  les  comptes 
rendus  des  séances.  Il  eut  soin  de  préciser  l'époque  de  cette  publication 
en  en  faisant  connaître  non-seulement  l'année,  mais  encore  le  mois, 


[*]  Rapport  du  Conseil  de  perfectionnement  du  3  nivôse  an  IX. 
Le  retard  des  opérations  du  Conseil  tient  probablement  à  ec  que  la  loi  fixait  sa  réunion 
en  brumaire,  et,  comme  elle  avait  été  rendue  en  frimaire,  il  fallait  attendre  une  année. 
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qui  est  celui  ou  le  Conseil  de  perfectionnement  Iranclia  la  question;  on 
lit  sur  la  page  du  titre  :  »  Nivôse  an  IX  »  f  |.  Enfin  IVony  modifia  le 
second  des  passages  que  j'ai  reproduits,  de  manière  à  mieux  indiquer 
l'intention  qu'il  avait  eue  d'établir  sans  retard  un  enseignement  sé- 
rieux de  la  Stéréotomie  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Cliaussées  |  "J 

11  me  parait  impossible  de  ne  [tas  voir  une  protestation  dans  cette 
réimpression. 

Les  propositions  du  Conseil  de  perfectionnement  de  l'Ecole  Poly- 
technique, pour  la  distribution  des  matières  de  renseignement  dans 
les  différents  cours  de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  furent  ap- 
prouvées, et  même  insérées  dans  le  décret  d'organisation  du  corps 
des  Ponts  et  Chaussées  (7  fructidor  an  XII). 

8.  Tout  ce  que  je  viens  de  dire  résulte  de  pièces  imprimées  et  pu- 
bliées. J'aurais  probablement  obtenu,  sans  peine,  de  consulter  les  pro- 
cès-verbaux des  délibérations  des  Conseils  des  Écoles  Polytechnique 
et  des  Ponts  et  Chaussées  et  toutes  les  archives  des  études,  mais  cela 
ne  m'a  pas  paru  nécessaire,  et  même  j'ai  cru  tju'il  y  aurait  quelque 
inconvénient  à  procéder  ainsi. 

Les  documents  qui  sont  à  la  disposition  de  tout  le  monde  suf- 
fisent pour  faire  connaître  l'opinion  de  Prony  qui,  géomètre  et  ingé- 
nieur, professeur  à  l'École  Polytechnique  depuis  sa  fondation  et  direc- 
teur de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  pouvait,  mieux  que  personne 
peut-être,  apprécier  la  question  sous  tous  ses  aspects. 

Prony  s'était  familiarisé  avec  l'art  de  la  maçonnerie  par  la  construc- 
tion de  divers  ouvrages  et  notamment  du  pont  de  la  Concorde,  dont 
il  avait  dirigé  l'exécution  sous  les  ordres  de  Perronct,  après  en  avoir 
fait  les  projets  de  détail.  A  cette  époque  tous  ses  travaux  scientifiques 
concernaient  l'art  des  constructions  et  principalement  la  Statique  des 
voûtes  [***].  Enfin  une  circonstance  particulière  permet  d'établir  qu'il 
s'était  beaucoup  occupé  du  trait. 

Prony  a  publié  en  1 788  le  programme  d'un  travail  étendu  qu'il  se  pro- 


[*]  O/iii.uulcs,  t.  IV,  p.  ?ii. 

["]  Au  lieu  de  :  i  que  bicnlol  »,  on  lil  <•  qu'en  l'an  IX  ■•. 

[  *"  ]  Notice  sur  Us  Travaux  et  les  services  de  Prony  (  Opuscules,  3"  vol. ,  p.  1 1 3). 
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posait  d'écrire  sur  la  science  de  l'ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 
Dans  cfltc  pièce  il  insislo  sur  l'importance  de  la  coupe  des  pierres  et  an- 
nonce l'intenlion  de  la  traiter  avec  soin.  Il  apprécie  ensuite  les  Traités 
deT.a  Rue  et  de  Frézier,  conuiie  ouvrages  di(lacli([ues,  en  des  termes 
que  je  trouve  sévères,  maisqui  témoignent  d'une  connaissance  appro- 
fondie du  sujet  [*]. 

9.  Le  Comité  des  Fortifications  a  eu,  dans  l'origine,  des  discussions 
avec  l'Ecole  Polytechnique,  maison  ne  voit  pas  qu'il  ait  réclamé  contre 
le  moile  d'enseignement  adopté  pour  la  Stéréotomie. 

Pendant  sa  session  de  l'an  IX,  le  conseil  de  perfectionnement  régla  le 
programme  pour  les  Écoles  de  l'Artillerie  et  du  Génie.  Ou  Ht  dans  celle 
pièce,  à  la  colonne  des  exercices  que  l'on  devait  demander  aux  élèves  : 

«  Résolution  graphique  de  différents  problèmes  de  coupe  de  pierres 
et  de  charpenterie,  avec  les  considérations  qui  tiennent  aux  procédés 
de  l'art  des  constructions;  calcul  des  poussées  et  portées;  rédaction  de 
toutes  les  épures  lavées  et  coloriées;  mémoire  raisonné  sur  les  moyens 
d'exécution.  » 

Les  corps  militaires  paraissent  avoir  pensé  que  pour  la  Stéréotomie 
on  devait,  dans  les  écoles  spéciales,  compléter  seulement  l'instruction 
que  les  élèves  avaient  acquise  à  l'École  Polytechnique.  On  ne  doit  pas 
être  surpris  que  le  Génie  ait  accepté  sans  difficulté  rétablissement  d'un 
nioclc  d'enseignement  qui  avait  pris  naissance  à  l'École  de  Mézières. 
D'ailleurs  les  ingénieurs  militaires  étaient  engagés,  pour  d'autres  su- 
jets, dans  une  lutte  assez  vive  avec  l'École  Polytechnique,  et  devaient, 
par  suite,  éviter  les  discussions  sur  toutes  les  questions  qu'ils  j)ou- 
vaient  regarder  comme  étant  d'un  intérêt  secondaire. 

10.  Le  système  d'enseignement  de  Monge  a  d'abord  été  peu  remarqué 
en  dehors  des  services  publics.  Dans  son  important  ouvrage  sur  Yjdrt 


\  *]  L'exemplaire  t]ue  l'on  trouve  dans  les  Opuscules  [i"  vol.,  p.  9)  porte,  en  rem- 
placement lie  la  première  page,  un  carton  sur  lecpiel  le  style  a  été  moilifié  d'après  les 
idées  républicaines,  et  qui  peut  induire  en  erreur  sur  la  date  réelle. 

L'Administration  des  Ponts  et  Chaussées  a  envoyé  ce  programme  à  tous  les  ingénieurs, 
en  leur  demandant  de  fournir  à  Prony  les  renseignemenis  qui  lui  seraient  utiles. 

Le  célèbre  ingénieur,  incessamment  charge  de  travaux  urgents  ït  difficiles,  n'a  [las 
pu  accomplir  son  projet. 

Tome  XIX  (2»  série).  —  Mahs  1874.  I" 
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de  Ixitir,  piihliô  do  i  8oa  à  1817,  Roiulolol  suit  un  modo  d'oxposition 
Iros-dilirroiit  :  il  p;ule  d'abord  des  mate  riaux,  puis  de  la  maroniicric; 
il  fait  ensuite  connaître  les  |)rincipaux  n'-sullals  domi(''S  par  l'expé- 
rience sur  la  stabilité  des  voûlcs,  et  il  n'aborde  la  description  des  ap- 
jiareils  que  lorsqu'il  peut  justifier  les  dispositions  adoptées. 

L'ouvrage  de  llondelet  a  été  parfaitement  accueilli  :  plusieurs  édi- 
tions en  ont  été  faites  et  les  Arcliilecles  le  consultent  souvent;  mais 
peu  à  peu  les  disciples  de  Monge  ont  introtlint  dans  les  établissements 
où  leur  influence  s'est  étendue  la  métbodc  qui  consiste  à  connnencer 
l'enseignement  delà  Construction  par  l'exposition  des  tracés  de  la  Sté- 
réotomie. 

Je  suis  entré  dans  ces  détails  un  peu  minutieux,  parce  qu'il  est  im- 
portant de  savoir  comment  une  métbodc  qui  parait  avoir  de  grands 
inconvénients,  et  dans  laquelle  les  études  suivent  un  ordre  contraire  à 
celui  du  développement  naturel  des  connaissances,  a  pu  se  faire  ac- 
cepter dans  notre  pays. 

11.  Je  me  propose  maintenant  de  rechercher  quels  ont  été  les  ré- 
sultats. Une  circonstance  particulière  permet  de  les  apprécier  avec  une 
certaine  exactitude. 

Ij'élablisscment  des  cliemins  de  fer  a  nécessité  la  construction  de 
ponts  sous  des  obliquités  plus  grandes  que  celles  qui  étaient  autrefois 
admises.  L'art  des  arches  biaises  s'est  constitué  dans  un  pays  où  les 
doctrities  et  la  méthode  d'enseignement  de  Mongc  n'avaient  pas  pé- 
nétré; mais  il  a  reçu  en  France  quelques  modifications,  et  de  nombreux 
Mémoires  ont  été  publiés  à  son  occasion.  Leur  lecture  fait  connaître  les 
diverses  opinions  sur  les  principes  qui  doivent  diriger  l'architecte  dans 
la  division  d'une  voûte  en  voussoirs. 

Plusieurs  ingénietu's  pensent  qu'il  faut  seulement  se  préoccuper 
d'avoir  des  pierres  terminées  par  des  angles  droits.  En  général,  ce- 
pendant, les  auteurs  considèrent  la  question  comme  étant  au  moins 
en  partie  du  domaine  tle  la  Mécanique.  Les  uns  regardent  que  les 
pressions  (pu  se  développc^nt  doivent  être  dirigées  vers  les  points  d'ap- 
pui par  un  appareil  convenable;  les  autres  croient  que  ces  forces  ne 
dépendent  pas  de  l'appareil;  enfin  ces  derniers  ne  sont  nullement 
d'accord  sur  la  direction  dans  laquelle  les  poussées  s'établissent. 
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On  remai'fHK!  (les  divci^riiccs  tout  .iiissi  {grandes  dans  les  procédi^s 
(riiivestigatioii  :  qiicUjiios  ingi'iiiours  présentent  des  raisonnements  de 
simple  Géoujéliie;  d'autres  consnitontia  théorie  de  l'élasticité;  bean- 
coup  recourent  à  la  Mécanique  des  solides  invariables;  enfin  quelques- 
uns  pensent  que  l'expérience  peut  seule  donner  des  indications  cer- 
taines. La  discussion  n'a  fait  qu'augmenter  la  confusion;  ctincun  raisonne 
d'après  son  principe,  el  les  arguments  se  croisent  sans  se  répondre  [' ]. 

Je  désirerais  beaucoup  que  les  personnes  qui  s'intéressent  à  rensei- 
gnement de  la  Stéréotomie  parcourussent  les  principaux  Mémoires 
publiés  sur  l'apiiareil  do  l'arclie  biaise.  J'ai  donné  des  indications  qui 
peuvent  faciliter  ce  ti'avail  ['"].  Je  crois  qu'on  sera  surpris  de  la  pr(;- 
f'onde  divergence  des  opinions,  et  cependant  en  tliéoriel'aijpareil  d'une 
arche  droite  ou  biaise  est  relativement  simple,  parce  que  toutes  les 
pierres  ne  sont  soumises  qu'à  des  forces  de  compression. 

1*2.  Je  suis  convaincu  que  l'on  aurait  obtenu  de  meilleurs  résultais 
si  la  coupe  des  pierres  avait  été  professée  conformément  aux  idées  de 
Prony,  de  manière  que  le  professeur  de  Stéréotomie,  en  parlant  des 
escaliers,  des  trompes,  des  plates-bandes,  etc....,  eùl  pu  faire  connaître 
les  résultats  de  l'expérience  sur  rétablissement  de  ces  divers  ouvrages, 
et  discuter  les  cas  où  des  moyens  artificiels  de  consolidation  deviennent 
nécessaires. 

Cet  enseignement,  imité  des  anciens  auteurs  et  analogue  au  mode 
d'exposition  adopté  par  Rondelet,  se  serait  progressivement  anié- 

[  *]  J'ai  été  engagé  dans  celte  discussion,  et  les  critiques  ne  m'ont  pas  été  épargnées. 
On  a  (lit,  notamment,  que  mes  raisonnements  étaient  excellents  pour  un  cours  ilc 
Géométrie  descriptive,  mais  que  je  négligeais  diverses  circnnslanei  s  dont  les  ingénieurs 
doivent  tenir  compte.  Je  crois  que  ce  rei)roche  n'avait  aucun  fondement,  et  qu'on  ne 
me  l'adressait  que  parce  que  je  professe  la  Géométrie  descriptive.  Je  me  suis  défendu 
de  mon  mieux. 

J'ai  reçu,  pour  la  Stéréotomie,  l'enseignement  géométrique  établi  i)ar  Monge,  et  j'en 
ai  naturellement  subi  l'influence  dans  une  certaine  nieSure..Si  ces  premières  leçons  ont 
réellement  fait  sur  moi  une  impression  durable,  je  n'en  dois  désirer  que  plus  vivement 
de  voir  l'enseignement  de  la  Gonstruetion  rétabli  sur  ses  véritables  bases. 

["]  Mémoire  sur  /'û/j/hutH  de  l'iirc/if  biiiisc,  suivi  d'une  analjrse  des  principaux 
ouvrages  publiés  sur  celle  ijucslion.  Paris,  Baudry,  18^2. 

16.. 
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lioré;  ios  diverses  opinions  eussent  été  exauiinéos  el  classées,  el  la 
confusion  qui  existe  maintenant  n'aurait  pas  pTi  se  |)ro(lnire. 

II  nie  semble  certain  que,  si  la  Stéréotomie  avait  été  enseignée  à  des 
élevés  connaissant  les  contlilions  de  l'établissement  des  maçoinieries, 
un  professeur  avant  à  présenter  des  considérations  sur  l'appareil  des 
voûtes  aurait  été  obligé  d'avoir  égard  à  l'action  de  la  pesanteur,  et  n'au- 
rait pas  pu  admettre,  pour  la  division  en  voussoirs,  une  solution  indé- 
pendante de  la  direction  de  celte  force.  Au  besoin,  les  auditeurs  l'eus- 
sent averti,  et  l'article  de  Monge  sur  les  lignes  de  courbure  n'aurait 
pas  attiré  l'attention  en  France  plus  qu'il  ne  l'a  fait  à  l'étranger. 

Je  reviens  à  cet  article,  parce  que  j'y  trouve  un  témoignage  d'une 
haute  valeur  sur  les  inconvénients  de  l'enseignement  de  la  Stéréo- 
tomie à  un  point  de  vue  |)urement  i,'éomélrique.  Les  ouvr.iges  con- 
temporains pourraient  peut-être  me  fournir  d'autres  témoignages, 
mais  je  neveux  pas  m'engagcr  dans  une  semblable  discussion. 

15.  Philibert  de  l'Orme,  qui  a  révélé  les  tracés  de  la  conpe  des 
pierres,  avait  conçu  le  plan  d'un  Traité  rationnel  de  Stéréotomie. 
«  J'emploiprai,  dit-il,  le  temps  qui  me  sera  plus  à  proposa  revoir  lùiclide 
et  accommoder  sa  théorie  avec  la  pratique  de  notre  Architecturr,  lui 
accompagnant  Vitruve  et  le  réduisant  à  une  certaine  méthode.  » 

Il  me  paraît  difiicile  de  mieux  définir  les  conditions  que  l'on  doit  se 
|)roposer  de  remplir  dans  un  Traité  de  coupe  des  pierres.  La  première 
difficulté,  l'explication  géométrique  des  traits  doit  être  considérée 
comme  résoluedepuis  la  publication  de  l'ouvrage  de  Frézier.  Personne 
n'a  encore  satisfait  complètement  à  la  seconde  condition, et  Monge  s'est 
éloigné  du  but  parce  qu'il  a  abandonné  "Vitruve. 

li.  En  Angleterre,  la  Stéréotomie  est  restée  jointe  à  la  Construction. 
Les  Traités  de  coupe  des  pierres  de  Nicholson  et  de  Dobson,  qui  sont, 
je  crois,  les  plus  répandus,  ont  pour  titres,  le  premier  :  yl  popidnr  and 
practical  Trealise  on  masonrj  and  Stonccuttiiig;  le  second,  Tlic  ru- 
diments oj  mnsonrj-  and  Stnnecutting.  Je  ne  prétends  pas  que  ces 
ouvrages  soient  au-dessus  de  toute  critique,  mais  les  conditions  essen- 
tielles de  l'art  y  sont  beaucoup  moins  négligées  que  dans  les  traités 
des  autetu's  de  l'école  de  Monge. 
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Il  imporlo  de  reinarqtun-  que  nous  avons  devancé  de  deux  siècles 
les  Aiigliiis  ponr  des  |)ul)lie;ili()ns  sur  I;i  coupe  des  |)ierres.  I>e  Traite 
cV  Architecture  de  IMiililx-it  de  l'Onne  est  deiSG^jCl  le  livre  du  général 
Vallancey,  ([iii  paiait  être  en  Angleterre  le  plus  ancien  ouvrage  sur  le 
Irait,  n'a  été  publié  qu'en  iy66. 

15.  Si  niaintenant  nous  examinons  renseignement  de  la  coupe  îles 
pierres  d'un  point  de  vue  plus  modeste,  et  comme  ayant  uniquement 
pour  but  de  familiariser  avec  la  pratique  de  l'art  de  l'appareilleur, 
nous  trouverons  que  la  méthode  de  Monge  présente  (S.^\\y^  incon- 
vénients. 

Le  premier  consiste  en  ce  que,  dans  les  exercices  qu'on  propose  au^ 
élèves,  on  ne  peut  faire  porter  le  problème  que  siu-  des  détails  secon- 
daires. Il  est  impossible  de  demander  à  des  personnes  étrangères  à  l'art 
des  constructions  nue  étude  sérieuse  comprenant,  pour  un  appareil 
im  peu  difficile,  la  détermination  générale  de  la  forme  de  l'ouvrage, 
et  sa  répartition  en  voussoirs,  de  manière  que  les  diverses  pierres 
aient  toutes  une  résistance  suffisante,  et  qu'il  soit  facile  de  les  tailler  et 
de  les  poser.  Or  ce  sont  les  travaux  de  ce  genre  qui  sont  les  plus  pro- 
fitables. 

Le  second  inconvénient  résulte  de  ce  que  l'enseignement  de  la  Sté- 
réotomie se  trouve  confiné  aux  premières  études  [*].  Au  moment  où  les 
élèves  arrivent  sur  les  chantiers  comme  architectes  ou  ingénieurs,  lein- 
attention  n'a  pas  été  appelée  sur  les  tracés  depuis  plusieurs  années.  Ils 
sont  obligés  de  revoir  ces  questions  avec  soin,  et  si  quelques-uns  négli- 
geaient de  le  faire,  ils  se  trouveraient  dans  la  nécessité  de  confier  à  des 
subalternes  diverses  études  de  détail;  ilsne  pourraient  guider  un  contre- 

[*]  Les  idées  (jui  ont  présidé  à  l'organisation  <Ic  l'enseignement  à  l'Iùole  l'olv- 
technique  sont  exposées  dans  une  pièce  ol'licielle  publiée  sous  le  tilie  de  :  Développe- 
ment sur  l'enseignement  adopté  pour  l'Ecole  centrale  des  Travaux  publics.  On  v  lit, 
à  l'article  de  la  seconde  année  :  «  Le  deuxième  et  le  troisième  mois  seront  consacrés 
à  l'étude  de  la  construction  des  ponts.  Il  ne  sera  jjIus  question  du  trait  que  tous  les 
élèves  auront  ap|)ris  dans  la  picniière  année,  mais  de  tous  les  travaux  relatifs  à  la 
construction » 

D'aiw'ès  Fourcy,  la  main  de  Monge  est  fortement  empreinte  dans  ce  document 
[Hist.  de  l'Ecole  Polytechnitpie,  p.  !\\). 
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maître  eiiibarrassi-  ni,  à  plus  forte  raison,  former  dos  appareillours. 
Je  soumets  ces  observations  aux  ingénieurs  (jui   ont  (oiislniit  de 
grands  ouvrages  de  maçonnerie. 

IG.  J'ai  entendu  quelques  personnes  dire  cpie  1  ingénieui-  et  l'ar- 
cliitecte  n'ont  pas  besoin  de  connaître  toutes  les  ressources  du  trait,  cl 
qu'ils  doivent  se  réserver  pour  îles  travaux  d'un  ordre  plus  élevé. 

IMonge  n'envisageait  certainement  pas  les  choses  de  cette  manière 
quand  il  a  organisé  l'enseignement  des  arts  grapliicpies.  Je  crois  d'ail- 
leurs que  certaines  questions  de  Stéréotomie  doivent  èlre  rangées  |)aiini 
les  problèmes  difficiles  de  l'art  des  constructions  [*].  Quoi  qu'il  en  soit, 
j'ai  raisonné  dans  l'iiypollièse  que  l'instruction  des  ingéniems  sur  le 
trait  devait  être  égale  à  celle  des  bons  ap|)areilleurs. 

Ce  serait,  au  moins  en  apparence,  un  singidicr  paradoxe  que  de 
donner  aux  ingénieurs  des  connaissances  mathématiques  élevées, 
comme  on  le  fait,  à  des  degrés  divers,  dans  la  [)lupart  des  écoles,  et 
de  ne  pas  les  familiariser  avec  la  Géométrie  des  clianliers. 

Si  l'on  adoptait  l'opinion  cpie  je  viens  d'indicpier  et  (pie  du  reste  je 
veux  pas  discuter  plus  longuement,  on  pourrait  diminuer  considérable- 
ment le  travail  des  élèves,  et  cependant  leur  donner  des  «o/Zo/w  exactes 
sur  la  coupe  des  pierres. 

Examen  de  Iditicle  de  Mongc  sur  l'emploi  des  lignes 
de  courbure  en  Stéréotomie. 

17.  La  théorie  de  .Monge  pour  l'emploi  dos  lignes  de  courbure  de 
l'intrados  comme  lignes  d'assise  a  été  la  première  et  la  jilus  remarquée 
des  productions  de  la  métliode  dans  laquelle  on  considère  la  Stéréo- 
tomie comme  une  science  presque  entièrement  géométrique.  On  sait 
depuis  longtemps  que  cette  tbéorie  n'est  pas  exacte;  cependant  l'article 
dans  lequel  le  célèbre  géomètre  arriveà  conclure  que  «  la  division  d'une 
voûte  en  voussoirs  doit  toujours  être  faite  suivant  les  lignes  de  cour- 

[*J  Je  place  dans  rc  nomlire  tontes  les  constriiclions  qui,  sous  le  ra[)])ort  de  l'appa- 
reil, ne  rentrent  pas  dans  les  ivpes  ronnus  et  classés  :  par  exemple,  l'étaLlissenient  d'une 
arclie  avec  des  conditions  notablement  différentes  de  celles  que  l'on  rencontre  dans  lu 
])ratique  ordinaire,  pour  le  biais,  le  surbaisscment  et  la  pente  des  lignes  de  naissance. 
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bure  ilo  la  surface  do  la  voûte  »  est  encore  regardé  par  quelques 
personnes  coininc  nu  modèle,  et  on  le  place  assez  souvent  sous  les  yeux 
(les  conuiicneauts.  Je  crois  en  coiisi'cjiiencc  (pi'il  est  utile  de  le  disculi'r 
njiuutii'usciucnl.  J'examinerai  d'abord  la  partie  où  une  question  de 
Mécanique  est  transformée  en  un  problème  de  Géométrie,  et  ensuite 
les  passages  où  Monge  développe  des  considérations  de  Géométrie  et 
de  construction. 

18.  La  base  de  la  tbéorie  de  Monge  est  exposée  dans  la  pbrase 
suivante  [*]  :  «  Une  des  principales  conditions  auxquelles  la  forme 
des  joints  des  voussoirs  doit  satisfaire,  c'est  d'être  partout  perpendi- 
culaires à  la  surface  de  la  voûte  que  ces  voussoirs  compcjseut.  Car,  si 
les  deux  aujjles  qu'un  même  joint  fait  avec  la  surface  de  la  voûte 
étaient  sensiblement  inégaux,  celui  de  ces  angles  qui  excéderait 
l'angle  droit  serait  capable  d'une  plus  grande  résistance  que  l'autre, 
et,  dans  l'action  que  deux  voussoirs  consécutifs  exercent  l'un  sur 
l'autre,  l'angle  plus  petit  ([ue  l'angle  droit  serait  exposé  à  éclater,  ce 
qui,  au  moins,  déformerait  la  voûte,  et  pourrait  même  altérer  sa  soli- 
dité et  diminuer  la  durée  de  l'édifice.  » 

Il  est  important,  sans  doute,  que  les  angles  des  voussoirs  n'éclatent 
pas,  mais  ce  résultat  est  tout  à  fait  insuffisant  j)Our  assurer  la  stabilité 
d'une  construction.  L'angh;  droit  n'a  d'ailleurs  eu  lui-même  et  par 
sa  nature  aucune  vertu  pour  produire  l'écpiilibre;  il  n'est  utile  qu'au- 
tant qu'on  le  place  d'une  manière  convenable  par  rapport  aux  pressions 
qui  doivent  se  développer.  Si  l'on  ne  s'inquiète  pas  de  la  direction  de 
ces  forces,  les  appareils  qu'on  pourra  imaginer  en  encbâssant  les  unes 
auprès  des  autres  des  j)ierres  taillées  sous  des  faces  rectangulaires 
n'auront  absolument  aucune  valeur. 

De  ce  que  dans  le  tassement  des  maçonneries  d'une  plate-bande  les 
angles  aigus  des  claveaux  sont  quelquefois  brisés,  il  ne  s'ensuit  pas 
cpi'on  puisse  assurer  l'équihbre  eu  établissant  les  lits  perpendiculaires 
à  la  face  plane  qui  forme  la  douelle.  Les  angles  droits  que  les  pierres 
auraient  alors  ne  sauraient  en  effet  les  empêcher  de  tomber. 

[*]  L'article  de  Monge  est  ;i  la  fin  de  sa  Géométrie  clescriptwe.  Il  est  trop  connu  pour 
que  je  regarde  comme  nécessaire  de  le  reproduire  en  entier. 
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Je  pourrais  iniiltiplior  les  oxcinples  de  ce  genre,  (lelui  crime  j)lale- 
bande  n'olïn-  aucun  autre  avantage  que  la  simplicité  [*]. 

Dans  un  appareil  cjuelconcjue,  on  doit  reclierclier  d'abord  les  con- 
ditions qui  assurent  la  slaljililé;  ensuite,  si  cela  est  nécessaire,  on  lait 
disparaître  par  divers  artifices  les  angles  trop  aigus  que  cerlairics  pierres 
pourraient  présenter. 

Après  la  phrase  que  j'ai  citée,  Monge  passe  à  la  division  d'une  voûte 
en  voussoirs  :  sa  seule  préoccupation  est  d'avoir  des  pierres  comprises 
sous  des  faces  orthogonales  et  d'une  taille  facile. 

Le  problème  ainsi  posé  est  du  ressort  de  la  Géométrie. 

lî).  Pour  obtenir  des  voussoirs  ayant  des  angles  droits,  Monge 
divise  l'intridos  par  des  lignes  de  courbure,  et  forme  les  lits  et  les 
joints  avec  des  surfaces  engendrées  par  des  normales  à  la  douelle. 

La  position  des  courbes  de  tête  sur  l'intrados  est  une  des  données 
du  problème,  et  n'a  aucune  relation  nécessaire  avec  les  lignes  de  cour- 
bure. Il  en  résulte  que,  dans  la  disposition  prescrite  par  Monge,  les 
voussoirs  des  tètes,  qui  sont  très-importants,  peuvent  avoir  des  angles 
de  toutes  les  grandeurs. 

Monge  raisonne  comme  si  l'intrados  était  une  surface  géométrique 
complète.  Les  voussoirs  qu'il  définit  ont  en  réalité  des  angles  droits, 
quand  les  courbes  de  tête  et  les  lignes  de  naissance  sont  des  lignes  de 
courbure,  et  que  d'ailleurs  l'intrados  n'est  pas  interrompu  par  des 
lunettes;  mais  ce  n'est  là  (pi'un  cas  très-particulier. 

20.  D'après  Monge,  on  ne  peut  avoir  des  surfaces  convenables 
pour  les  lits  et  les  joints  que  si  l'on  a  divisé  l'intrados  par  des  lignes  de 
courbure. 

Le  célèbre  géomètre  commence  par  dire:  "  Lorsqu'il  est  nécessaire 
que  les  joints  des  voussoirs  soient  des  surfaces  courbes,  on  les  com- 
po.se,  autant  qu'il  est  possible,  de  surfaces  developpables  »;  puis, 
après  avoir  posé  le  principe  de  l'angle  droit,  il  ajoute  :  «  Lors  donc 
que  la  surface  d'un  joint  doit  être  courbe,  il  convient  de  l'engendrer 


[*]  J'ai  examiné  cette  question  avec  quelque  soin,  dans  mon  Mémoire  sur  l'appareil 
de  l'arche  biaise. 
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par  une  droite  qui  soit  partout  pcrpencliciilairc  à  la  surface  de  la 
voûte;  et  si  l'on  veut  dt'  plus  ([ut»  la  surface  du  joint  soit  dcvelop- 
pahle,  il  faut  (juc  toutes  les  normales  à  la  surface  de  la  voûte,  et  qm 
composent,  pour  ainsi  dire,  le  joint,  soient  consécutivement  deux  a 
deux  dans  nii  même  plan.  « 

Je  crois  voir  là  une  inallonlion  :  une  surface  réglée  peut  coup<'r 
une  seconde  surface  à  angle  droit,  sans  que  ses  génératrices  lui  soient 
normales. 

Cîonsidérons  une  combe  tracée  sur  lui  intrados  et  d'ailleuis  (\iul- 
conque  :  renvelo[)pe  d'un  plan  tangent  à  celle  ligne,  et  normal  a  la 
douelle  à  son  point  de  contact,  est  une  développable  qui  rencontre  a 
angle  droit  l'intrados,  bien  que  ses  génératrices  rectiligncs  lui  soient 
obliques.  On  trouve,  par  cette  surface,  une  solution  approximative 
du  problème  géométrique  que  Monge  s'est  posé. 

Que  l'on  trace  sur  un  intrados  deux  séries  de  lignes  rectangulaires, 
les  unes  normales  aux  courbes  des  têtes  et  continues,  les  autres  com- 
posées de  segments  limités  aux  premières;  que,  par  ces  lignes,  on 
fasse  passer  des  surfaces  développables  engendrées  comme  il  vient 
d'être  uidiqué,  et  l'on  aura  une  division  de  la  voûte  satisfaisant  à  peu 
près  aux  conditions  prescrites  par  JMonge. 

Cette  solution  peut,  en  général,  être  adoptée  pour  les  berceaux 
simples,  avec  tètes  planes  ou  légèrement  courbes;  car  alors  les  pressions 
sont  sensiblement  parallèles  à  l'intrados  et  aux  têtes,  même  dans  le 
cas  où  il  y  a  du  biais.  Il  en  résulte  que,  si  les  faces  des  voussoirs  se 
coupent  sous  des  angles  droits,  les  lits  se  trouvent  à  peu  près  normaux 
aux  pressions. 

21.  On  doit  d'ailleurs  remarquer  qu'il  n'est  nullement  nécessaire 
qu'une  surface  soit  rigoureusement  dévelo|)pable  par  son  mode  de 
génération,  pour  que,  dans  l'étendue  qui  correspond  à  un  voussoir, 
on  puisse  en  faire  le  développement,  avec  le  degré  d'exactitude  que 
comportent  les  opérations  de  la  Stéréotomie.  L'Ecole  de  Monge  est 
très-sévère  sur  ce  |)oint  [*J,  mais  les  meilleurs  appareilleurs  admettent 


[*J   Voyez  Eisenman  (^Journal  <lc  l'École  Polytechnique,  caliior  U,  [>.  100);  Vallée 
{^Spécimen  de  la  coupe  des  pierres,  j).  118). 

Tome  Xl.\  (a'  séiio).  —  Avun.  187.I.  '  7 
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dans  certains  cas  le  dévelopjXMnent  de  surfaces  qui  ne  sont  même  pas 
exactement  réglées,  telles  que  les  douelles  d'un  bcrcenti  tournant, 
quand  les  arcs  de  la  méridienne  compris  iiitri-  deux  lignes  d'assise  ne 
différent  pas  sensiblement  de  segments  de  droites.  Frézier  a  présenté 
sur  ce  sujet  des  observations  judicieuses  dans  le  quatrième  livre  de  son 
Traité. 

La  condition  d'avoir  pour  les  joints  des  surfaces  lieux  de  normalesà 
la  douelle  et  pouvant  être  dévelojipées  laisserait  en  réalité  une  certaine 
latitude  pour  le  tracé  des  lignes  de  division  de  l'intrados.  Du  reste,  le 
plus  souvent  on  ne  se  préoccupe  en  aucune  manière  d'avoir  des  joints 
dévelo|)pables. 

Dans  un  appareil  important,  celui  des  arches  biaises,  on  a  été  con- 
duit, en  cliercliantà  diminuer  les  difticultésde  la  taille,  à  prendre  pour 
lits  des  surfaces  gauches,  tandis  que  la  théorie  indique  des  cylindres. 

22.  Je  passe  maintenant  aux  considérations  relatives  à  la  Construc- 
tion. On  doit  se  rapj)eler  qu'elles  sont  présentées  à  des  élèves  qui,  étant 
encore  étrangers  à  l'Architecture,  ne  peuvent  corriger  ce  que  les  énoncés 
ont  d'insuffisant  ou  de  défectueux. 

Dans  une  voûte  bien  construite,  deux  des  quatre  faces  latérales 
d'un  voussoir  ordinaire  sont  à  peu  prés  normales  aux  pressions;  les 
deux  autres  leur  sont  parallèles.  On  appelle  les  premières  lits  et  les 
secondes y'om^j  [*].  L'exactitude  de  la  taille  est  plus  nécessaire  pour  les 
lits  que  pour  les  joints  [**].  Celle  distinction  est  capitale  en  Stéréo- 
tomie. Ainsi,  dans  la  taille  par  biveaux  on  doit  éviter  d'établir  un  lit 
ou  une  douelle  d'après  sa  position  par  rapport  à  un  joint. 

On  lit  dans  un  Rapport  sur  les  cintres  du  pont  d'Jéna,  fait  par  Prony, 
le  1 6  mars  1810  :    >  Les  ciments  n'ont  pas  seulement  pour  objet  de 

[*]  Quelques  architectes  emploient  les  dénominations  de  joints  horizontaux. 
Joints  montants  j  on  dit  aussi  Joints  continus  cl  joints  discontinus. 

["  ]  Dans  les  grands  ouvrages,  Pcrronet  voulait  que  les  pierres  fussent  taillées  sans 
déinaigrisscmcnt  sur  toute  l'étendue  des  lits,  mais,  en  général,  il  n'exigeait  une  aussi 
bonne  exécution  sur  les  joints  que  pour  les  deux  tiers  de  leur  longueur.  (Art.  ^5  et  -(> 
du  devis  du  pont  Louis  XVI,  art.  54  du  devis  du  pont  de  Neuilly.) 

Je  cite  Perronet,  parce  que  ses  ouvrages,  encore  très-consultés  aujourd'hui,  faisaient 
autorité  du  temps  du  Monge. 
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f.iir(>  ;i(lli(''rer  les  pierres  les  unes  aux  autres,  mais  encore  de  ff)rmer 
cnlre  les  cours  do  voussoirs  des  espèces  fie  rniissins  cpii  doivent  être 
assez  épais  pour  que  les  voussoirs  ne  s'appuient  jamais  à  nu  les  uns 
contre  les  autres;  car,  si  un  pareil  contact  avait  lieu  sous  des  pressions 
aussi  énormes  que  celles  qui  s'exercent  dans  de  semhlablescirconstances, 
la  ru|)ture  des  arêtes  des  voussoirs  et  celle  des  voussoirs  eux-mêmes 
en  résulteraient  nécessairement  |  '].  » 

Dans  les  joints  le  mortier  est  moins  utile  que  dans  les  lits  :  il  sert  à 
lier  les  pierres  et  à  empêcher  qu'il  n'y  ait  des  vides,  mais  non  pas  à 
transmettre  ni  à  répartir  les  pressions. 

Après  avoir  présenté  ces  détails  pour  ceux  des  lecteurs  qui  ne  se- 
raient pas  familiarisés  avec  la  Construction,  je  reviens  à  Monge. 

25.  On  lit  dans  son  article  : 

«  Chaque  voussoir  a  plusieurs  faces  qui  exigent  la  plus  grande 
attention  dans  l'exécution:  i"  la  face  qui  doit  faire  parement,  et 
qui,  devant  être  une  partie  de  la  surface  visible  de  la  voûte,  doit  être 
exécutée  avec  la  plus  grande  |>récision:  cette  face  se  nomme  douelle ; 
2."  les  faces  par  lesquelles  les  voussoirs  consécutifs  s'appliquent  les  uns 
contre  les  autres  :  on  les  nomme  généralement yo/w^i.  Lesjoints  exigent 
aussi  la  plus  grande  exactitude  dans  leur  exécution  ;  car,  la  pression  se 
transmettant  d'un  voussoir  à  l'autre  perpendiculairement  à  la  surface 
du  joint,  il  est  nécessaire  que  les  deux  pierres  se  touchent  par  le  plus 
grand  nombre  possible  de  points » 

Monge  dit  dans  un  autre  passage  que  les  joints  d'un  même  vous- 
soir doivent  être  rectangulaires  entre  eux.  Il  confond  donc  sous  la 
dénomination  générale  de  joints  toutes  les  faces  d'application  des 
voussoirs.  D'après  cela,  sa  théorie  de  la  transmission  des  pressions 
normalement  au  joint  n'offre  pas  un  sens  bien  clair. 

Selon  Prony,  les  voussoirs  de  deux  cours  ne  doivent  pas  s'appuyer 
à  nu  les  uns  contre  les  autres,  et  Monge  regarde  comme  nécessaire 
qu'ils  se  touchent  par  le  plus  grand  nombre  possible  de  points. 

On  voit  que  ces  deux  hommes  célèbres  ne  sont  jamais  d'accord  dans 
les  questions  relatives  à  l'art  de  l'ingénieur. 

[*]  Papiers  du  baron  de  Prony,  portefeuille  5o,  dossier  i,  pièce  7.1  bis  (bibliothèque 
de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées). 

'7- 
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Les  raisonm'inc'iils  de  Monge  concernent  im  genro  de  maroiinorie 
dans  lequel  les  pierres  seraient  posées  sans  cales  ni  mortier  et  devraient 
élre  à  peu  près  polies.  Les  anciens  ontemployé  cette  méthode,  et  avant 
que  l'usaj^'e  des  bons  ciments  se  fftt  répandu,  quelques  auteurs  ont 
conseUlé  d'y  revenir  pour  éviter  les  tassements;  mais  de  sond)l;ibles 
procédés  ne  paraissent  possibles  que  quand  les  faces  d'application  des 
voussoirs  sont  planes  :  or  les  considérations  que  Monge  développe  se 
rattachent  à  une  théorie  générale  des  joints  coiubes. 

En  fait,  à  l'époque  où  Monge  a  écrit,  on  posait  les  pierres  d'appareil 
surdos  cales  ordinairement  en  bois  et  quehpu-f'oiscn  plomb.  On  fichait 
ensuite  le  mortier.  Après  le  décintrement,  la  pression  était  transmise 
entre  les  voussoirs  des  différentes  assises,  par  l'intermédiaire  du  mor- 
tier et  des  cales. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  examiner  les  divers  modes  de  pose  employés 
maintenant.  Cette  question  n'aurait  ici  aucun  intérêt. 

Le  passage  que  j'ai  reproduit  pouvait  donner  de  fausses  idées  aux 
commençants,  et  notamment  les  induire  en  erreur  sur  le  degré  d'exac- 
titude nécessaire  dans  la  taille  des  différentes  faces  d'un  voussoir. 

*2i.  Je  continue  les  citations  : 

«  Quant  aux  convenances  particulières,  il  y  en  a  de  plusieurs  sortes 
et  notre  objet  n'est  pas  ici  d'en  faire  l'énumération  ;  mais  il  y  en  a  une 
principale  :  c'est  que  les  lignes  de  division  des  voussoirs  qui,  comme 
nous  venons  de  le  voir,  sont  de  deux  espèces  ['j,  et  qui  doivent  se 
rencontrer  toutes  perpendiculairement,  doivent  aussi  porter  le  carac- 
tère de  la  surface  à  laquelle  elles  appartiennent.  Or  il  n'existe  pas  de 
ligne  sur  la  surface  courbe  qui  puisse  remplir  en  même  temps  toutes 
ces  conditions  que  les  deux  suites  de  lignes  de  courbure,  et  elles  les 
remplissent  complètement.  » 

La  Stéréotomie  est  une  science  positive  ;  elle  a  pour  base  l'expérience 
jx.ur  guides  la  Mécanique  et  la  Géométrie.  On  ne  peut  sans  de  graves 

inconvénients  introduire  dans  ses  spéculations  des  appréciations  vagues 
et  incertaines  comme  celles  qui  précèdent. 


[•j  Monye  dit  en  eff.-t  que  certaines  lignes  divisent  la  voùle  en  assises,  et  d'autres 
une  même  assise  en  voussoirs;  mais  il  se  liorne  à  cette  sim|)le  énoncialion. 
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2r».  On  lit  plus  loin  :  «  Avant  la  découverte  clos  consid/ra- 
tioiis  gromctriqucs  sur  les(|U('ll('S  tout  ce;  fjuc;  nous  venons  do  dire 
est  fondé,  les  artistes  avaient  un  sentiment  confus  des  lois  auxquelles 
elles  conduisent,  et,  dans  fous  les  cas,  ils  avaient  coutume  de  s'y  con- 
former. Ainsi,  |)ar  exemple,  lorsque  la  surface  de  la  voûte  était  de 
révolution,  soit  qu'elle  fût  en  sphéroïde,  soit  qu'elle  fût  en  berceau 
tournant,  ils  divisaient  ses  voussoirs  par  des  méridiens  et  par  des  pa- 
rallèles, c'est-à-dire  par  les  lignes  de  coiubure  de  la  surface  delà  voûte. 

»  Les  joints  qui  correspondaient  aux  méridiens  étaient  des  plans 
menés  par  l'axe  de  révolution;  ceux  qui  correspondaient  aux  paral- 
lèles étaient  des  surfaces  coniques  de  révolution  autour  du  même  axe; 
et  ces  deux  espèces  de  joints  étaient  rectangulaires  entre  eux,  et  perpen- 
diculaires à  la  surface  de  la  voûte.  Mais,  lorsque  les  surfaces  des  voûtes 
n'avaient  pas  une  génération  aussi  ^imple,  et  quand  leurs  lignes  de 
courbure  ne  se  présentaient  pas  d'une  manière  aussi  marquée,  comme 
dans  les  voûtes  en  sphéroïdes  allongés,  et  dans  un  grand  nombre 
d'autres,  les  artistes  ne  pouvaient  plus  suffire  à  toutes  les  convenances, 
et  ils  sacrifiaient,  dans  chaque  cas  particulier,  celles  qui  leur  présen- 
taient les  difficultés  les  plus  grandes.  » 

L'appareil  d'une  voûte  en  sphéroïde  est  déterminé  par  la  direction 
delà  pesanteur,  et  non  par  les  courbures  de  la  douelle. 

Si  l'intrados  à  peu  près  hémisphérique  et  limité  à  un  plan  de  nais- 
sance horizontal  appartenait  à  une  surface  de  révolution  dont  l'axe  s'in- 
clinerait vers  l'horizon  de  45  degrés,  on  ne  prendrait  pas  des  méridiens 
ni  des  parallèles  pour  lignes  d'appareil;  on  établtrail  des  assises  hori- 
zontales divisées  par  des  joints  verticaux. 

Les  intrados  sont  soumis  à  de  certaines  conditions,  tant  pour  leur 
forme  que  pour  leur  position  par  rapport  à  la  direction  verticale;  mais 
on  ne  saurait  trouver  à  ces  surfaces  un  caractère  général  et  précis  qui 
puisse  devenir  la  base  d'une  théorie  sur  la  division  d'une  voûte  en 
voussoirs.  Il  arrive  que  dans  deux  ou  trois  cas  très-simples  on  prend 
des  lignes  de  courbure  pour  lignes  d'appareil.  Cette  circonstance  mé- 
ritait d'être  signalée. 

La  dernière  phrase  du  passage  qui  précède  peut  faire  penser  que  les 
anciens  appareilleurs  ne  procédaient  qu'en  hésitant;  il  n'en  est  rien. 
L'Art  était  parvenu  à  une  grande  perfection,  en  ce  sens  que  l'on  avait 
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(les  Iraccs  sûrs  pour  les  divers  problèmes  que  présentait  l'Architecture. 
De  nouveaux  besoins  ont  fait  surgir  des  (piestions  qui  n'avaient  été  que 
peu  ou  point  étudiées,  et  c'est  alors  ({ue  les  incertitudes  ont  paru. 

26.  Ainsi  que  je  l'ai  déjà  dit  (art.  17),  Monge  conclut  que  «  la  division 
d'une  voûte  en  voussoirs  doit  toujours  être  faite  par  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface  de  la  voûte;  »  mais  il  n'a  |)as  cherché  à  appliquer  celte  règle. 
Les  épures  de  cou[)e  des  pierres  que  l'on  tiouvo  dans  la  collection  de 
l'École  Polytechnique  sont  établies  d'après  lesanciens traits.  Ainsi, dans 
le  biais  passé gaucJte,  V arrière-voussure  de  Marseille,  la  voûte  d'arêtes 
en  tour  ronde  et  Vescalier  vis  à  jour,  les  lignes  d'assise  sur  l'intrados 
gauche  sont  des  droites  ;  dans  la  porte  biaise  rachetant  un  berceau  cjlin- 
driijue,  on  voit  des  coupes  obliques  sur  la  douellc  du  grand  berceau;  le 
biais  passé  cjlindrujue,  la  trompe  biaise]^^,  la  vis  Saint-Gilles  présentent 
égalemeat  des  dispositions  contraires  à  la  règle  des  lignes  de  courbure. 

Les  cpiatre  éditions  de  la  Géométrie  descriptive  du  célèbre  géomètre 
contiennent  l'article  où  l'emploi  de  ces  lignes  est  prescrit  d'une  ma- 
nière absolue,  et  chaque  année  on  faisait  à  l'École  Polytechnique  un 
tirage  des  planchesde  laCollection,  sans  accommoder  lesappareils  à  la 
nouvelle  théorie. 

Lorsqu'on  entreprend  de  le  faire,  on  rencontre  des  difficultés  de 
tout  genre.  Dans  le  biais  passé  ei  Varrièie-voussure  de  Marseille,  par 
exemple,  on  trouve  pour  lits,  au  Heu  de  plans  perpendiculaires  aux 
têtes,  des  surfaces  d'une  description  compliquée  qui  arrivent  oblique- 
ment aux  plans  de  tète;  de  sorte  que  cet  te  méthode,  qui  se  présente  comme 
devant  donner  des  angles  droits  et  des  joints  d'un  tracé  facile,  conduit 
quelquefois  à  des  obliquités  excessives  et  à  des  tailles  impossibles. 

Quanta  la  stabilité,  il  ne  peut  en  être  question.  Se  figure-t-on  une 
lunette,  une  arche  d'un  grand  biais  ou  un  escalier  à  voussures  ram- 
pantes ayant  tles  appareils  tout  différents  de  ceux  à  l'aide  desquels  on 
parvient  aujourd'hui  à  les  établir? 

27.  En  résumé,  je  crois  que  l'idée  capitale  de  l'article  de  Monge 


[*]  L'exemple  de  la  trompe  biaise  est  particulièrement  reinartiuable,  parce  que, 
d'après  Eisonman,  on  expliquait  aux  élèves  l'application  de  la  loi  des  lignes  de  courbure 
à  celle  voûte  {Journal  dr  l'École  Polytechnique,  rallier  III,  p.  ^\\o). 
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est  iiiaddiissil)!*';  <\\ic  les  coiisicir-tiitioiis  secondaires  sont  les  unes  peu 
exiictes,  les  autres  dépourvues  tie  précision;  (jue  les  indications  sur  la 
ronstrnction  des  voûtes  dénotent  l'idisencede  connaissances  suffisantes 
dans  l'art  de  la  maçonnerie;  enfin  que  la  conclusion  est  en  contra- 
diction avec  les  résidlats  les  plus  certains  acquis  à  rArchitecturc. 

Je  regarde  d'ailleurs  que  cet  article  a  une  grande  iMij)ortance  en  ce 
qu'il  permet  d'apprécier  les  préoccu|)ations  sous  rem|)ire  desquelles 
Monge  a  établi  l'enseignement  géométrique  de  la  coupe  des  pierres, 
et  les  conséquences  de  ses  leçons  pour  l'instruction  des  élèves. 

Dans  un  enseignement  bien  ordonné,  chaque  branche  des  connais- 
sances est  exposée  après  les  études  nécessaires,  et  avec  tous  Us  déve- 
loppements convenables.  Les  élèves  comprennent  alors  les  questions, 
et  ne  se  laissent  pas  entraîner  par  des  assertions  gratuites. 

Je  crois  devoir  parler  avec  netteté,  parce  que  la  question  est  impor- 
tante et  qu'une  discussion  sérieuse  me  parait  indispensable. 

28.  J'ajouterai  quelques  mots,  moins  sur  l'articlede  Monge  que  sur 
la  question  même  de  la  division  d'iuie  voûte  en  voussoirs. 

Les  mortiers  ont  une  grande  importance  pour  la  stabilité  des  voûtes. 
Les  bons  ciments  dont  on  dispose  aujourd'hui  établissent  une  grande 
adhérence  entre  les  pierres,  et  diminuent  beaucoup  le  tassement  [*]. 
On  peut  par  suite  adopter  pour  l'aiipareil  des  dispositions  plus  hardies, 
et,  d'un  autre  côté,  accepter  plus  facilement  des  voussoirs  avec  des 
crossettes,  on  en  état  de  charge . 

Pourcertains  biais,  une  arche  doit  être  établie  avec  des  assises  droites, 
si  l'on  a  de  bons  ciments,  et  il  est  nécessaire  de  recourir  à  des  as&ises 
hélicoïdales  cpiand  on  ne  dipose  cjue  de  mortiers  ordinaires. 

On  doit  aussi  avoir  égard  à  la  qualité  et  aux  dimensions  des  pierres 
que  fournissent  les  carrières. 

Dans  son  article,  Monge  ne  dit  rien  des  mortiers.  Les  anciens  auteurs, 
il  est  vrai,  n'en  parlent  pas  beaucoup,  mais  le  point  de  vue  est  différent. 

La  Rue  et  Frézier  écrivent  pour  des  architectes;  ils  présentent  une 

[*J  Les  voûtes  de  |)!iisicurs  ponts  récemment  construits  n'ont  eu  que  des  tassements 
insignitianls.  Dans  U'ois  des  cinq  arches  du  pont  deTilsitt,  élevé  à  Lyon  par  M.  Kk'ilz, 
avec  quelques  soins  particuliers,  la  clef  n'a  pas  éprouvé  d'abaisscuieuC  appréciable  (arc 
de  cercle  ayant  22'",  84  d'ouverture  et  2"',75  de  flèche}. 
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série  d'appareils,  et  leurs  ouvrages  sont,  en  réalité,  plutôt  des  Recueils 
que  des  Traités;  Moiigc  s'adresse  à  des  commençants  et  prétend  établir 
une  théorie  générale. 

Comme  professeur,  j'expose  des  considérations  sur  la  division 
d'une  voûte  en  voussoirs,  à  la  dernière  leçon  du  cours,  en  faisant  luie 
revue  des  appareils.  Sil  me  fallait  résumer  les  règles  dans  une  for- 
mule, je  dirais,  après  Prony,  que  Von  doit  avoir  cgard  aux  conditions 
assez  nombreuses  cjui  dérivent  des  lois  de  la  Stalicjuc,  {le  la  stabilité' 
et  de  l'économie. 

Dans  certaines  constructions  où  la  stabilité  est  facile  à  assurer,  telles 
que  les  voûtes  sphériques,  on  se  préoccupe  aussi  quelquefois  de  l'effet 
que  l'appareil  produira  pour  la  décoration. 

Coupe  des  bois. 

ii9.  Poiu"  les  tracés  de  la  cliarpenlt;  on  emploie  souvent  un  seul 
plan  de  projection,  toujours  horizontal,  et  l'on  place  au-dessus  de  lui, 
dans  diverses  positions,  lapièceque  l'on  veut  tailler.  Les  lignes  ne  sont 
pas  reportées  sur  le  bois  de  la  même  manière  que  sur  la  pierre.  Les 
différences  entre  le  trait  de  la  charpente  et  celui  de  la  coupe  des  pierres 
sont  donc  assez  grandes  au  point  de  vue  du  métier;  mais  il  n'y  a  pas 
de  distinction  sérieuse  à  faire  sous  le  rapport  de  la  Géométrie,  et  l'on 
a  pu  appliquer  sans  effort  la  Géoniétrie  descriptive  à  la  coupe  des  bois. 

Cet  art  est  moins  intimement  lié  à  la  composition  des  charpentes 
que  la  coupe  des  pierres  à  l'établissement  des  maçonneries.  Connaître 
les  principes  de  la  mise  sur  ligne  et  du  piqué  des  bois,  savoir  les  tracés 
des  entures  et  des  assemblages  habituellement  employés,  déverser  et 
délarder  une  pièce  rectangulaire,  établir  l'épure  d'une  pièce  courbe 
telle  qu'un  limon  d'escalier,  voilà  ses  parties  essentielles  [*];  je  dois 
reconnaître  qu'elles  sont  presque  entièrement  géométriques,  et  qu'on 
a  pu,  sans  grand  dommage,  transporter  la  coupe  des  bois  dans  la 
Géométrie,  et  maintenir  la  composition  des  charpentes  dans  la 
Construction.  Toutefois  cette  division  d'un  même  art  en  deux  parties, 


[*]  L'établissement  des  cintres  des  voûtes  compliquées,  et  les  constructions  en  char- 
pente par  lesquelles  on  cherche  à  imiter  les  voûtes  en  pierres,  présentent  quelques 
problùiiics  difficiles;  mais  ces  questions  se  rattachent  à  la  coupe  des  pierres. 
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dont  les  éludes  sont  ordinairenieiil  sépnréesp.ir  un  iissezloriç;  intervnll(; 
de  Icnips,  présente  <livcrs  inconvénients  qne  je  crois  utile  de  sign.'der'. 

30.  Dans  les  épures  d'exercice,  qu'elles  soient  faites  au  crayon  sur 
(lu  papier  ou  à  la  craie  sur  un  tableau,  on  est  obligé  d'employer  deux 
écbelles  didérentes,  l'une  pour  les  diinensions  transversales  des  pièces, 
l'autre  plus  petite  pour  les  longueurs.  Sans  cela,  l'éclielle  unique 
que  l'on  devrait  adopter,  eu  égard  à  l'étendue  dont  on  dispose,  rédui- 
rait tellement  les  petites  parties  des  assemblages  que  la  figure  serait 
peu  distincte  [*]. 

I^es  dessins  de  la  coupe  des  bois  donnent  ainsi  aux  élèves  étrangers 
k  la  Construction  des  idées  fausses  sur  les  proportions  des  pièces.  On 
peut  sans  doute  tracer  des  brisures  pour  rappeler  la  convention  faite; 
on  peut  aussi  montrer  des  modèles  en  relief,  et  l'on  ne  néglige  pas  de  le 
faire;  mais,  malgré  ces  soins,  les  épures  de  charpente  établies  avant 
toute  étude  d'Architecture  conduisent,  en  général,  à  des  appréciations 
inexactes  sur  les  grandeurs. 

51,  Depuis  que  la  coupe  des  bois  est  séparée  de  la  composition  des 
charpentes,  certains  auteurs  ont  introduit  des  tracés  différents  de  ceux 
qui  sont  adoptés  |  *' J,  et  quelquefois  ou  les  a  présentés  aux  élèves  sans 
les  prévenir  de  l'innovation.  Je  pourrais  en  citer  plusieurs  exemples; 
je  me  borne  à  indiquer  l'emploi  d'tui  paraboloïde  dans  le  tracé  des 
assemblages  d'mi  limon  d'escalier  à  courbe  rampante. 

Dans  un  Cours  on  doit  exposer  un  art  tel  qu'il  existe,  sauf  à  signaler 
ses  imperfections  et  à  faire  connaître  les  niodificalions  qui  paraissent 
utiles  [*"|.  On  aurait  sans  doute  toujours  observé  cette  règle  poiu-  la 


[*]  Foir  les  observations  présentées  sur  ce  sujet  par  Einy,  au  commencemenl  du 
chapitre  XIV  <lc  son  remarquable   Traité  de  l'Art  de  la  Cluirpcntcrir. 

['*]  On  lit  dans  M.  Ch.  Dupin  :  o  Les  épures  de  charpente  de  l'École  Polytechnique 
doivent  à  M.  Ferry  les  améliorations  importantes  qui  les  distinj;uent  des  tracés  ordi- 
naires des  charpentiers.  »  [Essai  liistorique  sur  les  services  et  travaux  scientifiques  de 
Gaspard  Monge,  p.  249.) 

Je  crois  que  ces  modifications  n'ont  pas  été  adoptées  sur  les  rliantiers. 

["*J  C'est  ainsi  que  procèdent  les  ingénieurs  qui  ont  écrit  sur  l'Art  de  la  Cliarpenterie 
[l'oir  par  exemple  Emy,  t.  I,  p.  5oo,  et  passim). 

Tome  XIX.  {i'  série).  -  <VvniL  18-4.  iS 
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coii|)r  (les  l)ois,  si  on  l'avait  enseignée  au  jioinl  de  vue  tin  nu'-ticr; 
mais,  /lu  moment  qn'elle  faisait  partie  de  la  Géoniclrie,  les  tracés  ne 
présentaient  plus  que  des  problèmes  grapliicpies,  (pie  l'on  croyait  pou- 
voir modifier  à  son  gré,  sans  se  préocciij)er  de  diverses  circonstances 
collatérales  dont  la  pratique  seule  révile  iim|)ortance. 

Monge  voulait  que  l'on  fît  connaître  aux  élèves  les  tracés  adoptés 
sur  les  chantiers.  On  lit  en  effet  dans  les  Développements  (art.  15,  note) 
qu'un  appareilleur  et  un  charpentier  distingués  dans  l'art  du  trait 
doivent  être  attachés  à  l'École,  et  donner  en  grand  des  leçons  sur  la 
coupe  des  pierres  et  la  coupe  des  bois  [*]. 

Ces  idées  témoignent  d'excellentes  intentions,  mais  l'enseignement 
a  subi  l'influence  inévitable  de  la  méthode  adoptée. 

En  résumé,  je  pense  qu'il  n'est  pas  sans  inconvénient  d'enseigner  la 
coupe  des  bois  à  des  élèves  complètement  étrangers  à  l'Architecture, 
mais  que  cette  disposition  des  études  n'a  eu  aucune  influence  appré- 
ciable sur  les  développements  de  l'Art  de  la  Charpente  dans  notre  pays. 

32.  Monge  a  publié,  dans  le  premier  cahier  du  Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique,  un  article  où,  par  des  considérations  relatives  à  la 
coupe  des  bois,  il  cherche  à  justifier  la  méthode  de  l'enseignement 
préalable  de  la  Stéréotomie. 

«  L'Art  de  laCharpcnterie,  dit-il,  a,  quant  à  son  objet,  le  plus  grand 
rapport  avec  celui  de  la  coupe  des  pierres;  quant  aux  moyens  et  aux 

[*]  Je  ne  veux  pas  discuter,  dans  ce  travail,  la  question  de  l'utilité  que  peuvent 
avoir  dos  exercices  en  grand  sur  la  coupe  des  pierres  et  la  coupe  des  bois;  Je  me  bor- 
nerai il  indiquer  l'opinion  à  laipiclle  j'ai  été  conduit  par  une  étude  attentive. 

Je  ne  crois  pas  que  l'on  puisse  établir  avec  avantage  des  travail^  de  ce  genre  dans 
une  école  qui  n'aurait  pas  un  caractère  tout  à  fait  industriel  et  ;\  laquelle  ne  seraient 
pas  annexés  des  chantiers  permanents. 

Je  regarde  comme  très-utile  de  mettre  des  modèles  entre  les  mains  des  élèves,  mais 
je  n'attache  que  peu  d'importance  à  la  taille  de  petits  morceaux  de  bois  ou  de  plâtre. 
Prony  prescrivait  de  semblables  exercices;  ne  voulant  pas  engager  une  discussion  sur 
ce  sujet,  j'ai  cru  inutile  de  reproduire  la  partie  de  son  programme  qui  y  est  relative. 

Je  suis  convaincu  que  les  élèves  se  faniiliariscronl  promptemcnt  avec  les  procédés 
pratiques  du  trait,  si,  après  avoir  reçu  les  explications  qu'un  professeur  peut  leur 
donner  à  l'amphithéâtre,  ils  ont  des  facilités  pour  suivre  des  travaux  de  construction 
dans  leurs  détails;  tous  les  autres  moyens  d'instruction  me  paraissent  insuffisants. 
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procédés  d'exécution,  il  en  est  très-différenl.  Il  n'y  a  pas  d'art  dans 
lequel  la  Géométrie  ail  été  employée  avec  autant  de  succès;  il  n'y  en 
a  pas  dans  Iccpiel  on  lasso  autant  de  sacrifices  à  la  loi  de  continuité; 
et,  quL'kpie  oxtraoï'duiaire  que  cela  paraisse,  ou  peut  dire  que  la  meil- 
leure école  préliminaire  poiu-  l'Architecture  est  l'élude  de  l'Art  de  la 
Charpenterie:  il  est,  j)oiu- ainsi  dire,  une  application  continuelle  des 
principes  rij^oureux  de  la  Géométrie  aux  règles  flexibles  des  conve- 
nances do  plusieurs  genres.  » 

Il  me  sead)l(!  résulter  de  la  première  phrase,  et  même  de  tout  le 
passage,  qu'en  disant  «  l'Art  de  la  Charpenterie  »  Monge  veutdésigner 
la  coupe  des  bois.  Je  trouve  fort  remarquable  l'appréciation  qu'il  fait 
du  trait  de  charpente  considéré  en  lui-même;  mais  si,  comme  je  le 
pense,  il  a  entendu  que  la  coupe  des  bois  doit  être  enseignée  avant 
toutes  les  autres  parties  de  l'Aichitecture,  je  ne  peux  voir  dans  cette 
proposition  qu'une  assertion  complètement  gratuite. 

La  loi  de  continuité  est  évidente  dans  certains  traits  de  la  Charpen- 
terie '*J,  mais  j'avoue  que  je  ne  saisis  pas  bien  son  application  à 
l'Architecture,  même  après  avoir  éluilié  les  explicalions  données  par 
Eisenman  sur  ce  sujet.  [Journal  de  l'École  Polytechnique,  3*  cahier.) 

DESSIN     GÉOMÉTRIQUE. 

55.  J'ai  dit  (art.  IG)  que  diverses  personnes  regardent  la  connais- 
sance du  trait  comme  assez  peu  utile  aux  ingénieurs.  Une  opinion  du 
même  genre,  mais  moins  répandue,  existe,  je  crois,  à  l'égard  du  dessin. 
Je  vais  reproduire  quelques  lignes  écrites  par  Navior  sur  cette  question. 

«  M.  Bruyère,  qu'assurément  personne  n'accusera  de  n'avoir  pas 
une  idée  juste  de  l'esprit  que  les  ingénieurs  doivent  apporter  dans 
l'exercice  de  leur  profession,  pensait  qu'ils  tievaient  former  leiu"  goût 
dans  inie  étude  assidue  des  arts  du  dessin,  et  se  maintenir,  connue  il 
l'a  fait  lui-même,  jusqu'aux  derniers  instants  de  sa  vie,  dans  l'habitude 
d'exprimer  leurs  idées  et  d'en  étudier  les  combinaisons  par  le  moyen 
du  dessin;  méthode  d'investigation  bien  plus  puissante  que  celle  qui 


[*]  Je  crois  que  la  continuité  dont  parle  IMonge  est  la  disposition  géométrique  qui  a 
pour  expression,  en  Charpenlerit,  la  loi  des  homologues.  {P'oir  Emy,  t.  I,  p.  ^^et 
suiv.) 

i8.. 
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consisterait  à  se  borner  à  une  simple  contemplation  lulcllecliielU;. 
Ajoutons  c|ue  tous  les  ingénieurs  qui  ont  acquis  de  la  réputation  en 
France  dans  le  dernier  siècle,  MM.  Perronet,  de  Cessart,  Gaulhey,  ont 
agi  d'après  les  mêmes  principes,  ainsi  que  les  ingénie  urs  anglais  les  plus 
célèbres.  »  [ylinialcs  des  Ponts  et  Clinussccs,  i8'J3,  2."  semestre.) 

Je  m'occuperai  desdillérents  modes  de  dessin  géométri(pie.  Le  dessin 
pittoresque  et  le  lavis  sont  utiles  à  l'ingénieur,  mais  ils  ne  rentrent  pas 
dans  le  cadre  de  cette  étude. 

Perspective. 

5i'.  Le  trait  de  Perspective  comprend  tous  les  tracés  qui  servent  à 
établir,  sur  un  plan,  la  projection  conique  d'un  objet  donné  dans  les 
conditions  nécessaires  pour  obtenir  une  bonne  représentation;  à  faire 
sur  cette  projection  les  diverses  constructions  utiles  dans  le  dessin, 
notamment  la  détermination  des  ombres;  enfin  à  revenir  d'une  per- 
sj)(>ctive  aux  figures  géométrales,  lorsque  cela  est  possible.  Les  tracés 
des  bas-reliefs  dé|)endent  encore  du  trait  de  Perspective.  Je  ne  parle 
pas  des  tableaux  courbes,  parce  qu'en  général  on  les  obtient  en  cra- 
ticulaiit  d'après  des  perspectives  planes. 

Ces  opérations  constituent  un  art  important,  très-utile  à  l'archi- 
tecte, qui  sur  des  figures  géométrales  ne  pourrait  apprécier  qued'tuie 
manière  imparfaite  les  effets  que  produira  l'édifice  qu'il  a  projeté.  Les 
saillies  disparaissent  sur  une  élévation  ;  on  cherche,  il  est  vrai,  à  les 
rendre  sensdjles,  par  des  traits  ressentis  ou  par  des  ombres,  mais  ces 
deux  procédés  sont  insuffisants.  D'un  autre  côté,  dans  le  dessin  ordi- 
naire de  l'Architecture,  les  diverses  parties  d'un  édifice  sont  représen- 
tées sur  des  élévations  distinctes,  et,  quand  il  y  a  des  différences 
entre  les  décorations  de  deux  façades  contiguës,  ce  qui  arrive  souvent, 
on  prévoit  difficilement  les  contrastes  et  les  harmonies  qui  se  produi- 
ront dans  une  vue  oblique. 

3Î>.  En  Perspective,  l'exactitude  relative  doit  êlre  surtout  recher- 
chée. On  peut,  sans  grand  inronvénient,  augmenter  ou  diminuer  les 
dimensions  d'un  perron  ou  même  le  déplacer  légèrement,  mais  les 
arêtes  parallèles  doivent  converger  vers  un  même  point,  et  il  est 
essentiel  cpie  les  hauteurs  des  marches  d'une  part  et  leurs  girons  de 
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l'autre  correspoiidcnl  à  des  longueurs  égales.  Quand  on  dessine  une 
arcade,  l'œil  n'aperçoit  pas  les  ])etils  défauts  que  peuvent  avoir  les 
courlies  des  deux  tètes;  mais  il  est  choqué  si  ces  lignes  ne  représentent 
pas  dans  l'espace  des  arêtes  identiques. 

La  perspective  des  moulures  a  une  grande  iiii|)ortaiice;  car,  dans 
l'étude  d'un  édifice  considérable,  il  est  essentiel  que  l'architecte  puisse 
apprécier  l'effet  que  l'ornenienlation  produira  de  différents  points  de 
vue.  Or  les  lignes  d'une  corniche  sont  très-raiiprochées  les  unes  des 
autres,  et  des  erreurs  même  peu  considérables  dans  leurs  positions  rela- 
tives en  perspective  modifieraient  d'une  manière  sensible  la  modénature. 

D'après  cela,  pour  que  l'on  obtienne  de  bons  résultats,  le  trait 
doit  présenter  des  constructions  bien  liées,  c'est-à-dire  telles  qu'en  gé- 
néral chacune  des  petites  erreurs  que  l'on  couimet  quand  on  opère 
rapidement  déplace  simultanément  tous  les  points  d'un  groupe,  et 
non  pas  un  seul  d'entre  eux. 

Il  est  ensuite  à  désirer  que  l'on  ait  des  vérifications  dans  le  cours  du 
travail,  pour  que  les  inexactitudes  soient  promptemeut  reconnues. 

Les  figures  géométrales  qui  servent  à  l'établissement  d'une  perspec- 
tive ont  souvent  des  échelles  différentes.  Quelquefois  certains  détails 
d'une  façade  sont  donnés  à  une  échelle  plus  grande  que  l'élévation 
générale.  Les  tracés  doivent  pouvoir  s'accommoder  sans  effort  à  ces 
diverses  circonstances. 

On  voit  que  le  trait  de  Perspective  présente  des  difficultés  d'une  na- 
ture assez  délicate.  En  Stéréotomie,  les  données  sont  toujours  intro- 
duites de  la  même  manière;  on  opère  par  épures  régulières  et  sinon 
conslanunent  rigoureuses,  du  moins  compléleinent  géoméliicjues  :  les 
opérations  grapbiques  de  ces  deux  arts  sont  dans  des  conditions  très- 
différentes. 

5G.  Quand  Monge  s'est  occupé  de  la  Perspective,  le  trait  de  cet  ait 
n'avait  pas  atteint  le  degré  de  perfection  et  d'unité  auquel  celui  de  la 
coupe  des  pierres  était  parvenu;  mais  cependant  plusieurs  problèmes 
difficiles  avaient  été  résolus.  Ainsi  l'on  trouve  de  bons  tracés  pour  la 
déli  rmination  directe  des  ombres  sur  un  tableau,  dans  le  Traité  écrit 
en  iG4a  par  lui  Parisien  de  la  Compagnie  de  Jésus.  L'ouvrage  de  Jeaiu'at, 
qui  est  de  1 760,  donne,  de  plus,  la  construction  des  images  par  réflexion 
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dans  divers  cas,  et  la  di'-terminatioti  du  conlonr  apparent  d'une  sinface, 
comme  enveloppe  des  |)ers|)ectives  de  ses  lignes  géïK'ratricos  |  *  |. 

Moii<;e,  avant  érigé  le  trait  de  la  coupe  des  pierres  en  trait  universel, 
devait  naturellement  l'appliquer  à  la  l'erspective.  Nous  possédons  de 
lui  sur  cette  question  un  Mémoire  qu'il  a  composé  à  Mézières  [**  J,  une 
leçon  recueillie  et  |)ubliée  par  lirissoii  et  les  épures  de  la  Collection 
de  l'Ecole  l'olytechnitjue. 

Lorsqu'un  objet  est  déterminé  par  des  figures  géométrales,  on  peut 
|)ar  les  procédés  ordinaires  de  la  Géométrie  descriptive  construire  sa 
perspective  sur  un  plan  donné  et  pour  un  point  de  vue  connu.  Les 
tracés  doivent  être  laits  avec  une  grande  exactitude,  parce  qu'ils 
manquent  de  ce  genre  de  précision  d'ensend)le  dont  j'ai  parlé  à 
l'art.  35.  Ils  présentent  d'ailleurs  des  dilïicultésd'unenature  S|)éciale. 

Presque  toujours,  dans  le  dessin  d'un  édifice,  on  représente  deux 
façades.  Or  chacune  d'elles  est  donnée  par  iM)e  élévation  distincte:  il 
faut  en  conséquence,  pour  établir  une  perspective,  considérer  des  pro- 
jections sur  un  plan  horizontal  et  deux  plans  verticaux.  Souvent  le 
tableau  n'est  perpendiculaire  à  aucun  de  ces  derniers. 

Conmie,  d'ailleurs,  le  point  de  vue  se  trouve  ordinairement  en  dehors 
delà  feuille  de  dessin,  et  que  les  figures  géométrales  sont  quelquefois 
à  des  échelles  différentes,  la  méthode  conduit  à  des  tracés  très-péni- 
bles, dans  la  plupart  des  applications  sérieuses.  Il  n'est  pas  possible  de 
rein|)loyer,  quand  on  veut  déterminer  directement,  sur  un  tableau, 
des  ombres,  des  images  par  réflexion,  des  intersections  de  voûtes,  etc. 
Enfin  ('lie  ne  donne  aucun  procédé  pour  restituer  les  figures  géomé- 
trales d'un  objet,  d'après  sa  perspective. 

37.  Les  disciples  de  Monge  ont  développé  sa  méthode  de  Perspec- 
tive; mais  plusieurs  d'entre  eux  en  reconnaissaient  les  inconvénients. 

Eu  1807,  Hachelte  a  publié,  sur  la  Méthode  des  points  de  concours, 
c'est-à-dire  sur  l'ancien  trait,  un  article  qui  contient  le  passage  suivant  : 

«  Dans  l'enseigtiement  de  cet  art  (l'Architecture)  tel  qu'il  se  fait  à 


[*]  II  est  possible  que  l'on  trouve  ces  liails  dans  des  ouvrages  plus  anciens.  Je 
n'alfirnie  rien  à  cet  égard. 

[**  jOn  dcit  la  cunnaissancc  de  ce  travail  à  Olivier,  qui  l'avait  trouvé  dans  les  Archives 
de  l'École  dcSIcI/.  [.tjjjjlicalion  île  la  Ccumcthc  ttacrijjtiic,  p.  iGi). 
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l'F.colo  I'oIylrc:hiii(|ii(',  on  omploie  los  dessins  ^('"ninrtntnx  prmr  la 
coinposilioti  (les  nioninnciils,  et  Ion  l'ait  sentir  aux  élevés  lutililé  des 
dessins  perspectifs  pour  juger  de  l'effet  des  compositions.  Il  serait 
donc  à  désirer  que  ceux  de  Messieurs  les  élèves  qui  désirent  cultiver 
plus  particulièrement  l'Areliitecture  coiuiussenl  les  méthodes  de  per- 
spective plus  faciles  et  niolMs  longues  que  la  méthode  générah;  qui  est 
l'objet  d'une  partie  de  mon  Cours  de  Géométrie  descriplh'e.  Je  me  suis 
proposé  de  leur  faire  connaître  la  mèûioùe  des  points  de  concours.  Les 
auteurs  des  Traités  de  Perspective  l'ont  bien  indiquée,  mais  mon  objet 
est  d'éviter  à  nos  élèves  la  lecture  longue  et  pénible  des  livres  qui  ont 
été  écrits  sur  cette  matière,  et  de  leur  faire  voir  comn)cnt  cette  mé- 
thode pratique  se  déduit  de  nos  principes  de  Géométrie  aux  trois 
dimensions.  »  [Correspondance  sur  V École  Polytechnique,  vol.I,  p.  3i3.) 
Après  avoir  lu  ce  passage,  on  se  demande  pourquoi  on  n'enseignait 
pas  à  tous  les  élèves  la  méthode  pratique,  celle  qui  était  la  plusjacile 
et  la  moins  longue. 

38.  Vallée  émet  des  opinions  analogues  à  celles  de  Hachette,  et  les 
appuie  de  considérations  très-judicieuses.  En  parlant  de  la  méthode 
de  Perspective  par  les  procédés  de  la  Géométrie  descriptive,  il  dit  : 

«  Elle  est  simple,  facile  à  se  mettre  dans  la  mémoire,  et  la  seule  qui 
soit  applicable  aux  tableaux  courbes  [*]. 

»  Mais  elle  n'est  pas  sans  inconvénients  :  elle  exige,  quand  le  point 
de  vue  est  éloigné,  des  constructions  très-étendues;  elle  donne  une 
ligne  droite  par  le  moyen  de  points  qui  se  construisent  un  à  lui,  ce  qui 
rend  les  petites  erreurs  inséparables  de  cbaque  opération,  souvent  très- 
préjudiciables  à  l'effet  du  résidtal  ;  enfin  on  ne  peut  s'en  servir  facile- 
ment qu'en  construisant  préalablement  des  projections  de  l'objet  siu- 
lesquelles  le  tableau  soit  représenté  d'une  manière  extrêmement  simple. 

»  Ce  dernier  inconvénient  est  surtout  très-grave....  »  [Science  du 
dessin,  art.  217.) 

Il  est  assez  remarquable  de  voir  ime  méthode  aussi  sévèrement  cri- 
tiquée par  les  auteurs  mêmes  qui  l'exposent  et  la  développent. 

Les  observations  de  Vallée,  sur  les  petites  erreurs  qui  deviennent 


[']  J'ai  déjà  dit  qwe  l'on  construit  les  perspectives  sur  tableaux  courbes,   en  cra- 
ticulant  d'après  des  perspectives  planes. 
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tri'S-préjiulicables  à  l'effol  du  ix-siilfat,  confirment  les  observations  tiue 
j'ai  présentées  à  l'article  5o. 

.")}).  Les  idées  (le  'Nlonge  sur  la  IVrspeclivc  n'ont  pas  pénétré  dans 
les  Écoles  de  dessin  ni  dans  les  ateliers  des  artistes,  l'iusieurs  auteurs 
ont  j)ublié  des  ouvrages  dans  lesquels  l'ancien  trait  est  exposé  et  ap- 
pliqué à  de  nouveaux  problèmes,  notamment  à  la  représentation  des 
objets  éloignés,  question  importante,  dans  lacpielleles  tracés  ordinaires 
ne  donnent  pas  une  exactitude  surfisante.  L'art  delà  Perspective  a  ainsi 
contiiMié  de  progresser  dans  notre  pays. 

Les  établissements  peu  nombreux  dans  lesquels  la  méthode  par  la 
Géométrie  descriptive  a  été  adoptée  n'ont  pas  obtenu,  je  crois,  des 
résultats  bien  avantageux.  Les  élèves  ont  appris  h  discuter  les  formes 
singulières  que  présentent  les  cônes  circonscrits  aux  surfaces,  mais  ils 
ne  se  sont  pas  familiarisés  avec  les  tracés  pratiques  [*]. 

Les  conséquences  sont  faciles  à  apprécier. 

Les  ouvrages  écrits  sur  l'Art  des  constructions  dans  le  dernier  siècle 
contiennent,  en  général,  des  perspectives  qui  en  facilitent  beaucoup 
l'élude  [**],  et  l'on  no  trouve  plus  que  des  figures  géométrales  dans 
les  ingénieurs  de  l'école  de  Monge. 

La  photographie  ramène  les  perspectives;  elle  rend  de  grands  ser- 
vices, mais  on  ne  peut  l'emplover  que  pour  représenter  un  objet  qui 
existe,  vu  d'un  point  dont  l'accès  est  facile. 

La  perspective  par  le  trait  permet  seule  à  un  ingénieur  d'apprécier 
et  de  faire  facilement  comprendre  le  caractère  et  les  dispositions  de 
l'édifice  qu'il  a  projeté,  et  de  dessiner  l'édifice  qu'il  a  construit,  du 
j)oint  do  vue  (accessible  ou  inaccessible)  d'où  l'on  eu  saisit  le  mieux 
rensemble  et  les  principaux  détails. 

40.  La  Perspective  ne  doit  pas  être  séparée  du  Dessin.  La  recherche 


[*]  Dans  les  exercices  que  présentent  certains  ailleurs,  on  trouve  les  procédés  de 
Monge  combinés  avec  l'ancien  irait.  Les  tracés  ainsi  obtenus  ne  mériteraient  quelque 
attention  (]Uf  s'ils  formaient  une  nsélhode,  ce  qui  n'est  pas. 

Je  crois  (]ue  le  seul  n'suilat  de  ces  tentatives  a  clé  de  jeter  de  la  confusion  dans  l'es- 
prit des  élèves. 

[**]  f o/r  Régemortes,  Cessart,  Perronct,  Pitron,  etc. 
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(le  Va  (lisfancp  la  plus  coiivcMi.thlo  dans  chaque  cas,  la  discussion  des 
a|)|)ar('MC('s  (|u'iiii  inriiic  laljU-au  pirscnlo  à  divers  spectateurs,  l'étude 
des  dérogations  qui  penvent  être  nécessaires  doivent,  je  crois,  tenir 
une  |)lace  iniportanle  dans  l'enseigtienient.  On  ne  peut  apprécier  des 
tracés  (pie  lorsqn'on  s'est  rendu  coin|)te  des  erreiu's  que  l'œil  reconnaît 
le  plus  facilement.  Je  pense,  par  suite,  ipi'il  v  amait  de  graves  incon- 
vénients à  considérer  la  Perspective  conune  une  simple  hrancliede  la 
Géométrie. 

Cela  parait  cependant  avoir  été  fait  à  l'École  Polytechnique;  car  on 
lit  dans  les  Dcvcloppemriits  :  «  Elle  (la  Pers[)eclive  linéaire)  est  entiè- 
rement du  ressort  de  la  Géométrie  descriiitive;  les  règles  générales  en 
sont  simples;  on  peut  facilement  les  apprendre  dans  un  joiu-  et  se  les 
rendre  familières  dans  un  mois  ». 

Je  crois  qu'il  est  |)Iiis  difficile  que  ne  le  pensait  Monge  d'apprendre 
la  Perspective.  Il  ne  suffit  pas  de  connaître  les  principes  d'une  bonne 
méthode,  il  faut  encore  en  faire  des  applications  variées  et  assez  nom- 
breuses. Si  l'on  voulait  que  cet  art  fût  connu  des  ingénieurs,  on  devrait 
demander  aux  élèves  de  joindre  aux  figures  géométrales,  et  suivant 
les  circonstances,  des  vues  de  différents  genres  (de  front,  obliques, 
à  vol  d'oiseau,  cavalières),  dans  leurs  exercices  d'Architecture  et  de 
Construction  ['J. 

Les  honunes  qui  embrassent  la  carrière  d'ingénieur  sont  laborieux 
et  intelligents.  Ils  peuvent  tous  apprendre  le  dessin  géométrique,  qui 
n'exige  pas,  comme  le  dessin  pittoresque,  un  sentiment  artistique 
développé.  Si  sur  ce  point  leur  instruction  laisse  à  désirer,  c'est  cjue 
l'enseignement  est  défectueux. 


[*  J  Dans  l'enseignement  établi  par  Monge,  on  demandait  aux  élèves  tme  série  d'ef- 
forts sur  différents  sujets  que  l'on  abandonnait  ensuite  entièrement  {voir  les  Défclnp- 
pemenls).  Tous  Its  Arts  grapliiiiues  étaient  compris  dans  un  cours  de  la  première 
année,  et  dans  la  suite  ilcs  étudis  on  ne  devait  plus  parler  du  trait  (art.  \'ô,  note). 
Après  un  mois,  renseignement  de  la  Pers|)ective  était  considéré  comme  complet;  de 
même  pour  les  ombres,  etc.  Je  crois  que  cette  méthode  présente  de  graves  inconvé- 
nients. Il  s'agit  ici  beaucoup  moins  de  la  «piantité  de  travail  à  demander  aux  élèves 
que  de  sa  répartition. 

Tome  XIX  (?.«  série'!.  —  Avr.u.  187',.  I9 
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Pcrspccfivc  ravalicic. 

il .  Les  iiincliiru"^,  los  voiissoirs,  It^s  pièces  de  charpente  en  (er  ou 
en  l)()is  ont  fpielqnefois  des  formes  compliquées,  dont  ou  doit  se 
rendre  un  compte  exact  et  que  les  figuies  géométrales  n'indiquent  pas 
d'inie  manière  snffisimmenl  claire. 

Pour  cette  étude  des  formes,  les  anciens  architectes  employaient 
souvent  le  mode  de  projection  oblique,  connu  sous  le  nom  de  Per- 
spcctii'e  cavalière.  La  Une  en  donne  des  exemples  remarquables  :  sur 
chaciuie  des  planches  de  son  Traité  de  coupe  des  pierres,  il  a  placé  de 
belles  perspectives  qin  représentent  des  voussoirs  dont  la  taille  est  par- 
venue à  divers  degrés  d'avancement.  Les  lignes  de  front  sont  à  l'échelle 
des  figures  géométrales,  et  les  lignes  fuyantes  ne  sont  pas  réduites.  Ces 
dispositions  rendent  les  comparaisons  très-faciles. 

Un  Traite  des  Ombres,  provenant  de  Tvlézières  et  publié  par  Olivier, 
qui  l'avait  trouvé  dans  les  archives  de  l'École  de  Metz,  nous  apprend 
que,  sur  les  épures  de  char()ente  de  l'ancienne  Ecole  du  Génie,  on 
avait  employé  avec  succès  la  Perspective  cavalière,  pom*  indiquer  la 
forme  des  pièces  [JppUcations  de  la  Géométrie  descriptive,  p.  9). 

42.  Monge  et  ses  disciples  n'ont  rien  écrit  sur  la  Perspective  cava- 
lière, mais,  eu  fiit,  ils  la  repoussaieni  [*]. 

Les  épures  de  Stéréotomie  de  la  collection  de  l'École  Polytechnique 
ont  été  extraites  de  l'ouvrage  de  La  Rue  et  des  cahiers  manuscrits  de 
l'École  de  Mézières  [**]■  Ces  dessins  portaient  les  uns  et  les  autres  des 
perspectives  cavalières;  elles  lurent  toutes  supprimées.  On  tâchait  de 
suppléer  par  des  modèles  au  manque  de  clarté  des  épures. 

Les  reliefs  sont  certainement  utiles  pour  les  éludes  de  Stéréotomie, 
mais  dans  un  amphithéâtre  ils  présentent  de  graves  inconvénients  : 
afin  de  rendre  les   voussoirs  maniables,  on  est  obligé  de  les  réduire 


[*]  Qucl(|iies  ailleurs  de  l'école  de  Mnnge  ont  employi",  dans  diverses  circonsl.inccs, 
des  figures  qui  ont  une  .ipparcnce  de  Perspective  cavalière,  mais  ils  ne  font  pas  con- 
naître les  tracés  à  l'aide  dcs(piels  ils  les  ont  établies,  et  l'on  peut  douter  qu'ils  .se  soient 
assiijellis  à  une  règle  précise. 

On  trouve  des  figures  de  ce  genre  dans  la  Géométrie  descriptive  de  Monpe. 

[**]   Voir  la  préliice  de  la  Géométrie  descriptive  Ae  iiaclictte. 
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corisidcTableiiiciit,  ot  alors  t[iu'lini(s-uiKS  de  leurs  parties  dcvicniiiiii 
lro|)  petites  pour  être  lacilciiieiit  distinguées  par  tous  les  auditeurs.  1! 
est  d'ailleurs  ([ueUpiefois  dillicde  de  saisir  la  coucordaiice  des  diverses 
arêtes  du  modèle  avec  les  lignes  de  l'épure,  par  suite  de  la  diUéreuce 
des  |)roportious. 

Lorscpi'un  |)roresseur  établit  géuniétriquemeiit  des  perspectives  cava- 
lières eu  expliijuaiit  les  tracés,  il  lait  cou)|)rendie  à  la  fois  l'agenceineut 
des  différentes  faces  du  voussoir,  l'oidre  des  opérations  de  la  taille  et 
l'emploi  de  figures  s|>éciales  pour  discuter  des  formes  compliquées. 

45.  Le  rejet  de  la  Perspective  cavalière  me  semble  être  une  consé- 
quence naturelle  de  la  doctrine  de  Monge. 

Ce  mode  de  dessin  a  un  trait  qui  lui  est  propre.  Le  trait  de  la  coupe 
des  pierres  étant  érigé  en  trait  universel,  il  fallait  ou  abandonner  la 
Perspective  cavalière,  ou  en  faire  tous  les  tracés  par  les  procédés  géné- 
raux delà  Géométrie  descriptive,  ce  qui  introduisait  une  conqilication 
extrême.  Le  clioix  ne  pouvait  être  douteux. 

De  nouveaux  modes  de  perspective  ra|)ide  qui,  dans  mou  ajiprécia- 
lion,  ne  présentent  pas  autant  d'avantages  que  la  Perspective  cavalière, 
se  sont  répandus  depuis  un  certain  nombre  d'annéesen  Ai.gleterreeten 
Allemagne.  Lesingénieurs  decespayssaventen  tirer  un  excellent  parti. 

La  Perspective  conique  est  préférable  sans  doute  à  tout  autre  mode 
de  dessin,  quand  on  veut  apprécier  l'effet  que  produira  un  édifice; 
mais,  lors([u'on  se  propose  seulement  d'étudier  l'agencement  des  diffé- 
rentes pièces  d'une  macbine  ou  des  parties  d'une  construction,  une 
figure  cavalière  nie  paraît  plus  avantageuse,  parce  qu'on  l'établit  faci- 
lement et  ([u'elle  peut  être  accompagnée  d'une  écbelle. 

Représentations  ombrées. 

4i.  La  détermination  des  ombres  dépend  du  trait  i-pécial  du  dessin 
sur  lequel  on  opère.  Les  procédés  de  la  Géométrie  descriptive  s'ap- 
pliquent immédiatement  au  tracé  des  lignes  d'ombre  sur  les  figures 
géométrales.  Pour  un  tableau,  il  faut  recourir  au  trait  de  Perspective. 

Dans  le  dessin  géométral,  les  ombres  sont  employées  pour  suppléer 
à  l'insuffisance  des  iutlications  que  fournit  une  figure  considérée  isolé- 
ment, et  eu  rendre  l'intelligence  plus  facile. 

19.. 
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Ce  résultat  n'est  pas  obtenu  quand  les  objets  ont  des  formes  coni- 
|)Ii(|uées  :  le  tracé  des  ombres  est  alors  laborieux  et  il  devient  dilficile 
de  les  interpréter. 

Quelques  dessinateurs  ne  représentent  pas  toutes  les  ombres  portées. 
Je  comprends  bien  qu'on  puisse  modifier  légèrement  les  contours  ob- 
tenus lorsqu'ils  ont  une  forme  bizarre;  mais  une  convention  par  laquelle 
on  indique  certaines  ondires,  tandis  qu'on  en  siqiprime  d'autres  qui 
so;it  tout  aussi  apparentes,  ne  me  sendjle  satisfaisante  sons  aucun  rap- 
port. A|)rés  avoir  étudié  un  granil  nombre  de  dessins,  je  suis  arrivé  à 
conclure  qu'il  est  convenable  de  ne  marquer  les  ombres  que  lorsqu'on 
peut  le  faire  d'une  manière  rationnelle,  sans  introduire  de  la 
confusion. 

L'école  de  INIonge  a  adopté  l'emploi  des  figures  géométrales  ondjrées, 
sans  doute  parce  que  dans  ce  mode  de  dessin  les  tracés  sont  de  sim- 
ples applications  des  procédés  ordinaires  de  la  Géométrie  descriptive. 

Dans  la  Perspective  cavalière,  les  ombres  se  développent  sur  les  dif- 
férents plans  de  front  et  ne  produisent,  en  général,  aucune  confusion. 

Une  grande  exactitude  n'est  jamais  nécessaire  dans  les  problèmes 
d'ombre,  et  les  tracés  réellement  utiles  sont  simples,  au  moins  lors- 
qu'on opère  sur  des  figures  géométrales  ou  cavalières. 

i5.  Monge  s'est  occupé  de  la  direction  qu'il  convient  de  donner 
aux  tailles,  qui,  dans  la  gravure  en  taille-douce,  servent  à  exprimer  les 
ombres  et  le  modelé.  11  affirme  que  les  contours  les  plus  propres  à 
donner  une  idée  de  la  courbure  d'une  surface  sont  les  projections  de 
ses  lignes  de  courbure.  Le  célèbre  géomètre  n'a  présenté,  du  reste, 
aucun  raisonnement  à  l'appui  de  son  assertion. 

Les  intensités  relatives  des  teintes  aux  différents  points  d'un  corps 
dépendent  non-seulement  de  la  forme  de  la  surface,  mais  encore  de  sa 
position  par  rapport  au  spectateur,  et  de  la  direction  des  rayons  de 
lumière.  D'après  la  loi  de  ]\Ionge,  ces  deux  dernières  circonstances 
pourraient  influer  sur  la  largeur  et  respacenienl  des  tailles,  mais  non 
sur  leur  forme.  Il  me  semble  que  l'on  ne  devrait  accorder  quelque 
atlenlion  à  un  semblable  résultat,  si  les  disciples  du  grand  géomètre 
en  avaient  donné  une  explication  plausible,  ou  une  vérification  d'après 
les  œuvres  des  bons  artistes. 
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Je  crois  que  r.irficle  de  Monge  n'a  eu  aucune  influence  sur  l'art  de 
la  Gravure,  maison  le  reproduit  encore  dans  des  ouvrages  didactiques, 
ce  que  je  regarde  connue  regrettable. 


ARTS    GRAPIUQUliS    UIVKKS. 

iG.  .Vai  adopté  dans  ce  Mc^moire  l'expression  iVyfits  graphiques 
parce  (pi'elle  est  employée,  mais  je  la  trouve  assez  impioprc;  elle 
corresponil  à  l'idée  d'après  la<juelle  des  arts  ayant  Ions  une  partie 
graphique  plus  ou  moins  importante,  et  d'ailleurs  de  natures  très- 
diverses,  avaient  été  compris  dans  le  cours  de  Géométrie  descriptive  de 
l'École  Polytechnique  [']. 

Cette  dis|)osition  ofirait,  je  crois,  l'inconvénient  de  donner  dans 
l'enseignement  un  lôle  trop  considérable  à  la  Géométrie.  La  Gnomo- 
nique  et  la  Géographie  ne  se  présentent  pas  avec  le  même  caractère 
lorsqu'on  les  regarde  comme  des  branches  de  la  Géométrie  descrip- 
tive ou  comme  des  dépendances  de  l'Astronomie  et  de  la  Géodésie. 

La  Géographie  em|)loie  plusieurs  modes  de  projection,  et  chacun 
d'eux  a  un  trait  particulier.  On  ne  voit  pas  bien  comment  on  pouvait 
rattacher  tous  ces  traits  à  celui  de  la  coupe  des  pierres,  suivant  la 
conception  de  Monge. 

Je  ne  veux  pas  présenter  ici  une  étude  sur  l'enseignement  de  la 
Géographie  et  de  la  Gnomonique,  parce  que  ces  sciences,  considérées  au 
point  de  vue  des  opérations  graphiques,  ne  sont  pas  utiles  à  l'ingénieur 
pour  ses  travaux  ordinaires. 

Par  suite  des  progrès  de  l'horlogerie  et  du  dévelopjjcment  de  la  télé- 
graphie électrique,  les  cadrans  ont  perdu  une  grande  partie  de  leur 
importance.  On  n'enseigne  actuellement  la  Gnomonique  que  dans  un 
petit  nombre  d'établissements,  et  partout,  je  crois,  on  l'a  rattachée  à 
l'Astronomie;  c'est  là  sa  véritable  ])lace. 

[*J  On  lit  dans  le  programme  du  cours  de  Géométrie  descriptive  pure,  annexe  au 
Rapport  (lu  Conseil  de  perfectionnement,  du  3  nivôse  an  IX  :  «  Celte  partie  de  la 
Gconictric  dcsciiptive  comprendra  les  principes,  la  Coupe  des  pierres,  la  Clinr|.ente,  Ks 
Ombres,  la  l'erspeclive,  la  Géométrie,  le  Lavis,  la  Géographie,  la  Gnomonique  et  l'ap- 
plication de  l'Analyse  à  la  Géométrie  des  trois  dimensions. 
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On  a  oralement  srpiiré  de  la  Géoméirie  descn|)tive,  avec  beaucuii|) 
de  raison,  la  Gi"ogia[)liie  et  le  Lavis,  qui  y  étaient  couijjiis  dans  l'orga- 
nisation de  Monge. 

CONSIDlillATIONS    GÉMÉRALES. 

i7.  Je  crois  avoir  établi  qu'on  ne  doit  pas  résoudre  par  une  même 
niétlioile  les  problèmes  (jne  présentent  les  dillérents  arts  graphiques; 
mais,  l'idée  d'un  Irait  universel  étant  rejetée,  il  reste  à  rechercher  si 
l'enseignement  de  chaque  art  doit  être  divisé  en  deux  parties  com- 
prenant: la  première,  l'exposition  abstraite  du  trait,  et  la  seconde  son 
application. 

J'examinerai  d'abord  cette  question  pour  la  conpedes  pierres. 

Par  suite  des  travaux  de  Monge  et  de  Lacroix,  la  partie  géométrique 
de  la  Stéréotomie  proprement  dite  [*]  est  extrêmement  simpiiBée.  La 
coupe  des  pierres,  réiluite  pour  les  tracés  à  une  description  des  appa- 
reils, peut  être  séparée  de  la  Géométiie  et  rattachée  à  la  Construction. 
Ce  résultat  serait,  je  crois,  très-avantageux. 

Si  l'enseignement  de  la  Stéréotomie  doit  rester  purement  géomé- 
trique, l'exposition  préalable  du  trait  ne  me  parait  pas  Irés-ulile. 
{>e  mode  d'enseignement  permet,  il  est  vrai,  de  discuter  sur  un  petit 
nombre  de  questions  les  diverses  combinaisons  graphiques  que  les 
tracés  peuvent  offrir,  mais  il  présente  en  Ini-niéme  bien  plus  de  diffi- 
cultés. Lorsqu'on  s'occupe  directement  des  appareils,  plusieurs  des 
parties  les  plus  importantes  de  l'épure  sont  d'une  évidence  intuitive. 
Ainsi  un  commençant  conçoit  immédiatement  ce  que  sont  le  plan  et 
l'élévation  d'une  voûte,  et  comment  on  peut  établir  ces  deux  figures 
sur  une  même  feuille,  tandis  qu'on  est  obligé  de  recourir  à  de  minu- 
tieuses explications  pour  faire  comprendre  le  rabattement  du  p!:tn 
vertical  sur  le  plan  horizontal. 


[*]  Autrefois  l'expression  de  Stéréoioinie  ne  désignait  pas  seulement  la  loiijic  des 
pierres  et  des  Ijois,  mais  aussi  le  trait  considéré  en  lui-même  (Foir  Frézicr, 
La  Rue,  etc.).  Celte  signification  a  clé  conservée  pendant  qucl(|uc  temps  après  les  tra- 
vaux de  Moiigc.  Ainsi  lluchelte  et  Prony  parlent  de  la  u  Sluréutouiie  appliquée  aux 
ombres  et  à  la  perspective.  » 
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48.  Ce  quo  j(>  viens  de  dire  toiiorriic  l*("nscif.;Ticm(Mil  dans  les  (''i-dIc  s. 
Je  omis  que,  lorsc|ii'oii  s'adresse  ;i  des  lailleiirs  de  pierres,  il  est  tou- 
jours préférabhe  do  laisser  de  coté  la  Géométrie  descriptive  et  d'ex- 
|>!iqiier  les  tracés  de  la  Stéréotomie  aussitôt  après  avoir  fait  coiinaitro 
les  priiieipaiix  théorèmes  do  la  Géométrie  du  plan  et  de  l'espace.  Les 
ouvriers  ont,  en  effet,  qiielqtirfois  de  la  peine  à  saisir  les  abstrac- 
tions; comme  d'ailleurs  ils  connaissent  les  constructions,  il  n'y  a 
nucnn  motif  de  retarder  pour  eux  l'enseignement  de  la  Stéréotomie. 

On  suit  souvent  une  marche  différente  de  celle  que  je  viens  d'indi- 
quer, mais  je  doute  quo  les  résidtats  soient  bien  satisfaisants. 

Vallée  a  écrit,  en  i853  :  «  F>es  arts  qui  tiennent  au  dessin  linéaire, 
à  la  perspective,  aux  ombres,  ont  fait  d'immenses  acquisitions...; 
mais  nous  avons  à  regretter,  il  faut  le  reconnaître,  quelques  bonnes 

pratitpies  qui  s'exerçaient  autrefois  par  le  compagnonnage Aussi, 

depuis  la  suppression  des  maîtrises,  ne  s'est-il  formé  que  peu  d'appa- 
reilleurs  aussi  instruits  que  ceux  que  l'on  avait  au[>aravant.  »  [Spéci- 
men (le  la  coupe  des  pierres^  p.  120,  121.) 

Vallée  était  un  des  disciples  les  plus  dévoués  de  Monge  ;  il  avait  eu 
une  carrière  tiès-active  dans  les  Ponts  et  Chaussées,  et,  par  suite,  il 
connaissait  bien  les  chantiers.  J'attache  beaucoup  d'importance  à  son 
témoignage  sur  la  diminution  du  nombre  des  bons  appareilleurs,  pen- 
dant que  la  Géométrie  descriptive  se  répandait  de  plus  en  plus. 

La  constitution  de  cette  branche  de  la  Géométrie  a  coïncidé  avec 
la  suppression  des  maîtrises.  Il  est  difficile  d'apprécier  l'influence 
de  chacune  de  ces  deux  circonstances  dans  les  résultats  obtenus.  Je 
n'ai  pas  à  m'occuper  des  maîtrises  en  elles-mêmes,  mais  je  crois  qtie 
les  méthodes  adoptées  poiu'  l'instruction  dans  le  compagnonnage  ne 
sont  pas  à  dédaigner.  Je  suis  convaincu  qu'au  lieu  do  fatiguer  les  ou- 
vriers par  des  études  abstraites,  comme  on  le  fait  quelquefois,  il  vaut 
mieux  leur  expliquer  les  tracés  des  voûtes  qu'ils  construisent. 

La  question  a  de  l'importance  :  si  d'un  côté  les  ingénieurs  s'oc- 
cupent seulement  des  grands  |)roblèmes  de  l'Architecture  (art.  IG),  et 
que  de  l'autre  les  ujéthodes  suivies  pour  l'instruction  des  ouvriers  ne 
proiluisent  pas  de  bons  appareilleurs  en  nombre  suffisant,  l'art  des 
constructions  souffrira  évitlemment. 

Ces  observations  concernent  exclusivement  la  coupe  des  pierres;  la 
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iiiat|ieiitcric'  n'a  jamais  luaiiqué  de  bons  coiiUe-inaîJres,  parce  (jiio  les 
tracés  étant  faits,  non  dans  des  salles  d'épiire,  mais  sur  le,  chantier 
même,  sous  les  yeux  des  ouvriers,  ceux  d'entre  eux  (jui  ont  de  l'in- 
lelligence  et  de  l'application  sont  bientôt  familiarisés  avec  le  trait. 

iî).  Jusqu'à  présent  les  différents  tracés  de  la  Perspective  cl  leur 
application  ont  été  ex|)osés  dans  les  mêmes  ouvrages.  Cette  nulliode 
me  paraît  bonne.  Si  l'on  présentait  une  étude  abstraite  du  trait  de 
Perspective  dans  son  ensendjle,  il  serait  à  craindre  que  cette  Géomé- 
trie ne  reçût  peu  à  peu  des  tléveloppemenls  qui  seraient  sans  utilité 
pour  la  pratique  et  qui  surchargeraient  l'enseignement. 

Les  perspectives  rapides  ne  présentent  pas  de  tracés  difficiles. 
Lorsque  les  élèves  ont  étudié  la  Géométrie  descriptive,  on  peut  leur 
exposer  brièvement  tout  ce  qu'il  y  a  d'utile  dans  ces  divers  modes  de 
représentation  en  faisant  ressortir  leurs  différences. 

50.  En  résumé,  je  crois  que,  pour  enseigner  un  art  graphique,  il 
n'est  nullement  nécessaire  d'en  exposer  d'abonl  le  trait;  mais  que 
cette  méthode  présente  des  avantages  certains,  lorsqu'on  s'adresse  à 
des  hommes  habitués  aux  considérations  abstraites;  elle  permet,  no- 
tamment, de  dégager  de  la  Géométrie  l'exposition  de  l'art,  de  manière 
que  ses  conditions  essentielles  restent  plus  apparentes.  D'un  autre 
côté,  on  peut  craindre  qu'un  trait  étant  séparé  de  l'art  auquel  il  se 
r.ipporle,  on  ne  lui  donne  dans  renseignement  une  extension  peu 
utile.  Dans  tous  les  cas,  il  importe  de  faire  remarquer  aux  élèves  que 
la  coordination  des  tracés  d'une  même  méthode  graphique  ne  con- 
stitue pas  une  création,  et  que  les  personnes  qui  veulent  bien  connaître 
le  trait  doivent  remonter  aux  sources  et  lire  les  anciens  ouvrages. 

Les  disciples  de  JMonge  étaient  dans  des  idées  très-différentes. 

51.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  rappeler  comment  le  grand  géomètre 
appréciait  son  enseignement.  En  parlant  des  leçons  qu'il  avait  données 
à  l'École  Polytechnique,  au  commencemeut  de  l'an  IV,  il  dit  :  «  Dans  le 
Cours  préliminaire,  ou  a  eu  occasion,  pour  la  Stéréotomie  elle  même, 
comme  pour  toutes  les  autres  parties  derenseignenuuf,  de  développer 
plusieurs  idées  neuves,  générales  et  fécondes;  en  sorte  que  ce  Cours, 
considéré  dans  toutes  les  parties  qui  l'ont  composé,  aété  réellement  une 
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(les  cliosos  exliaordiii.iircs  (|iic  l.i  IW'soliiliDn  ;i  prodiiilps  en  si  graiid 
nombre.  »   [Jounuil  de  l'ICcole  Pal)  lec/ini(jue,  c:\\ncr  l,  p.  lo.) 

Les  élèves  partageaient  cet  enllionsiasme  calme;  ils  crojaient  cpic 
les  Arts  graphiques  ne  présentaient  avant  Monge  qn'incertitude  et 
contusion,  et  ils  pensaient  avoir  des  méthodes  et  des  pi  incipes  propres 
à  lever  toutes  les  diflicultés. 

Ainsi,  après  avoir  présenté  sur  la  Perspective  quelques  considéra- 
tions des  plus  élémentaires,  Brisson  ajoute  :  «  Ces  diverses  obscivatiniis 
suffisent  pour  mettre  les  personnes  qui  sont  au  courant  de  la  Géomé- 
trie descriptive  en  état  d'abréger,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  et  àv 
simplifier  beaucoup  les  opérations  qu'exige  la  pratique  de  la  Perspec- 
tive linéaire.  » 

Les  élèves  de  Monge  ne  traitent  pas  l'ancienne  Stéréotomie  mieux 
que  l'ancienne  Perspective.  Cependant,  sans  sortir  de  Paris,  un  peut 
voir  un  grand  nombre  de  constructions  qui  datent  des  xvii*^  et 
xvm*  siècle,  et  indiquent  un  art  très-avancé.  Nos  bibliothèques  con- 
tiennent une  série  de  bons  ouvrages  sur  la  coupe  des  pierres  tt  la 
coupe  des  bois,  à  partir  du  Traité  d'/frchitec/ure  de  Philibert  de 
l'Orme.  Quelques-uns  des  anciens  traits  ont  dû  être  corrigés;  mais 
ces  améliorations  sont  d'une  importance  secondaire,  et  les  seids  pio- 
grès  considérables  de  la  Stéréotomie  consistent  dans  des  appareils  pour 
des  constructions  d'un  genre  nouveau. 

Desargues,  qui  vivait  dans  le  xvu'' siècle,  a  résolu  les  problèmes  les 
plus  difficiles  comme  mécanisme  de  projection. 

En  1728,  l'architecte  de  La  Paie  a  employé  le  trait  de  la  coupe  des 
pierres  pour  diverses  questions  de  Géométrie,  telles  que  l'intersecliun 
du  cône  et  du  cylindre  oblique  par  un  plan,  le  développement  de  ces 
surfaces,  le  tracé  des  courbes  transformées,  etc. 

Leroy  ne  connaissait  probablement  pas  ces  travaux,  lorsqu  en  par- 
iant du  livre  de  Frézier,  dont  le  premier  volume  n'a  été  publié  qu'en 
1737,  il  a  écrit  :  «  Cet  ouvrage,  qui  eut  un  grand  succès  à  l'époque  où 
il  parut,  mérite  bien  encore  d'être  étudié;  et  pour  conserver  à  Frézier 
la  part  qui  lui  revient  dans  les  progrès  de  la  Science,  il  est  juste  de 
faire  remarquer  qu'il  employait  déjà  les  projections  horizontales  et 
verticales  pour  définir  les  voussoirs.  »  (  Traité  de  Stéréotomie^  Aver- 
tissement. ) 

Tome  XIX  (2"  série).  —  AvniL  1874.  20 
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Frézior  employait  ces  projeclioiis  comme  Ions  les  auUiiis  (|iii  ont 
HCrit  sur  la  Slôréotomie  avant  ou  après  lui.  On  ne  connaît  pas  d'autre 
méthode  pour  les  tracés  de  la  coupe  des  pierres. 

Je  ne  peux  du  reste  que  me  joindre  à  l'opinion  de  Eoroy  sur  le 
mérite  île  Frézier.  Ce  savant  ing;énieur  a  donné  rex|)lication  géomé- 
trique de  tous  les  traits  et  même  de  la  manière  de  Desargues,  qui 
n'avait  pas  été  comprise  par  ses  contemporains;  il  a  corrigé  plusieurs 
inexactitudes  dans  les  tracés  adoptés;  enfin  on  lui  doit  la  solution  de 
diverses  questions  Irés-délicales  que  La  Rue  n'avait  jias  abordées, 
notamment  la  détermination  di's  |)oinls  d'inflexion  de  la  transformée 
par  développement  de  la  base  d'un  cône  oblique. 

Si  Olivier  avait  suivi  le  sage  conseil  de  Leroy,  s'il  avait  lu  les  obser- 
vations de  Frézier  sur  la  manière  de  Desargues,  il  n'aurait  pas  pro- 
posé le  changement  des  plans  de  projection,  comme  procédé  général 
de  solution  pour  les  problèmes  de  la  Géométrie  descriptive,  sans 
chercher  à  réfuter  les  critiques  dont  cette  méthode  avait  été  l'objet  [*]. 


CONCLUSION. 


o2.  Lorsqu'on  examine  les  premiers  documents  relatifs  à  l'École 
Polytechnique,  on  voit  que  ses  fondateurs  regardaient  les  Arts  gra- 
phiques comme  ayant  pour  l'ingénieur  une  importance  extrême,  et 
qu'ils  voulaient  donner  à  leur  étude  une  vive  impulsion. 

Sous  tous  les  autres  rapports  l'École  Polytechnique  a  largement  ré- 
pondu aux  espérances  que  sa  création  avait  fait  naître;  mais,  dans  ma 
conviction,  le  but  spécial  que  je  viens  d'indiquer  n'a  pas  été  atteint. 
Comme  d'ailleurs  beaucoup  d'établissements  d'instruction  ont  adopté 
les  méthodes  introduites  parMonge  dans  celle  licole  célèbre,  mes  obser- 
vations concernent  d'une  manière  générale  l'état  des  Arts  graphiques, 
dans  notre  pays,  pour  tous  les  travaux  de  la  Construction  et  de  l'Industrie. 

On  remarque  sur  divers  points  des  indices  d'iuie  utile  réaction 
contre  les  idées  de  Monge,  mais  la  situation  est  toujours  à  peu  près  la 
même  pour  la  Stéréotomie  :  on  parle  encore  quelquefois  avec  éloge  des 

[*]  J'ai  examiné  celte  question  dans  l'Avant- Propos  de  mon  Traité  de  Géométrie 
descriptive. 
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lignes  tlo  (;oiiil)iiro,  cl  bcaiicoii|)  de  |i<'rsoiincs  pcnsinl  ([uc  \n  coupe 
(les  pierres  et  la  coupe  des  hois  doivent  èiro  enseignées  avant  les  pre- 
miers éléments  de  l'ArchilecInre.  J<'  crois  même  voir  une  tendance 
à  abandonner  les  petites  modilications  cpii  ont  |)ii  être  faites  dans  le 
sens  des  idées  de  l'rony. 

Il  iin|)oi  te  de  savoir  si  la  coupe  des  pierres  appartient  à  la  Géométrie 
pure  ou  à  l'Art  des  maçonneries.  Dans  sa  session  de  l'an  IX,  le  conseil 
de  perfectionnement  de  l'École  Polytechnique  a  prononcé  sans 
donner  aucune  explication,  et  la  question  est  restée  au  point  où  l'a 
laissée  la  protestation  de  Prony. 

Une  opinion  soutemie  par  celui  (pii,  d'après  Arago,  était  en  France 
«  la  personnification  de  l'Art  de  l'ingénieur  »  mérite  d'être  examinée. 

Je  sais  que  Prony  n'a  pas  recommencé  la  lutte,  bien  qu'aux  deux 
réorganisations  de  l'EcolePolytechnique,  dans  lesannées  i8i6et  i8''5o, 
les  circonstances  pussent  paraître  favorables  sous  un  certain  point  de 
vue;  mais  il  est  facile  d'expliquer  son  silence. 

En  1816,  l'Ecole,  création  d'une  assemblée  révolutionnaire,  était 
discutée,  et  il  y  avait  de  la  sagesse  à  ne  pas  soulever  des  difficiillés  sur 
son  enseignement.  Ensuite  Prony  était  en  disgrâce  [*]. 

En  i83o,  Prony  faisait  partie  de  la  Conunission  de  réorganisation. 
J'ignore  le  langage  qu'il  y  a  tenu  :  il  parcourait  sa  soixante-seizième 
année,  et  se  trouvait  en  présence  de  disciples  de  Monge  qui  ont  sans 
doute  défendu  l'œuvre  de  leur  maître,  si  elle  a  été  attaquée. 

I^a  situation  d'ailleurs  s'était  bien  modifiée.  Il  ne  s'agissait  pins  de 
maintenir  et  de  développer  une  bonne  méthode;  il  eût  fallu  réagir 
contre  des  idées  acceptées  et  des  habitudes  prises. 

J'ai  cherché  si  l'on  pourrait  trouver  quelque  indication  sur  la  pensée 
de  Prony  dans  la  manière  dont  le  souvenir  de  son  op[)os!tion  au  mode 
d'enseignement  établi  par  Monge  a  été  conservé. 

Les  deux  éditions  des  discours  de  l'an  VII  et  de  l'an  VIII  (art.  5  et  7) 
sont  dans  le  tome  IV  des  Opuscules.  Ce  volume  contient  diverses  pièces 

[*]  Prony,  professeur  ;\  l'École  Polytechnique  depuis  sa  fondation,  ne  fut  pus  coni- 
pris  dans  le  corps  enseignant  établi  ])our  cette  École,  par  l'ordonnance  du  5  septcnilue 
181G.  La  démission  de  Legendre  permit  heureusement  de  le  rai)peler  après  un  court 
délai  (25  septembre). 

Il  était  vivement  blessé  de  l'injure  qui  lui  avait  été  faite  {voyez  AbaoO;. 

20.. 
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de  iH2(),  dont  une  de  la  fin  de  l'année  [Les  paroles  prononcées  le 
5  décembre  sur  la  tombe  de  Leniasson). 

On  voit  que  l'rony  a  arrêlé  au  |)lus  (ùt  en  i83(i  la  composition  du 
quatiitine  vohnne  des  Opuscules  *j.En  insérant  ses  discours,  et  nolaui- 
nicnt  la  brochure  de  l'an  IX,  dans  une  collection  qui  devait  attirer  l'at- 
tention des  ingénieurs,  il  voulait  sans  doute  empêcher  ces  pièces  de 
tomber  dans  l'oubli;  \\  eût  pu  facilcnicnl  les  faire  disparaître:  je  n'en 
connais  aucun  exemplaire  en  dehors  de  l'Ecole  des  Pouls  et  Chaussées. 

Je  pourrais  peut-être  dire  tpie  Prony  a  affirmé  sa  proteslalion  aj)rés 
1829;  je  me  borne  à  conclure  qu'aucun  indice  ne  donne  lieu  de  sup- 
poser qu'il  ait  modifié  son  opinion  dans  la  dernière  partie  de  sa 
carrière. 

Le  temps  a  d'ailleurs  apporté  de  nouveaux  éléments  à  la  discussion; 
il  ne  s'agit  plus  seulement  de  savoir  quelles  sont  les  véritables  bases  de 
l'art  d'appareiller  les  voûtes,  mais  encore  de  rechercher  quels  résultats 
a  doiujés  la  méthode  d'enseignement  introduite  parMonge  il  y  a  quatre- 
vingts  ans. 

Enfin  je  regarde  comme  nécessaire  que  l'œuvre  de  Monge  pour  l'en- 
seignement soit  examinée  dans  tonte  son  étendue;  non  tpie  je  désire 
des  changements  brusques,  ni  même  que  je  les  croie  possibles,  mais 
parce  qu'on  ne  pourra  espérer  des  améliorations  continues  dans 
l'étude  des  Arts  graphiques  que  si  l'opinion  des  ingénieurs  est  fixée 
sur  le  but  à  atteindre. 

[*]  La  pagination  des  quatre  volumes  nt  les  tables  des  deux  derniers  sont  de  la 
main  de  Prony.  La  reliure  a  été  faite  après  sa  mort  ;  on  pense  qu'elle  remplace  des 
cartonnages  qui  dataient  de  diverses  époques.  La  place  naturelle  des  discours  de 
l'an  VII  et  de  l'an  VIII  était  dans  le  premier  volume,  près  du  Plan  d'instruction. 

On  ne  trouve  dans  les  Opuscules  aucun  écrit  postérieur  à  i83o;  ainsi  on  n'y 
voit  pas  le  Rapport  sur  un  projet  de  barrages  que  Prony  a  publié  dans  les  Annales  ilt-s 
Ponts  et  Chaussées,  en  i83i  (i'-'' semestre). 

D'après  cela,  on  peut  penser  que  le  quatrième  volume  a  été  composé  en  i83o,  ou  au 
commencement  de  i83i.  Ne  serait-ce  pas  après  un  effort  infructueux  près  delà  Com- 
mission de  réorganisation  que  Prony  aurait  pris  la  résolution  de  conserver  les  témoi- 
gnages de  sa  lutte  avec  Monge? 

Paris,  19  janvier  1874' 


l'LlŒS  ET  APPLIQUÉES.  l 'iy 

SIJU  LES  VALEURS  LIMITES  DES  INTÉGRALES; 

Par  m.   P    TCIlElilCllEF 


(Lu  ;ni  Congrès  île  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  I.yon.i 


Dans  un  Mémoire  très- intéressant,  sous  plus  cl'iin  rapport,  que 
M.  Bienaynié  a  lu  à  l'Académie  des  Sciences,  en  i833,  et  que  l'on 
trouve  imprimé  dans  les  Comptes  rendus,  et  reproduit  dans  le  Journal 
de  Mathcinatiques  pures  et  appliquées  de  M.  IJouville  (  2*^  série, 
t.  XII,  1867),  sous  le  litre  :  Considérations  à  Vappui  de  la  découverte 
de  Laplace  sur  la  loi  de  probabilité  dans  la  méthode  des  moindres  car- 
rés, l'illustre  savant  donne  une  méthode  qui  mérite  une  attention 
toute  particulière.  Cette  méthode  consiste  dans  la  détermination  de  la 
valeur  limite  de  l'intégrale 

f  J{x)dx, 
d'après  les  valeurs  des  intégrales 

J'»A  /»A  /«A 

J\x)dx,       1    xf{x)dx,       j    x^/{x)dx, 
i)  */ 0  V  0 

où  A  '>  aetf{x)  une  fonction  inconnue,  assujettie  seidement  à  la  con- 
dition de  garder  le  signe  +  entre  les  limites  d'intégration.  La  démons- 
tration simple  et  rigoureuse  de  la  loi  de  Bernoulli,  que  l'on  trouve 
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tlans  ma  Note,  sous  le  titre  :  Des  valeurs  moyennes  [*],  n'est  qu'un 
lies  résultats  (juc  l'on  lire  aisément  de  la  mélliode  de  M.  Rienaymé, 
et  d'après  la(|uelle  il  est  parveiui  lui-même  à  démonlrer  luie  propo- 
sition sur  les  probabilités,  d'où  la  loi  de  Bernoulli  découle  directe- 
ment. 

En  cherchant  à  tirer  tout  le  parti  possible  sur  les  valeurs  limites  de 


l'intéf^ralc 


(f{x)dx 
des  valeurs  des  intégrales 

Çj\x)ilx,    Çxj{x)dx,      f^'xy{x)(fx,     £  x'"J{x)(ix, 

où  l'on  a 

A<fl,      B>^, 

et  oùJ{x)  reste  positive,  je  suis  parvenu  à  reconnaître  que  ces  recher- 
ches conduisent  à  des  théorèmes  d'un  nouveau  genre,  concernant  le 
développement  de  l'expression 


X 


V(x) 


dx 


en  fraction  continue,  qui  joue  un  si  grand  rôle  dans  la  tliéorie  des 
séries.  Voici,  par  exemple,  un  de  ces  théorèmes  : 

Si  iiîi  est  une  des  fractions  convergentes  de  j     ^^-—  dx,  que  l'on 
trouve  en  développant  cette  expression  en  fraction  continue 


atZ  +  p,  -H 


a,z  -I-  p, 


f*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  de  M.  Liouville,  2'  série,  t.  II. 
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et  que 

soient  les  racines  de  Véquation 

(j>(z)  =  o, 

rangées  suivant  leur  grandeur  :  toutes  les  fois  que  la  jonction  f{x)  reste 
positive  entre  les  limites  z=  A.,  z—  B,  la  valeur  de  l'intégrale 


dx 


surpasse  la  somme 


e<  rej^e  au-dessous  de  celle-ci  : 

f  (^/)  't-'l^z+O   "*"•••"*"  f  (3„_,)  ^  f  (z„)* 

Comme  exemple  des  problèmes  qu'on  parvient  à  résoudre  par  cette 
méthode,  je  citerai  celui-ci  : 

Étant  donnés  la  longueur,  le  poids,  le  lieu  du  centre  de  gravité  et 
le  moment  d'inertie  d'une  droite  matérielle  de  densité  inconnue  et  va- 
riable d'un  point  à  l'autre,  trouver  les  limites  les  plus  proches  du  poids 
d'un  tronçon  de  cette  droite. 

En  supposant  qu'il  s'agisse  d'évaluer  le  poids  d'un  tronçon  de  la 
ligne  compté  d'un  de  ses  bouts,  dont  la  distance  du  centre  de  gravité 
est  égale  à  d,  et  en  désignant  par  /,  p  la  longueur  et  le  poids  do  la 
ligne  enlière,  par  Â:  son  moment  d'inertie  autour  de  l'axe  passant  par 
son  centre  de  gravité  et  perpendiculaire  à  elle,  par  x,  z  la  longueiu- 
et  le  poids  du  tronçon  en  question,  on  parvient  à  cette  solution  : 

Tant  que  x  est  au-dessous  de  d  —  ^  le  poids  z  reste  compris 
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entre  zéro  et  —. ;  ;  dans  le  cas  au  r  .\urnasse  d  h — ;-)  ce  poids 

(d—xYi>  +  k  '^  <lp  ' 

reste  entre  les  limites  p  et  --^ — ,,    ^  7;  e/i/in,    si    r    reste    compris 

'  {d  —  xYp  -t-  *         •^      ' 

It  II 

entre  d rr—  et  d  -f-  , ,7-  >  In  valeur  de  ce  poids  est  comprise 

{l-d)p  (I-'I)P  ^ 

entre  les  quantités  ^       "^ —      —  '     ^ lU—x) 
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vv>^\^%^lV«^\vvv«vvvv\vvvvv\vvvv\v^vVbVVvvvA^«v«vvvvv\vVv«v.vvvvvv^%\wVvvvvv\\vv«vvhwv\vv%vv^w«^vvv«v««%\vv\vx^%vvvv\*'vvvv«^% 


S/Il-  lu.  Méthode  (/'i/tU'i^iadoii   de  M.  TckcbUhiJ; 
Pau  m.  (i.   ZOLOTAllEFF, 

ilu  Saiiit-Pélei'sboui'i;. 


Dans  une  Noie  insérée  dans  le  Bulletin  de  l'^cade'mic  des  Sciences 
de  Saint-Pélcrshniiv^  [*],  M.  Tchcbiclief  a  fait  connaître,  sans  dé- 
monstration, sa  méthode  d'intégration  delà  ditïérentielle 

(x -\- k)  ilx 


y/x'  +  a  j^  +  p.r'  H-  7  j;  +  5 


OÙ  a,  /3,  y,  ù  désignent  des  nombres  rationnels.  Suivant  la  marche 
indiquée  par  M.  Tcliebichef,  on  obtient  cette  intégrale  mie  fois  qu'il 
est  possible  de  l'exprimer  en  termes  finis;  on  démontre,  dans  le  cas 
contraire,  l'impossibilité  d'une  pareille  expression. 

Cette  Note  de  M.  Tchebichef  a  été  réimprimée  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  de  M.  Liouville  (i86/j,  p.  2a5  et  suiv.).  Il  est  aisé  de 
voir,  d'après  les  recherches  d'Abel  et  de  Jacobi,  que  cette  méthode  est 
liée  intimement  au  développement  du  radical 


y'x'  -h  «x'  4-  |3x-  ■+-  yx  -+-  c?, 


en  fraction  continue  et  aux  fonctions  elliptiques. 

En  étudiant  cette  liaison,  je  suis  parvenu  non-seulement  à  démontrer 
la  méthode  de  M.  Tchebichef,  mais  encore  à  trouver  quelques  rela- 
tions nouvelles  qui  se  rattachent  au  développement  de 


en  fraction  continue. 


[*]  Voir  Bulletin  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  t.  III,  i86o. 
Tome  XIX  {■>.'  séiio).  -  Avriu  iS^i}.  2  1 
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Je  me  propose  de  démontrer,  dans  ce  Mémoire,  la  inétliode  d'inlé- 
gralion  de  M.  Tchebichef. 

1.  Considérons,  avec  Jacobi  ["J,   deux  variables  x  et  z  liées  par 
l'équation 

(i)  (ax='-*-aix-l-6-)2-+2(a'a;='-<-2//x-i-f')z  +  (a"a---4-2Z>"a--+-f")  =  o, 

ou,  ce  tpii  revient  au  même,  par  l'équation 

(2)  {az^  -4-  2rt'z  -r-  (i:')x'^  -^-  2[bz-  -+■  -xb'zn'  b")x  -h  {cz-  +  2f'c  -)-f')  —  o. 

En  posant 

{a'x-  -r-  2b'x  +  c'y-  -  {a"x''  +  2b"x  +  c")  {ax'  -h  2bx -h  c)  —  Rx, 
[bz""   +-xb'z   -^b"f-{az^    -h  za'z   4-rt")(cz-    +  2c'z -)-c")  =  R,z, 

on  obtient,  en  vertu  des  équations  précédentes, 

,-.  ^  _  —{ti'x'  -h  ib'x  -f-c''j±:v/tû 

*     '  '  «  x'  -J-  '2  6  X  -H  c        ■ 

,,,  -(*:'+?.6'i-+-6")±v/R^ 

(4)  a-   =  ^ ; ; „ 

L'équation  (i)  différentiée  nous  donne 

[(ax^+  2bx  -+-  c)  2  -h  {a'x-  ■+-  ib'x  -+-  c')]  dz 
+  {[az"  4-  2a'z  +a")x+  {bz^   -+■  ab'z  -h  b")]  dx=o. 

Or  des  expressions  de  z  et  de  x  on  déduit 

(ax'  -h  2bx  4-  c)z    4-  {«'ar^* -f- a 6'x -+-  c')  =  i  \J^x, 
{az'  -H  2a'z  -H  a")x  4-  {bz""  +  2b'z  -\-  b")  =  ±  v  rTz, 

et  par  suite 

flz tlx 


V/H,z  v'RJ 


f*]  Jacobi,  Mathematischc  fVerhc.  Band.  3,  p.  83. 
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Ail  moyen  de  IY>qtiation  (i),  on  peut  transformer  la  différcntiell»! 

dv 

en  celle  de  la  forme 

dz 


\jz*  +  /»'  -f-  wz'  ■*-  nz 

c'est-à-dire  telle  que  le  polynôme  placé  sous  le  radical  contienne  le 
facteur  z.  Déterminons  à  cet  effet  les  constantes  a,  h,  c,  a',  b',  c',  a", 
h",  c",    de  sorte  que  Ro:  soit  égal  à  x'  +  aar'  -t-  (3x^  +  yj:  +  â,  et 
que  R,  s  ait  la  forme  z*  +  Iz^  4-  mz-  +  «z. 
On  a  alors  les  équations  suivantes  : 

a'"^  —  aa"  =  i,     l\a'b'  —  ^ab"  —  -îa"  b  —  a, 

4*'*  -i-  2a' c'  -  ac"  -  a"c  -  l^bb"  ^  /3, 

4A'c'  -  aie"  -  2^"c  =  7,     c'^  -  ce"  =  (?, 

A=--ac=i,     //=-rt"c"  =  o. 

Comme  il  n'y  a  ci-dessus  que  sept  équations  servant  à  déterminer 
les  neuf  inconnues  <t,  /^  c, . . . ,  nous  en  pouvons  choisir  deux  à  vo- 
lonté. La  transformation  employée  par  M.  Tchebichef  s'obtient  en 
posant 

rt  =  O,       rt"=r  o. 

Des  équations  précédentes,  il  vient 

h"  =  o,     a'  =  ±\,     6  =  rt  I . 

Prenons  rt'  —  i ,  b  =  —  \. 

Des  mêmes  équations  on  déduit 

//_    «         „'_   •    /o         «'\          r"  —  ''         "■ 
1)   =^   ~i      C^-lu -\i      C    — 7 

4  2  V        4^  24 


21. 
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Égalant  los  cocflicionts  dos  inriiips  piiissniuos  de  la  vnriaMo  dans 
les  expressions  lî,:  et  s*    h  /s'  -1-  niz-  -t-  //,  on  obtient 

Z^       ^        (4p-«')'-6jô 

2a'  — 8ap +  167'' 

m  =  -  a/5  +  Ja% 

«  =  —  •/+.'  '/,'5  —  lv.\ 

Quant  an\  signes  devant  les  radicaux  dans  les  l'ormules  (3)  et  f4)> 
nous  clioisirons  dans  la  première  le  signe  négatif,  et  dans  la  seconde 
le  signe  positif. 

I)  api-cs  cela 

et  A  fi  •       fi^  •    • 

x=  H H  -î-^— 3 h    v^r*  -h  ««'  +  P-r'  -4-  7  J  +  * 

2  O 


1-r-  -H 


s' 34-1/3'+  /i"  +  mz'  -{-  n: 

X  =   


o.z 
Les  équations  précédentes  nous  conduisent  à  celles-ci  : 

f/.r  ih 


\/j,-'  -+-  aj^-t-  P^'  +  7.r  +  (î         v'^'^  '^'  "•"  '"''+  «« 

-  4-  2A  I  </3 
'  +  //;  3'  -I-  //  ; 


/■       (j-t-A)f/x _j^  I  y    2      y 

J  v/.t'  +  ai'  -h  px'  +  v-r  H-  J         ■■"■  t/     V  -'  +  /î'  +  "'  2'  -^ 


|l0g3. 


C'est  la  transformation  dont  se  sert  M.  Tcliebichef  dans  son  Mé- 
moire. 

2.  Maintenant  nous  allons  établir  les  conditions  qui  doivent  être 
satisfaites  pour  que/l'intégrale  de  la  différentielle 

(3+  A)r/.- 

puisse  s'exprimer  en  logarithmes 


PUnF.S  F/r  AIM'I.IQIJÉES.  iT,?; 

Si  cette  iiili''p;i';ilo  s'<'x|)rimo  sous  foinic  (iiiic,  elle  s'oliliciil,  comme 
on  sait,  (rapics  la  lorimile 

où  P'  et  Q'  désignent  les  fonctions  entières  dont  les  degrés  sont  res- 
pectivement ),  (>l  X  —  2,  et  qui  satisfont  h  l'équation 

(5)  P'=-Q'=Rz  =  i. 

Dans  le  cas  où  z  =  o,  on  a  Ils  =  o,  P'  =  _  i.  On  pont  supposer 
d'ailleurs  P'  =  r;  car,  si  l'on  avait  P'=  —  i,  l'équation  (5)  subsisterait 
encore  pour  les  valeurs  —  P' et  —  Q'. 

Cela  posé,  nous  pouvons  écrire  l'intégrale  précédente  comme  il 
suit  : 

/•^C-  -1_  A  U/-  ,  ^ 

)■ 


Xr^-^-^=  =  log(P'-i-Q'v'Ri.) 


Soient  g,  g',  g"  les  trois  racines  de  l'équation 

s'  ■+-  Iz"  -h  mz  -^-  71  =  o. 

On  peut  supposer  que,  parmi  les  valours  zéro,  g,  g'.,  g",  il  n'y  on  ait 
pas  deux  égales  entre  elles,  car,  dans  le  cas  contraire,  l'intégrale 


A)fh 

z 


s'exprimerait  sous  forme  finie,  quel  que  soit  le  paramètre  A;  mais  ce 
cas,  nous  le  laissons  de  côté. 

En  remarquant  que  Rr;  s'annule  potu-  z  =  g',  g',  g",  on  conclut  de 
l'équation  (5)  que  P  est  égal  à  Jr  i  pour  ces  valeurs  de  r.  On  aura, 
par  suite, 

.  rs{z^k\<iz  .     -  rs"  {z-\- s),h        ,   . 

où  fx  et /x'  représentent  des  nombres  entiers  qui  dépendent  évidem- 
ment des  chemins  d'intégration  ;  mais,  dans  le  but  que  nous  nous  pro- 
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posons,  il  faut  exprimer,  sous  une  autre  forme,  les  coiulilions  d'iriti'- 
grabilité  en  logarithmes. 

Ri'duisoiis  pour  col  effet  l'intégrale 


/ 


{z  ■+-  A)ih 


à  sa  forme  canonique. 
En  posant 

g  sln'amu 


sin'amii  —  sin'nmrt 


»     sin"  anin  —-  -— ^    » 


n"  s"—e  /? 

et  par  conséquent 

s"  =  — ^ — ,     e'  =  — ~ , 


OD  a 


ou 


/5~        sig"  —  s)       Il  rji \  ^inamiicosamu^amitdu 

^        ~         Y'         *^  ' o    ~  ë)    (sin'flm«  — sin»a/«a"p  ' 

(z-i-A)dz         -,   ,  f,in<imacosamn  ànmariit 

* ;=^-    =   Mm<    —    y. r- r-^- 5 

Jn  2  SI  n  '  rt/H  «  —  SI  n  '  (7w; .'/ 


M  =  -  2  ( A  +  g)  -rr4 r  sin' 

^  °' S  {g  -g) 


Donc 


OÙ  0  et  H  sont  les  fonctions  jacobiennes.  Pour  déterminer  les  con- 
stantes rt  et  A,  remarquons  que  r.  reprend  la  même  valeur  toutes  les 
fois  qu'on  augmente  ou  diminue  m  de  aK  ou  p.K'/  et,  par  conséquent, 
de  2mK  4- 2w'K'/,  m  cl  m'  désignant  des  nombres  entiers.  Dans  ce 
cas,  l'accroissement  du  second  terme  de  l'équation  (6)  doit  être  égal 
à  2S7:i,  où  s  est  un  nombre  entier.  Par  conséquent 

^^^    I  .        Il  ( n  +  //  -+-  a/w  K  +  2/?i' K.'i)        ,.    _^  H{ii-y-ti)  _ 


1X7:1. 


-    -  tn'-  u  -t  tn'  Wi  i 
h 
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D'aiMri'  pari  011  a 

\\[n     :      MH'Wi)  ^{-\)""\\{U)('. 

\\[u-\-  2wK)  =  {-  iTl\[u), 
el  par  suik-. 

\\{u  +  a  -»-2fljK  -t-  2;«'K'/)  _  H(a  h-k) 


?r.i»t  tt 


U(a  —  u-2mK  —  2m'K'i)        a{a  —  11)^ 

D'après  cela,  l'équation  (7)  peut  s'écrire 

/    M  —  2  —7-/    (2//2K  +  -im'YJi) „ —  =  2sni. 

Posant  dans  cette  équation  m  ^  1 ,  m'  =  o  et  désignant  par  v'  la  va- 
leur correspondante  de  s,  on  obtient 

(8)  M-2^-j^  =  '^. 

Ensuite,  faisant  m  ---■  o,  m-~i,  et  désignant  par  —  v  la  valeur  cor- 
respondante de  s,  on  aura 

vK-H-v'K'j 

a- 1 

De  l'équation  (8),  on  déduit  la  valeur  de  M  ou  de  A. 


3.  La  détermination  de  l'intégrale  /  - — ' ",  dans  le  cas  où  elle 

J       VR^ 
s'exprime  en  termes  finis,  se  réduit,  comme  on  sait,  à  la  détermination 

des  fonctions  P  et  Q  satisfaisant  à  l'équation 

(9)  V'-Q'Rz  =  a, 

a  désignant  une  constante.  De  toutes  les  solutions  de  l'équation  (r)), 
on  peut  naturellement  préférer  celle  où  P  atteint  le  moindre  degré 
possible.  On  sait  que  ces  fonctions  P  et  Q  peuvent  être  trouvées  au 
moyeu  du  développement  de  yKs  en  fraction  continue,  et  que  leurs 
coefficients  s'expriment  rationnellement  en  ceux  de  II:.  Lorsque  ces 
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derniers  sont  rationnels,  les  coefficients  de  Pet  Q  léseront  aussi.  Nous 
supposerons  les  coefiicients  /,  ///,  //  de  Ils  entiers. 

Quant  à  l'équalion  (9),  il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  savoir  :  1"  lors- 
que ).,  degré  do  la  fonction  1*,  est  mi  nond)re  impair;  a"  lorsque  X  est 
pair. 

Nous  allons  démontrer  actuellement  que  le  second  cas  ne  peut  avoir 
lieu  que  lorsque  Rzse  décompose  en  deux  facteurs  du  second  degré 
à  coefficients  rationnels  satisfaisant  à  certaines  conditions  que  nous 
allons  signaler  ci-dessous. 

Remarquant  que,  d'après  l'équation  (ç)),  1'-  acquiert  la  valeur  a, 
lorsque  z  s'annule,  et  désignant  cette  valeur  par  />-,  on  peut  mettre 
l'équation  sous  la  forme  qui  suit 


d'où  il  vient 


ou 


p-//^==  Q-'Rz, 
P  -  A  =  ±  Q'f  (£=>  +  i>z), 

]'-h/?  =  -àiQl{z-+  rz  +  s), 
Q, Q,  =  Q,     Rz  =  (2-  -h pz)  (z,  +  rz  +  s). 


Eu  effet  les  fonctions  P  —  betV  -h  i>  n'ont  pas  de  facteurs  communs, 
car,  autrement,  chacun  de  ces  facteurs  diviserait  leur  différence,  ce  qui 
est  évidemment  impossible.  Il  s'ensuit  que  Q  doit  être  égal  au  produit 
de  Q,  et  Qo,  Q,  étant  lui-même  le  produit  des  facteurs  de  Q  appartenant 
à  P  —  h,  et  Qj  celui  des  facteurs  qui  sont  couununs  à  Q  et  à  P-f-  ô. 
Quant  au  polynôme  Rz,  on  ne  peut  faire  à  son  égard  que  deux  suppo- 
sitions. En  effet,  P  —  i?>  et  P  -f-  è  étant  des  fonctions  de  degrés  pairs, 
Rz  doit  figurer  comme  facteur  dans  l'une  de  ces  fonctions  (savoir,  dans 
P  —  Z»,  si  z  =  o,  P  =  /;,  ce  qui  peut  toujours  être  supposé)  ou  être  égal 
au  produit  de  deux  facteurs  z'^  -f-  pz  et  :■ -+-  rz  -+-  s,  dont  le  premier 
appartient  à  P  —  /^  et  le  second  à  1*  +  h.  La  première  supposition  doit 
être  rcjetée,  puisqu'elle  nous  conduirait  aux  équations 

V  -  l>=  rLQj Rz, 

P  hi  =  iQ5, 
ou  bien  à  Ircjualiou 

Q^-Q;Kz=:.±:2i; 
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ce  qui  nous  lait  voir  que,  de  toutes  les  fonctions  salisfaisanl  à  l'érjua- 
tion  (()),  1'  et  O  ne  sont  |)as  du  moindre  degré  possible. 

D'api'ès  eela,  nons  ne  nous  occuperons  que  des  é([uali(ins 


(lo) 


Il  est  aisé  de  voir  que  les  nombres  /*,  /',  s  sont  rationnels.  Quant  à  p, 
cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  l'équation ;=  o  à  coeffi- 
cients rationnels  a  la  racine  z  =z  —  p,  dont  le  degré  de  mtdliplicité  est 
impair,  lamlis  cpie  ses  autres  racines  ont  des  nombres  pairs  pour  leurs 
degrés  de  imdliplicité.  En  outre,  p  étant  une  racine  rationnelle  de 
l'écjualion 

s'  +  Iz'-  -\-  IIIZ  4-  7J  =  o 

à  coefficients  entiers,  on  en  conclut  qu'il  est  entier.  Il  eu  est  de  méuie 
pour  ;-  et.ç,  comme  le  montre  l'égalité 

s'  ■+-  lz--i-  inz  -h  n  =  {z  -h  p)  [z-  -\-  rz  -+-  s). 

Il  résidle  de  ce  qui  précède  que  les  coefficients  Q,  et  Q.>  sont  ra- 
tionnels. 

Des  équations  (lo),  il  vient 

(il)  Qo  (z'  +  rz  +  s)  -  Q2  [z-  -^pz)  =  zt2b. 

En  attribuant  successivement  à  z  les  valeurs  zéro  et  —  p,  et  en  dési- 
gnant par  A,  et  Aj  les  valeurs  correspondantes  de  Qj,  il  s'ensuit  que 

^'^'  {  A?(// -/;/•  +  . v)=±2^>; 

par  conséquent 

s{p'-  —  pr  -+-  s)  =:  -y—  =  nombre  carré; 

c'est  la  première  relation  entre  les  coefficients  p,  j-,  s. 

Tomo  XIX  {i"  série).  —  Avril  1S7.I.  2a 


"7"  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUKS 

Les  racines  de  réquation 


s 


peuvent  être  imaginaires  ou  réelles.  Dans  le  premier  cas,  on  a  l'inégalilé 
^s  —  r'^  ^  o;  dans  le  second  cas,  désignons  ces  racines  par  r,  et  Zj,  et 
par  B,  et  B,  les  valeurs  correspondantes  de  Q,.  Faisant  dans  (i  i)  suc- 
cessivement z  —  r,  et  z  =  z..,  on  trouve 

-Bî(sî+y»r,)-±a^ 
-B^(z^t-/.r,)r.d.a^ 

si  .$•  >  o,  rt  aô>  o,  en  vertu  des  équations  (12);  par  conséquent 

«î  +  pz^.  <o, 

Zî-t-/'Zï<0. 

En  additionnant  ces  inégalités,  on  aura 

zî-t-z*  +  p(z, -i-z,)<o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

r^  —  pr  —  -is-^^  o; 

mais  r'  ~  >  i\s\  donc  pr  —  zs  ^  o. 

Si,  au  contraire,  s  <o,  on  a,  d'après  (12), 

p-  —  pr  -h  s  <_  o, 

d'où  pr  —  X  >  o,  et  par  suite  pr  —  2s  >  o,  en  vertu  de  5  <  o. 

D'après  cela,  l'inégalité  pr  —  2S^  o  doit  avoir  lieu,  si  r-  —  4  J  >  o. 
Ainsi,  pour  que  l'équation  (11)  ait  lieu,  il  est  nécessaire  qu'il  existe  au 
moins  l'une  des  inégalités 

4^^  —  r-  >■  o,     pi  —  is  y-  o. 
4.  En  s'appuyant  sur  des  résultats  obtenus,  nous  allons  démontrer 
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que  l'intt'grale  ),  /    — — _      ■.  loisqii'cllcs'ex|)tiiue|)arlog(P-f- Qv^^)» 

où  P  désigne  une  fonction  de  degré  pair  X,  peut  être  réduite  à  nneautre 
qui  s'exprime  par  log(P'-r- Q'\  jTz),  P'  étant  une  fonction  de  degré 
impair. 

Remarquons  pour  cela  que,  si  nous  parvenons  à  transformer,  au 

moyen  d'une  substitution  rationnelle,  l'intégrale  /  — — =- — »  qui  s'ex- 
prime en  termes  finis,  en  une  autre  |  =  où  /',  m',  ri 

sont  rationnels,  et  dans  laquelle  la  fonction  z'^  —  V z'^-^iri z'^-\-ri z'  se 
décompose  maintenant  en  facteins  du  second  degré  z'--hp'z'  et 
z'^  +  r'z'  -+-  s'  A  coefHcients  rationnels,  de  manière  que  s'  {p'^  —  p' r' -^  s') 
devienne  un  notnbre  carré,  et,  en  outre,  qu'une  des  inégalités 

45'-/'*>o,     p'r'-'is'>o 

au  moins  soit  satisfaite,  nous  aurons 

>/n-^::^'  =  log(P'-vQ'vî^), 

où  P'  est  une  fonction  de  degré  impair  >/. 

Pour  transformer  l'intégrale  de  cette  manière,  M.  Tcliebichef  em- 
ploie la  substitution 

(i3)  (/.-r)M3'->-/>3)^ 

et  remarque  que,  au  moyen  de  pareilles  substitutions,  on  peut  arriver 
à  l'ntégrale  de  la  forme  désirée,  ou  à  une  telle  dont  l'expression  en  lo- 
garitbmes  est  connue  a  priori. 
D'après  l'expression  de  s,  on  a 

-•2    ,     „„  _  ^    {r-p)z-^s 
-     -h  PZ  —  Z, : — ? 

_  [z,-i-lp-rY][{r-p)z-hs]_ 


■'  [p  -  ry 


U2. 
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par  conséquent 

En  outre,  de  la  même  équation  (i3)  il  vient 


Nous  avons  préféré  le  signe  négatif  devant  le  radical  pour  avoir  une 
valeur  iidlnie  de  z  pour  z,  :=  oo  . 
En  différentiant  (i3),  on  trouve 

[r  —  p)dz </î| 


/ 1  ^-s      {r-j>)'{z  +  \]dz  _  i_  p[p-r)-\-z,-\-7.K{r—p)  ^^^^  ^   ,  ^^^  ^ 

D'après  les  équations  (r/|)  et  (l'ï),  on  aura 

/"  (z  4-  A)^/r _  i_     i" [p{p  —  r)-\-  z,+  -y-Kir  —  p)]dz, 

J    v/(2'  +  /'î)(='-H"+-fi  "~  "  J  v/z.  [-,  -^{P-  '■)'J  1(/^  (/'  -  r)  +  î,  j'4-  4«,  I 

+  log  [ \'7,  -h  \!z,  4-  (/J  --  /■)-]. 

Les  racines  de  l'équation 
sont 


p{r  —  p)  —  2S  ±:  \Jt\s[p'^  —  pr  +  s)\ 

elles  sont  rationnellesà  cause  de  f(/>*  —  pr  4-  j)  =  nombre  carré.  Ainsi 
toutes  Jps  racines  du  nouveau  polynômcdu  quatrième  degré,  placé  sous 
le  radical,  seront  des  nombres  rationnels.  Nous  allons  cherclicr  dabord 
combien  de  fois  ce  polynôme  se  décompose  en  facteurs 
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salisfaisiint  aux  coïKlilions  ilonl  rmiis  avons  pailô  plus  Iiatil.  Essayons 
d'abord  de  poser 

P^  =  [P  -  >-)\ 
donc 

r,  =  i[p[p  -  /■)-t-2jJ, 

•il  =  rip  -  l'Y' 

il  en  résulte 

^lipl  —  pii'i-^-  h)  =p'{p  -  /•)'('•'--  4-$). 

l'I  —  ^s,  =  iGs{s  —  P''  +  P')  >  o, 
/'('•,  -  -is,  —  2{i)  —  rY{is  —  pr). 

Pour  que  .y,  [p]  —  p,  r,  +  s)  soit  un  nombre  carré,  il  est  nécessaire 
que  r^  —  !is  ne  soit  pas  négatif;  mais,  dans  ce  cas,  d'après  ce  qui  a  élé 
dit  plus  haut,  pr  —  2s  doit  être  positif,  et,  cette  dernière  condition  étant 
satisfaite,  les  nombres  p,,  r,,  s,  ne  satisfont  à  aucune  des  inégalités 
^s,  —  r\  >  o,  p,  r,  -  2j,  >  o. 

Ainsi  il  suffit  de  poser 


p,  —  p  {p  —  /•)  +  2S  ±  2  \'s(p-  —  pr  -+-  s), 

s,  =  (/;  -  if  [p  {p  ~  /•)  4-  2,f  rp  2  ^/s\p--  pr+T)], 


'i  =  iP  -  ''Y  -+-  {p  -  '■)  P  -hïsdz  2  \s{p-  —  pr  -+■  s), 
d'où  il  vient 

s<{p-i—Pi''>  +  ^1) 

=  ±  4(/;  -  /■/-  \,s,  {p-  -  pr  -t-  s)  [rp  -  a^  ±  2  s,;s{p- -  pr -h  s)\, 

r-^  —  4-s'i  =--  [r-  -  rp  +  2s  ±  2\s[p-~  pr  +  s)\-, 

i\p,  -  2^,  ={p—  if[rp  -  2s±6\^s{p-  —  pr-hs)]. 

11  est  aisé  tle  voir  (ju'il  faut,  dans  les  formules  ci-dessus,  affecter  du 
signe  positif  le  radical  \s\p'-  —  pr  -{-  s);  en  effet,  comme  l'inégalité 
4-^i  ~  'I  >  o  n'est  évidemment  pas  satisfaite,  posons  r,p,  —  2s,  |>  o. 
D'après  cela,  le  signe  négatif  devant  V.î(/>'  —  pr  -+-  s)  ne  peut  être  re- 
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itim  (lui-  lorsque  r/î  -  a.^est  positif  et  supérieur  à  6\Js{p'^  —  pr-h  s); 
mais  alors  s,{p-  -  p,r,s,)  doviendraii  iiégatil  et,  p:ir  conséquent,  ne 
pourrait  pas  être  un  carré.  Posons  donc 


Pi  -  pip-  r)'h  2Sh  i\s(p''-  pr-hs), 


r,  =  p{p—  r)  -^  2S  -'-(p  —  r/  —  2\ls[p'' —  pr-h s), 
s,  ...  [p  -  if  \p{p  -  /•)  -H  2s  ■-  -iy^Uip'  -pr  +  s)]. 

Si  s,  (^2  _  p,r, -i- .ç,)  est  encore  un  nombre  carré,  nous  ferons  de 
nouveau  la  transformation  en  passant  aux  noud^rcs  p^,  i\,  Sn,  qui  s'ex- 
priment en  />,,  r,,  s,  de  la  même  manière  que  /;,,  r,,  s,  s'expriment  en 
p,  ;•,  s,  et  ainsi  de  suite.  Si,  en  opérant  comme  il  a  été  dit  plus  haut, 
nous  rencontrions  des  nombres  égaux /j,  =  /•,.  nous  trouverions  l'inté- 
grale correspondant  au  système  /?,,  r,,  s^  d'après  la  formule 


/; 


{2i+il>i)dzi  _  l  1^^  ^zf  -h  PiZi+  y/a/ -h  />,2.-4-  s, 

^{zl  -t-  piZi)  (z/  -I-  piZi-hs.)        2      *'  v/î'  ■+- />, z,  +  y/z,' -(- Pi Zi-h  Si 


5.  11  nous  reste  maintenant  à  prouver  que,  lorsque  nous  ne  rencon- 
trerons pas  de  nombres  /j,  et  r,  qui  soient  égaux  entre  eux,  nous  arri- 
verons, après  un  nombre  fini  d'opérations,  aux  nombres  p^,  i\,  s^,  de 
sorte  que  s.,{p-  —  i\p.,-\-  s.,)  ne  sera  pas  un  carré. 

D'après  ce  qui  précède,  il  existe  entre  les  nombres  p^^,  r^,,  .v^  et  p^t-,, 
;•      ,  s^L^i  les  relations  suivantes  : 

sv.{p:i  -  /v'v  +  *i^) 

-^^  V-^V-i  (p'^-i  —  /V-i'V-i  -+-  -^(t-t)]» 
-t-  ()  \Jsy,_,  {p;_,  —  p^,_^  /-p^,  -H  JpL-.  )]. 


Soient 


■V'/^'  — /VV+'V) 


(Pj^-<  —  '■^->)'  (/'ix-i—  '•i^./  ••■(/'  —  ■^;' 


^'^         (//,_,-  r,_,)'(/;,_,-  r,_,)'.  .  .(/>-.0*' 
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donc 

A^'  =  4  ( B,^_,  -+-  a  ^^,_,  )  A,,,_, , 

B^  ^B,,_, -f-6A^,. 

Comme  A,,  =  \/s(p^  —  pr  +  s)  ot  By  =  /y^  —  2s  sont  des  entiers,  A„  et 
n^  le  seront  aussi  pour  toutes  les  valeurs  de  p.,  pourvu  (jue 

soit  un  carré. 

Démontrons  à  présent  que  tout  diviseur  commun  impair  de  \^,,  et  de 
B|ji  sera  aussi  un  commun  diviseur  de  A,i_,  et  de  Bu_,. 

En  effet,  soit  k^^  le  plus  grand  diviseur  impair  commun  à  A^,_  et  P^,  et 
kf^-,  le  plus  grand  commun  diviseur  impair  de  Ap._,  et  de  B|i_,.  En 
posant 

A,,.     =  /f^rtp,,  B^      =  k^^b^, 

on  a 

I  k^f>^,,  ^  /•,,.._,  (A|j,_,  -f-  firtj,^,  ). 

Tl  s'ensuit  que  A^^sera  divisible  par  /»■„_,,  parce  que,  dans  le  cas  con- 
traire, rtp,  et  />^  auraient  eu  quelque  diviseur  commun  impair,  et,  par 
conséquent,  A(j^  n'aurait  pas  été  le  plus  grand  commun  diviseur  impair 
des  nombres  A,x  et  B|j,.  Soit  A^  —  ).Ap,_,,  X  étant  un  entier  impair. 

Des  équations  (16)  on  a 

On  conclut  de  la  première  équation  que  a^_,  et  X  ont  un  diviseur 
commun,  et,  de  la  seconde,  que  ce  diviseur  appartient  aussi  à  /v d  t:e 
qui  ne  peut  avoir  lieu,  carA,^.,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  im- 
pair de  A|ji_,  et  de  Bn_|.  11  en  résulte  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
impair  de  A^^  et  de  B^  sera  en  même  temps  le  plus  grand  commun  di- 
viseur impair  de  A„  et  de  lî„.  Réciproquement,  soit  k  le  plus  grand  di- 
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viseur  cdiiiiiinii  à  ces  derniers  nombres  (qui  ptiit  aussi  l'irc  pair),  l'.n 

eflectuanl  le  calcul  des  nombres  A,,  I!,,  Aj,  IVj, ,  ou  Irouveia  que  A 

sera  le  diviseur  conimtui  de  A|i  et  de  15^.  Soie  ni 

a^  =  aa:,    iv=/fB;, 

alors 

A;'=4A;_,(B;_,-f-aA;_,), 
n;  =b;_,-i-6a;_,. 

D'après  ce  qui  précède,  il  est  clûir  que  li'^  et  A'^.  sont  sans  diviseur 

commun  nn|)air.  Considérons  a  |)resent  la  Iraction  — après  qu  elle 

sera  réduite  à  ses  moindres  termes,  c'est-à-dire  après  la  division  de  ses 
termes  |)ar  A,  le  plus  grand  conuniu)  diviseur  de  A„  cl  de  1$,,  ou  de  Aq 
et  de  Bu  4-  2A0,  ce  qui  est  la  même  chose.  Suivant  la  notation  adoptée, 

cette  fraction  deviendra    °     ,  ' — -•  Remarquons  que  les  termes  de  cette 

fraction  sont  |)ositifs.  Quant  au  dénouiiiialeur,  cela  se  voit  immédiate- 
ment, cl  le  numérateur  ne  peut  être  négatif  que  lorsque  r>u=  rp  —  2S<^o. 
Eu  outre,  en  remarquant  que  dans  ce  cas  le  nombre 

B2  -  4  A^  =  [rp  -  2sy-  -  f,s{ir  -  pr  +  s)  =^  /.'  (/•»-/,.$) 

doit  être  négatif,  en  vertu  de  4^  —  /-  >-  o,  on  voit  que  Do  est  inférieur 
à  2A0;  donc  le  inunératcur  Bu  -i-  aAj,  est  positif.  Considérons;»  présent 

le  cas  où  la  fraction    °     ,- — ~  se  réduit  à  l'unité.  Alors  on  a  B„^=  —  A„. 

En  effectuant  le  calcul,  on  trouve 

A,  =  2A„,     R,  =  jA^,     Al  —  8.ç).kl; 

A3  n'est  pas  déjà  un  nombre  lalionnel.  Nous  nous  occuperons  ensuite 

B'  -t-  2  A' 

du  cas  où  au  moins  un  des  termes  de  la  fraction    °— -, — ■  a  des  divi- 

seurs  impairs.  Soit  <yy  celui  des  diviseurs  dont  le  degré  de  multiplicité^ 
est  le  moindre,  y  étant  un  nombre  preaùer.  Des  expressions 

a;  =  4A'„(b;,  +  2A'o\ 

IV;  =  B'.,  4-  G  a;  =  r;  -h  2.v„  +  /■,  a;,. 
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il  suit  que  A','  est  divisible  par  <y,  et  ii',  110  l'est  pas.  lui  outic,  pour 
(lue  A',  devienne  un  nombre  entier, y  doit  èlre  pair  et,  par  conséquent, 

A',  admet  le  diviseur  ry'.  Des  expressions 

A,'=/,A'.(n', -+-2A'.), 

u;  =iv, +  ga;, 

on  voit  encore  que  A,]  est  divisible  par  ijr,  et  B'.^  ne  l'est  pas.  Four 
(jue  A'2  soit  un  nombre  rationnel  et  entier,  -  doit  être  pair;  donc  A.^ 

admet  y  fois  le  diviseur  (/.  Ou  prouvera  de  la  même  manière  que  \'>'.^  ne 

sera  pas  divisible  par  q,  et  que  A'^  admettra  le  diviseur  (j  au  degré  y) 

lorsqu'il  sera  un  nombre  rationnel  et  entier.  Suivant  la  même  marche, 
on  voit  que  le  nondjre  A',,  contenant  q  au  degré  impair,  ne  sera  pas  un 
carré,  et  par  conséquent  A!,^,  ne  sera  pas  un  nombre  rationnel  :  il  est 
évident  que  |U,  est  inférieur  'aj\ 

Considérons  enfin  le  cas  oîi  l'un  des  termes  de  la  fraction  ■  °  ., — - 
est  égal  à  2^,  où  J  est  l'exposant  quelconque  et  l'autre  l'unité. 

Soient  d'abord 

b'„  +  2a;  =  i,    A'.,  =  y. 

En  évaluant  A',,  B', ,...,  on  ama 

A',  =  a  -  ,     B',  —  14-  2  '  , 
oùy  doit  être  pair.  Le  numérateur  de  la  fraction  irréductible 

2  A',  4-  B',   _  (1  -t-2^~) 

A',  ~  ^— ' 

2  * 

ne  renferme  que  des  facteurs  impairs  dont  les  degrés  ne  sont  pas  su- 

périeursày.  En  ellet,  cela  résulte  de  ce  que,  poury  =  2,  le  numérateur 

/±i      / 
devient  5*  et,  pour^  >  2,  i  4-  2  '  :^  3-. 

Tome  XIX  C-i'^  sciic).  —  Mai  1874.  ^3 
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Il  résulte  de  là  qu'il  suffit  tle  rôpéier  les  inèuies  o|)érations  moins 
i.\v  J  fois  pour  arriver  au  nombre  A;  qui  ne  sera  pas  un  carré.  Soient 
niaiiileiKuit  H'„  ■+-  aA'^  =  :/,  Ay  —  i.  lleiuarcjuons  que^  ne  peut  pas  être 
égal  à  2,  car  alors  B'^,  serait  aussi  égal  à  j.,  et  par  suite  By  —  2A„,  c'est- 
à-ilire  B,^  —  /jA^  =  p- {r- —  4^)  =  o;  donc  il  l'aut  adiiu  tlir  /;  —  o  ou 
r'  —  4^  =  o.  Dans  les  deux  suppositions,  l'équation 

z  (2  -f-  p)  (2-  +  rz  -V  i)  =  o 

a  des  racines  égales;  mais  nous  avons  fait  abstraction  de  ce  cas, 
lomme  cela  a  élé  dit  plus  haut.  Après  avoir  démontré  que/ ne  peut 
pas  être  égal  à  2,  passons  au  calcul  des  nombres  A', ,  B', , —  Nous 
avons 

A',  =  2.2',  où  y  doit  être  pair, 

B',  =  2=  (i  -H  2/-"). 

Le  numérateur  de  la  fraction 

2  A',  4-  B',       [1  -h  j.    ■  ) 

W'        —         '-» 
1  — 7- 

2  ' 

ne  contiendra  que  des  facteurs  impairs,  dont  les  exposants  ne  surpas- 
sent pas  J  —  1.  Il  suffit  donc  d'opérer  ces  calculs  un  nombre  de  fois  in- 
férieur à/ —  2  pour  arriver  au  nombre  A^f ,  qui  ne  sera  |)as  un  carré. 
6.  D'après  ce  cpii  a  été  dit  ci-dessus,  on  voit  qu'en  transformant, 
au  moyen  de  la  formule 

lp  —  r)'{z'+pz) 

Zi   =  — ; ; > 

(r— yj)2-f-J 


l'intégrale 


/, 


{z  +  A)(lz 


y/(z'  +  pz)(z^  -i-  rz-hs) 


un  obtient  une  inlégrali-  de  la  même  forme,  et,  en   outre,  il  a   élé 
montré  qu'après  un  nombre  fini  d'opérations  on  renconlic  l'intégrale 
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dans  l.iqiicllo /),  —  r,,  ou  celle  dans  la(|iiclle  la  fonction  plnc<'e  sons  le 
radie»!  ne  se  décompose  pas  en  denx  lactcnrs  [z-  -h  pz)  (2^  -t-  rz  ~\-  s,) 
dont  les  coefficients  satisfont  à  celte  condition-ci  : 

f  (/)■  —  pr  4-  s)  —  un  nombre  carré, 

et  au  moins  à  l'une  des  inégalités 

4^  —  r-  >  o,      rp  —  2.Ç  >  o. 

Il  résulte  de  là  qu'on  peut  toujours  se  borner  aux  intégrales  dans 
lesquelles  la  fonction  placée  sous  le  radical  ne  se  décompose  pas  en 
facteurs  satisfaisant  aux  conditions  précédentes;  afin  d'évaluer  de  pa- 
reilles intégrales,  M.  Tchebichef  se  sert  de  nouveau  de  transformations 
successives. 

D'après  sa  méthode,  passons  de  l'intégrale 

)dz 


r     (3+A 


mz'  -h  nz 

à  celle-ci 


Ç  (z,+A')dz, 

j  >Jzl  +l,z]  -f-m,zf-hf,,z,  ' 


en  ayant  égard  à  la  transformation  du  n"  1,  c'est-à-dire  en  posant 

^  P  —  {  //«  4-  i  n 
\/z>  +  Iz'mz'  +  nz  —  z-'-^lz  —  iULzJL 


W,   =  —   2171  +   ■'  l\ 


Tl,  =  —  7Z  4-  -i  Im  —  ■'-  / 


De  s  nombres  /,,  m,,  71,  nous  passerons  aux  nombres  /.,  m.,  «„. 

'  23." 
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en  posant  généralement 


2/,'  —  8/,iw<  -»-  l6n, 


^'"^  'm,..  =-  2m,4-|/f, 


\ 


",VI  =  —  ",•  -+  ô/l'"l  —  ï/.\ 


et  en  prenant  /„  =  /,  m^  :=  m,  r/o  =  «. 

Maintenant  allons  cherclier  où  nous  conduisent  ces  transformations 

successives,  lorsque!  intégrale  j  .  —s  exprime  en  termes 

'  '^         J  )/z' -h  Iz^  +  mz>  +  nz  ' 

finis,  et,  pour  cet  effet,  considérons  les  relations  entre  les  racines  tics 
é(]u;itioi)S 

;'  -t-  Iz^  +  mz  4-  «  =  o,     zî  4-  /,  z]  -H  m,  z,  -t-  »,  =^  o,.  .. 

Soient  g,,  g'  ,  g' ,  les  racines  de  l'équation 

z^  ■+■  Il  z,-  -f-  ?/2,-  +  «,  =  o  ; 

60,  g'o'  go  étant  désignés  plus  haut  par  g,  g',  g".  Tl  est  aisé  de  faire 
voir  que  g,_^,,  g',.^„  g",,  sont  liés  à  g,,  g',  ,  g"  de  la  manière  sui- 
vante : 


{gi-^s'i-8"){si  +  e:-g: 


,        X  I    „'        _   {g'i  +  gi-Ê^i)  {g'i  ■+■§"  —  gi) 

^'^'  <^'""~       ^(gi+g'-g;) 

,.  ^  (gi-<-g:-g.)(g.+g:-g',) 

En  effet,  midtipliant  ces  expressions,  il  vient 
gi+,  gL.  g.'. .  =  -  ".V.  =  i(g,-  +  y'  -  g"  )  (g.-  +  g"  -  g',  )  (g!  +  g'  -  Si)' 
mais 

g.  +  g'.  ^-g'  =  -  A; 
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donc 

---(-^-«.)(-^«:)(-^«:)■ 

C'est  la  troisième  formule  (17). 
Ensuite 

in .         —    tr .        fr  _i_    a .        n  _L-  »  or 

'"i+i   —  t)'+*  b'  *-'  ^^  b'+»  &H-I  ^^  6'-»- 1  t)i  •  '■» 

=  T  (&<  +  gi  -  è'"  )"■  +  i  (è'.-  +  gl  -  é'i  )'-^-  i  (g'  -t-  gl  -  g/)% 

c'est  la  deuxième  formule  (17). 

En  addilioiMiant  enfin  les  expressions  (18),  il  vient 

i   ___ isi + g'i - g'i ïisi +gi- gi)'+(gi  +g.- - g'if{gi + gf— g/)'+(.?; +g: - g.)'(g,- -^s\-g",)\ 
^g'.  +  g:-g>)[gi  +  g'[-g.)[gi-^g\-g:) 

par  conséquent 

Le  second  nombre  de  l'équation  précédente  est  une  fonction  symé- 
trique et  entière  des  racines  g,-,  g'  ,  g\ .  Après  l'avoir  exprimé  en  coef- 
ficients /,,  »;,,  n,,  on  a 

//+,  n,v,  =  (772,  -  I  /,-)=  +  /,  (7i,  -  \  Wi  li  +  i  /f  ), 
donc 

'"*■'  '        2//— 8///,/,-t-i6/î,' 

c'est  la  première  formule  (17). 

7.  A  présent,  nous  allons  faire  connaître  les  expressions  de  g,,  ^■'  , 
g"  en  fonctions  elliptiques.  Après  avoir  posé 

.^.^gAg\-g.)     g:^:^^    ,^,,.^„,,,^g^^g^^ 
~ ^'^  -gj  g.  g" 
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i\iiiis  avons  c\i 

,/  =— ^•— ,     o-  =—Ei 

Ces  formules  nous  donnent  de  nièine 

,  ,  I  —  x'sin'nnia 

gii  "•"  §1)        &o         &o  cos'rtwifl  A'/7/nn' 

,  ,  I  —  pix'sin'n/wn  -f-  x'sin'rtwn 

S^o  +  8»  ~~  8»  —  8i*  cô^'ânûrynmn  ' 

,  „  I  —  9.  sin'rtTOrt  +  x'sin'/TOTrt 

d'où,  ayant  l'gard  aux  formules  (i8),  en  y  posant  /  =  o,  on  trouve 

g,  A am  9. n  t-os am  ?, «  ( i  —  x' sin'  nmn) 
o'  2  coi' am  a  n'orna 

,         g,  cosrt/Maa(i  —  x'sin'fl/na) 
O  '  2     Aa/«  2«  cos'o/wfl  ^'ama 


donc 


„         g,    Anm,2n(i  —  x'sin' «/«//) 
o'  2   cosnm  9.a  cos'anui  &'ama 


ffi 


*' '         A'(jiiii.fi        ^'         cos'o/n9.a 

g, (g, -g')  g> 

c'est-à-diro,  lorsque  des  racines  go,  g'o'  g".  ""  passe  nux  racines  g,, 
ft'n  8'n  '^  "lodide  x.  reste  invariable,  et  l'argument  a  se  redouble.  Il 
en  résulte  qu'on  peut  immédiatement  écrire  les  valeurs  de  g,,  ^'',  ,  g* 

*>'  A' «m  2' a'      '''  cos'nOT2'rt 


I 


(•9") 


sin  n/»  2'~'  <l  cos  (7/w  2'  /7  A  nrii  ?.'  « 
O'        O'— •  siiia/M  2'ncos«/"  2'' '<7ûrtm2'~'<ï 


et  par  conséquent 

.  sin  fini  2/1  cos  flW  2'/7  A  «m  9.'<I 

A''^  tr,  —   n    . -. 

I  am  l'a  cosani  ■?./!  A  am  /.a 


('!)*)  Si^-8>- 
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8.  Siij>[)Osotis  inaiiiloiiaiit  (lue 


Â 


/z'  ■+■  lz'  +  mz'  +  m 

(point  <le  dt'pait  de  nos  IianbloiiiKitioiis)  s'cx()iiiue  i;n  Iimiucs  finis,  la 
constante  A  ay.nit  nue  valenr  convenable.  Il  a   été  déuioniré  (jne  le 

,                     ,         ,         vK  -f-  v'K'/ 
paramètre  a  acqniert  dans  ce  cas  la  valenr : ?  ou  v,  v  et  /.  sont 

des  entiers,  dont  le  dernier  est  un  nombre  impair.  Soit  à  présent  ç  le 
moindre  entier  satisfaisant  à  la  congruence 

2"^:^  2    (mod.X), 

laqnelle  est  toujours  soluble,  X  étant  un  nombre  impair.  Soit 

2"^  =  2  H-  /A, 

où  le  nombre  h  est  évidemment  pair. 

Si,  dans  les  formules  {i8)  et  (if)),on  attribue  à  /'la  valeur  a  et  si  l'on 

,                    vK  +  v'K'; 
remplace  a  par : >  on  aura 

t  I  II         II 

ir     :ziz  "' .  **■     =z    f'  "     —    "■ 

ba  &(>        O"  01'        &'  Ol' 

et,  par  conséquent, 

4=  A,     "'-7  =  ■•«,,     ri„  =  n,. 

Donc,  si  l'intégrale  donnée  s'exprime  en  termes  finis,  les  quantités 
/,,  iiii,  Tii  sont  périodiques.  Si  les  nombres  v  et  v'  sont  pairs,  on  aura 

4-1  =  Al,       '"-7-1   =  '"u,       «a-i   =  «0» 

et  par  conséquent  la  période  commencera  par  4,  m^,  //„;  mais  lorsque 
au  moins  l'un  des  nombres  v  et  v'  sera  impair,  la  période  ne  commen- 
cera que  par/,,  m,,  Jl^. 

Maintenant  nous  allons  démontrer  que,  dans  le  cas  de  périodicité, 
tous  les  nombres  /,,  m„  //,  sont  des  entiers,  pourvu  que  /„,  ///„,  //„ 
le  soient. 
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l'osons 

=  a.- 


a// -8////»/-*- 16/1,  " 

i  étant  un  entier  quelconque,  et  démontrons  (\ih\  clans  le  cas  de  pé- 
riodicité, les  systèmes  /,,  m,,  n,  et  tous  les  nombres  «,  seront  entiers. 
Nous  allons  le  prouver  d'abord  pour  le  nombre  «„,  et,  pour  cet  elTet, 
chercbons  la  forme  générale  des  expressions  /,,  w„  //,  en  /„,  ///„,  //„  et 
«u,  lesquelles  sont  respectivement  égales  à  /,  m,  n,  a. 
On  a 

l      /,  =  —  /—«,     4'"i  =  ~  8//i  -<-  3/-, 

^^'^'  I  8w,  =^- 8/i-f- 4///i  - /^ 

Remarquons  d'abord  que  /,,  /«,,  //,  peuvent  être  exprimés  eu  a  par 
les  formules 

/,   =   5         il  ni,    =:  - —  î        O  «,  =  5 

(p,x  ^)/,a  M,  a 

oîi  ^,,  Ç3,-,  T,,  '},,  fî,,  «,  sont  des  fonctions  entières  rationnelles  de  a  à 
coefficients  entiers  (ces  coefficients  renferment  /,  w,  n).  En  outre,  ces 
fonctions  seront  de  la  forme 

j  <l>iOi.  =3a''.  +...,     9,a  =  2'-'  (a^".-'  +...); 

(21)  ¥,a  =  3a'.+.  .,     i{;fa  =  2*'-' («'-=-+-...); 

(  Û,a  =     a^  +...,     «,«  =  2"-''(a'--'  -f-...). 

Les  exposants  des  termes  vont  en  décroissant;  nous  avons  affecté 
des  parenthèses  les  fonctions  entières  de  a  à  coefficients  entiers.  On 
peut  tres-aisément  vérifier  ces  formules  pour  les  nombres  Z^,  m-^,  n.j. 
En  effet,  après  avoir  substitué,  dans  les  formules  (i 7),  au  lieu  de  /,, 
m,,  «I,  leurs  valeurs  (20),  on  aura 

Ij  =  —^ — '-^,     4'"l>  =  3a  +  . . .,     8«o  =  a'  +  . . .  ; 

donc  '^jK  et  w^«  sont  égaux  à  l'unilé. 

Afin  d'établir  la  généralité  des   formules  [■^i],    nous  supposerons 
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<|ir<'IIes  siihsisloiU  pour  un  nombre  quelconque  /  et  prouverons  qu'elles 
ont  encore  lien  pour  /  -f-  r . 
Nous  avons 


2  <I>,  ai|<,  a  ('!>  '  a^j;,  aw,  a  —  '1',  a,  M'a-jj,  a^p  ' a  -f-  ii,  aiji,'  a'{i,  a)  -4-  o),  a  ('1','  a\|i,  a  —  M',  a^ ,  a)  ' 

Apnjs  avoir  remplacé  les  lonctious  'l>,a,  9, a,...   par  leurs  valeurs, 
on  obtient,  en  réduisant, 

.      _      3  ».'''■*-' -h... 
ou 

D'une  manière  analogue  on  trouve 

,  _  3a>,  ar{-,a  —  2y,'  aY.a  _  3a^'+'  +■  ■  ■ 

4  '"m-  I  — 


OU 


7,  +  l   =   2/»,-  +  <7,  —   2, 

o  _  It.  (a)'}-.a?f  g  -  <■'■■  (g)  M'.-  (g)  1'.  (  g)  y,'  (g)  +  <I.i'  (  g)  |,  a>.,a 


OU 


'•i+.  =  3/;,  +  7,  +  r,-  —  5. 


Par  conséquent,  les  formules  (ai)  ont  lieu  pour  /+  i  :  c'est  ce  que 
nous  voulions  prouver.  Il  a  été  démontré  plus  haut  que,  lorsque  l'in- 
tégrale donnée  s'exprime  en  logarithmes,  nous  arriverons  de  nouveau 
aux  nombres  l,,  m,,  7i, ,  les  systèmes  /„  w,,  ;/,  .'^e  succédant  périodique- 
ment. Soient,  comme  il  a  été  supposé,  l^  ^^  l,,  m^  =^  ;«,,  ti^  =^  «|. 

Tome  XIX  (ï«  série).  —  Mai  187').  24 
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On  a,  d;yis  ce  cas, 

(2a)  8«,  ='-^, 

OU 

Llaff.  —  Sri,  Wga  —  o. 
Eu  remarquant  que 

Su,  ^-8/i-!-  l^lin-l' 

est  un  nombre  entier,  on  voit  que  a  est  une  racine  rationnelle  de 
l'équation  à  coefficients  entiers,  dont  le  premier  terme  a  l'unité  pour 
coefficient;  donc  a  sera  un  nombre  entier.  De  ce  que 

_        (/»  — 4m)» 
il'  —  8//«  -(-  i6« 

est  un  nombre  entier,  on  voit  que  /  doit  être  pair;  par  conséquent 

/,=:—/—&:,     /«,  =  —  2;/i  H-  J  /^, 
;/,  =  —  «-!-  ].  lin  —  {l^ 

seront  des  nombres  entiers. 
Soit  à  présent 

(/;-4/»,)'       ^^ 

a/' — 8/,  w, -+- 16/7,  '■ 

En  remplaçant  dans  la  formule  (22)  les  nombres  /,  /«,  11  par  /,,  m, , 
»,  et  a  par  a,,  on  aura  8rt,+  ,  au  lieu  de  8//0,  savoir  : 

«„       _  0..    _  ^''■'(«'). 


les  nombres  /, ,  m,,  «,  entrent  dans  les  coefficients  des  fonctions  iî,  et 
w,  de  la  même  manière  que  /,  m,  11  dans  ceux  de  il,  et  oj^. 
Comme 

S/jj  =  —  8/i,  -i-  4^1  '")  =  l] 
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est  un  nombre  entier  ;  d'iipics  r(''f[ii;ai<)ii 

û',  (a,)  —  8?/2  0)',(«,)  =0, 

que  «,  est  un  nombre  entier  :  donc  Z^,  m..,  fi^  seront  aussi  des  entiers. 
On  voit  de  la  même  manière  que  /j,  rnj,  «3,...  sont  aussi  des  entiers. 

9.  Pour  achever  la  démonstration  de  la  méthode  de  M.  Tchebichef, 
il  ne  nous  reste  qu'à  faire  voir  que  les  nombres  des  systèmes  /,,  m,,  n^ 
que  l'on  obtient  avant  que  la  périodicité  soit  manifestée  ne  surpassent 
pas  une  limite  finie.  Nous  reprendrons,  pour  cet  effet,  les  relations  qui 
existent  entre  les  racines  g^^,,  g[^„  g^^,  et  g„  g\  ,  g" .  On  a 


g'+i  sin'/ï/«2'rt 


A' ani  ï' a  cos-  am  i.' n 
g'  sin'  am  2'~'a 


A'a/w2'-'acos'fl/n2'-'a        b' \0'        b'Ji 


ji  +  il  b'+' 


cos'  am  l'a  A-  am  7.' a 

gi  x"sin'  am  9,'~'  a 
A^rt/7J2'~'fl  cos^«m2'~'« 

y}  un-  am  2'  a 


ti'VO'       OUI 


0,+,\a'  +  >         b'  +  'l'  ô'+.  cos'«ra2' «A'ama'rt 


"■,  X  'sin'rtW2'^'(7  „  ,  ,, 

°  .  —  o    la.  o-  1 

,1-1  „    Si  \b'  O'/* 


A^  am  2'~'  a  cos^  am  2' 


Des  relations  ci-dessus,  il  vient 

a2   tff'     —  0-"    V-+-"'2  (s'     —  xr-  .V-^e"'^(o-     —  £     ^2 


b'\bi       b' I    ^^  b'  voi        b'J    ^^  O'    Vo'       ow  • 


En  y  introduisant  les  coefficients  /,,  ni/,  tii,  //+,,  w,,,,,  «,., ,   au  lieu 
des  racines,  on  aura 

2^. 
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Des  mêmes  relations  on  a 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

"■li(4/,^*,",>.  -  /'.,'«.l,  -  i8/,_,  "/,_,  «,+,  H-  4'w.l,  +  a7n,^,) 
=  «,=  (4  /,=•  w,  -  /.'^  /n;  -  1 8  /,  m,  «,  -(-  4  »;»;'  +27  «,-). 

Il  suit  des  égalités  obtenues  que  le  nombre  de  différents  systèmes 
/,,  ;//,,  /;,  ne  surpassera  pas  celui  des  solutions  entières  des  équations 

Y^  -  3XZ=:  m-  -  3/«, 
Z-  (4X'Z  -  X=Y-  -  18XYZ  +  4Y'  4-  27Z=) 
=  n'(4/'/i  —  /"'»"  -  iSlnin  -h  4'"'  +  27/1'). 

Ces  solutions  X,  Y,  Z  ne  peuvent  être  qu'en  nombre  limité,  comme 
l'a  démontré  M.  Tchebichef  lui-même  [*]. 

[*]  Journal  tic  Mathématifjues  de  M.  Liouville,  i86.'|,  p.  '^35. 
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Extrait  d'une  Lettre  adressée  h  M.  Bcsgc; 
Par  m.  .ï.  LIOUMLLE. 


«...   En  désignant  par  .r  une  variable  indépendante,  et  par  n  une 
constante,  puis  considérant  l'équation 


on  trouve  tout  de  suite  que 


?  =  sin"-'xc'"+')-^v'-', 

dx  ' 


d'où  résulte  naturellement  l'intégrale  indéfinie 

(A)  Cûn"-'xé"^'^''^'^dx  =  *-^  e'-^V^ . 

B  Si  l'on  mettait  pour  les  exponentielles  imaginaires  leurs  valeurs  ex- 
primées en  sinus  et  cosinus,  on  serait  amené  à  décomposer  cette  équa- 
tion en  deux  autres,  savoir  : 

/   >                              r  ■    >,   I            I             \       I           sin"jTos«.r 
(i)  (  sni"~'.rcos(7i  4-  \)xax  =  
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et 


(a)  j  sln"''xs'\n{n  -h  i).r(ix 


sin'x  sin«.r 
» 


qui  ont  été  iiuliquécs  déjà  p;ir  EuUt  (l;ins  un  (le  ses  Mémoires  post- 
liumes  [*],  et  dont  la  vérification  directe,  sans  être  difficile,  donne 
lien  cependant  pour  cliaciuie  d'elles  à  des  calculs  plus  longs  et  plus 
cornjiliqnés  que  celle  de  notre  équation  unique  (A). 

»  On  condensera  semblabicment  en  une  seule  formule  les  deux  for- 
mules intégrales  suivantes,  qu'Euler  donne  aussi  dans  le  Mémoire  cité  : 

(3)  /  cos"~'xcos(m  -h  \)xdx  =  -cos"j:sin«x 

et 

(4)  /  cos"""'arsin(n  +  i)a:r/r  = cos"j:coshx; 

il  suffira  pour  cela  d'ajouter  les  équations (3)  et  (/()  membre  à  membre, 
après  avoir  multiplié  la  seconde  par  le  facleiu"  y  —  '  •  O'i  trouvera  ainsi 
l'équation 


cos"x    „,  1—, 


(B)  fcos"-'  xé"^'^'^'dx  =  -  v'-  I  ^ 


qui  équivaiit  à  ces  deux-là  et  qui  peut  les  remplacer. 

»  Je  vous  renvoie  pour  de  plus  longs  détails,  et  pour  des  dévelop- 
pements curieux,  au  Mémoire  d'Euler  déjà  cité.  Il  me  sufiit  d'avoir 


[*]  Ce  Mémoire.!  pour  titre  :  Quatuor  theoremata  notatii  digna  in  Oi lento  inlcgrali. 

On  le  trouve  dans  les  Noon  Jrtfi  Àrail.  Petrop.  pour  1789.  (J.   L.) 
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attiré  sur  ce  Mémoire  votre  attention  exercée  :  je  ne  puis  avoir  d'autre 
objet. 

»  J'ajouterai  cependanl  que,  la  constante  ti  étant  arbitraire  dans  nos 
formules,  on  peut  cHcdiier  sous  le  signe  intégral  des  diiïérentiations 
par  rapport  à  ce  paramètre,  d'où  naîtront  de  nouvelles  formules  en 
apparence  plus  compliquées,  puisqu'elles  contiendront  des  loga- 
rithmes.  » 
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Réponse  à   la   Lettre  précédente  ; 
Pau   31.    BESC;!::. 


«  ...  En  vous  rcinerciaiil  de  votre-  J-t'Urc,  je  me  penuols  d'ajouter 
une  formule  que  je  coticlus  tout  de  suite  de  votre  équation  (A),  et  qui 
me  parait  mériter  d'être  écrite.  En  désignant  par  _^  une  variable  indé- 
pendante de  o  à  I,  et  par  <f[t)  une  fonction  quelconque  de  /,  déve- 
loppable  pourtant  suivant  les  puissances  de  /,  je  trouve  que  l'on  doit 
avoir  celte  cgalilé  de  deu.v  intégrales 

vo  t/o 

On  déduirait  aisément  une  fornuilc semblable  (//)  de  votreéquation  (B). 
Je  me  garderai  bien  d'insister  sur  ces  généralisations  faciles,  dont  le 
principe  et  la  démonstration  ne  peuvent  pas  écliapper  à  une  personne 
avertie. 

»  Recevez,  etc.   » 


PriRF.S  r.T    \I'PT,IOTIF,F,S.  ,,f, 

S///-  lin  lU'iivpfin  principe  ilc  Alécaniipie  rclalif  niix  inoiivcincn/s 

stationnaircs; 

Pau  m.  R.  CLAUSUS. 


[  [,ii  à  1,'t  .Sori('l<''  Rlu'nnnc  dos  Scicncos  natur(  llis  et  iiirdiralos  le  i(i  juin  i8^3. 
TiMiliiit  lie  l'alIcmMiKl  liai'  M.  V.   Fomk.  ) 


Dans  un  Mémoire  publié  en  1870  [*],  j'ai  établi  et  démontré,  pour 
un  point  niatérirl  qui  se  meut  sur  une  trajectoire  fermée,  une  équa- 
tion qui  a  des  rapports  étroits  avec  le  principe  de  la  nioiiulre  action 
et  avec  celui  de  Ilamilton,  mais  qui  en  diffère  néanmoins  d'une  ma- 
nière essentielle.  Dans  la  suite  de  ce  même  Mémoire,  j'ai  cherché  à 
appliquer  cette  équation  à  la  Théorie  de  la  chaleur;  mais  ce  sujet, 
considéré  même  d'un  point  de  vue  purement  niécauiquc,  m'a  paru 
d'une  assez  grande  im{)ortance  pour  me  déterminer  à  le  poursuivre 
dans  cette  direction,  et  à  donner  à  l'équation  que  j'avais  établie  une 
forme  aussi  générale  que  possible;  rai)plicalion  de  cette  équation  à 
des  cas  particuliers  eu  sera  naturellement  facilitée  et  rendue  plus  sûre. 
C'est  le  résultat  do  cette  recherche  que  je  me  propose  de  communiquer 
dans  ces  pages. 

1 .  Il  sera  utile  d'établir  d'abord  l'équation  sous  sa  première  forme, 
et  d'y  relier  ensuite  les  développements  ultérieurs. 

Soit  donné  un  point  matériel  de  masse  m,  soumis  à  l'aclion  d'une 
force  qui  a  une  fonction  dejorce,  ou,  suivant  une  autre  dénomination, 
un  ei'j^iei,  et  décrivant  sous  l'intluence  de  cette  force  une  trajectoire 

[*]  Sur  la  rcduclion  du  second  principe  fundamcnUd  df  l/t  Tlicoric  nx'ctinitjiic  dr 
In  chaleur  h  des  principes  gèncraii.r  de  Mécanique.  (  Bulletin  de  ta  Société  ihénane  des 
Sciences  naturelles  et  médicales,  j).  167,  iiS'jii;  .lunules  de  l'oggcndorff,  t.  {~.XLII, 
p.  43^;  traduit  en  an^dais  dans  If  l'hilDsnphietil  Magazine,  4''  série,  t.  XI.II,  p.  ilu. 
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forinôc.  Rf'pirscntons  |Kir  l.  ICrgicI,  par  i'  l;i  vilfssr;  du  point,  j)ai-  /  la 
(liin'edcsa  n'-voliition.  Nous  aurons  à  prendre  les  moyennes  des  «pian- 

•  ités(jni  soiil  \;nial)les  pendant  le  inoiivenicnt,  et  nous  désignerons  ces 
moyennes  en  surmontant  d'ini  trait  liorizonlal  le  signe  rpn  représeeitc 
la  f,'randeur  variable. 

Outre  ce  mouvement  originairement  donné  du  point,  considérons- 
en  un  autre  infiniment  peu  différent  du  premier,  que  nous  nommerons 
mouvement  moilijié.  La  modification  pourra  être  produite  soit  parce 
(pie  le  point  de  départ  du  mouvement  a  été  cliangé,  soit  |)aree  que  les 
composantes  de  la  vitesse  initiale  sont  autres  tpie  dans  le  mouvement 
primitif.  De  plus,  l'ergiel  peut  avoir  subi  une  modification.  Pour  expri- 
mer celle-ci,  nous  admettons  (jue  la  fonction  U  rcMiferme,  outre  les 
coordonnées  du  point  moijile,  une  ou  plusieurs  quantités  f,,  Cj,.  .., 
qui  sont  constantes  dans  chaque  mouvement,  mais  qui  peuvent  cbaiiger 
de  valeur  dans  le  passage  d'un  mouvement  à  l'autre. 

Actuellement  si,  pour  chacune  des  grandeurs  considérées,  nous  en- 
visageons la  différence  entre  les  valeurs  qu'elle  a,  dans  le  mouvement 
primitif  et  dans  le  mouvement  modifié,  comme  une  variation  de  cette 
grandeur,  que  nous  désignerons  par  la  caractéristique  o,  et  si,  pour 
abréger,  nous  comprenons  sous  un  signe  sommatoire  les  termes  relatifs 
aux  quantités  c, ,  c-,, . . . ,  l'équation  dont  il  s'agit  s'écrira 

(i)  rîÛ  -^~  ^c  -=  ^  oV  +  mV'  51og/. 

îl  ne  sera  pas  inutile  d'ajouter  ici  la  démonstration  que  j'ai  donnée 
de  celte  équation,  dans  le  travail  cité  plus  haut. 

(>omme  nous  lavons  déjà  dit,  nous  considérons  comme  varia- 
lion  d'une  quantité  la  différence  entre  les  deux  valeurs  que  prend 
celle  quantité  dans  le  mouvement  primitif  et  dans  le  mouvement 
modifié.  Or,  si  la  quantité  dont  ou  doit  prendre  la  variation  est 
variable  tlans  le  cours  du  mouvement,  on  devra,  pour  chafpie  valeur 
de  cette  quantité  dans  le  mouvement  j)riiiiitif,  trouver  dans  le  mouve- 
ment modifié  une  valeur  déterminée  correspondante  de  cette  quantité, 
et  prendre,  pour  variation  de  celle-ci,  la  différence  entre  ces  deux 
valeurs  correspondantes. 
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Pour  (Irtoiminor  les  valciiis  coiTcspoiulanlcs,  nous  procéderons  (le 
l.i  niaiiiore  siiivanle  :  nous  choisirons,  sur  les  deux  trajectoires  (jue  le 
jjoiiit  parcourt  dans  les  deux  mouvcincjits,  deux  positions  infiniment 
voisines  coinme  origines  du  niouvonient,  et  nous  prendrons  pour  ori- 
gines du  temps  les  moments  où  le  point  mobile  a  passé  par  ces  posi- 
tions. Nous  désignerons  respectivement  |)ar  t  et  /*  le  temps  compté  à 
partir  de  ces  origines  dans  le  mouveineut  primitif  cl  dans  le  mouvement 
modifié,  et  nous  poserons 

t  —  /y     et     /'  ^  {i+  5/)ç;, 

'f  étant  tuie  quantité  tpie  j'ai  appelée  la  phase  du  tnouvement,  et  qui, 
dans  les  tleux  mouvements,  augmente  d'une  imité  jieudant  chaque 
révolution.  Celte  quantité  étant  ainsi  définie,  nous  prendrons  pour 
règle  de  considérer  comme  correspondantes  les  valeurs  d'une  variable 
qui  appartiennent  à  des  phases  égales. 

D'après  cette  règle,  les  équations  précédentes  donnent,  pour  la  va- 
riation du  temps, 

o<  =  <*  —  <  =  ç  o/, 

taudis  que  la  différentielle  du  temps  sera 

dt  =  id^. 

Considérons  à  présent  une  autre  variable,  par  exemple  l'une  des 
coordonnées  x  du  point  mobile,  et,  en  siqiposant  que  sa  variation  rJ.r 
soit  formée  d'après  la  règle  précédente,  prenons  les  coefficients  diffé- 
rentiels de  celte  variation  par  rapport  à  9  et  à  (.  Comme  (p  a  été  con- 
sidéré comme  constant  dans  la  formation  de  la  variation,  on  pourra, 
en  prenant  le  coefficient  différentiel  par  rapport  à  ç,  intervertir  l'ordre 
de  la  différentiation  et  de  la  variation,  et  poser 

(l[S.r)  ^  dx 

mais  il  ne  sera  pas  permis   d'intervertir  cet  ordre  dans  la   formation 
des  coefficients  différentiels  pris  par  rap{)orl  au  temps  t  ;  |)our  ceux-ci, 

25.. 


l'f,  JOUhNAI,  1)1.  AIArmiMAligUKS 

on  atiia  U-s  i(|ii.ilioiis  suivantes  : 

^H^J-)  _  fl(ÙJr)  ,ly 
dt       ~      d^     (Il 

X  '/j"  '/y 

d^  dt 


^  Idx  dt  \  f/ç, 
"  \dt   Ty)  lit  ' 


En  rcinplaf  aiil  dans  ces  ('(luations  les  eoeffuicnis  dilliTcnliels  -■  el 

—■  par  leurs  valeurs  /  el  t  déduites  de  l'équation  précédente  dl  —  iilf, 
nous  pourrons  écrire 

\         dt  dt  1  I 

^dx  d.r   ^. 

=  0   -T-  -f-  —  (J  lor;/. 
dt  dt  ^ 

Ces  préliminaires  exposés,  dilfércnlions,  par  rapport  à  f,  le  produit 

-.-  àx',  nous  obtiendrons 
lit        ' 


d  Idx  ^    \        d^x 

lît\Tt'''')  =  -dF 


ox 


ilx^  d(lr) 
dt       dt 


d'x   »  dx  .  dx 

=  — 7  <f  X 


dt  '  dl 

d'x  ^  I 

-— ■  oj:  +  - 

dt'  2 


Multiplions  cette  é(|uation  par  ill^  et  intégrons  ensuite,  pour  la  durée 
d'une  révolution  entière,  c  est-à-dire  depuis  t  =:  o  jusqu'à  t  ==:  /.' 
L'intégrale  du  premier  membre  a  pour  valeur  zéro,  parce  que  le 

dx 

produit       o.r  a,  pour  /  -=  /,  la  niénio  valeur  que  pour  t  =^  o.  Afin  de 

pouvoir  écrire  l'intégrale  du  second  membre  sous  une  forme  commode, 
nous  ferons  usage  du  signe  que  nous  avons  adopté  pour  représenter 
les   valeurs   moyennes,    et    à    l'aide  ducjtiel    nous   pourrons   écrire, 
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Z  ro|)iT.sciil;iiil  une  v.irial)l('  ([iicli()ii(|iu'  qui  se  ra|)|)orlf  nii  niouv('iii<;iit 


COIISKICIC, 

'  /Ah  --^  /Z. 


L 


Do  celle  uiaiiière,  l'équation  qui   lésulte  de  rinlégraliou  prend  la 
forme  suivante  : 


Nous  ponrious  supprimer  le  facteur  i,  comnun)  à  tous  les  termes. 
En  outre,  il  y  a  encore  une  remarque  à  faire  relativement  à  ce  second 
membre  :  l'espèce  de  variation  que  nous  avons  iiilrodiiite  jouit  de 
celle  propriété  particulière,  que  la  valeur  moyenne  de  la  variation 
d'ime  quantité  est  égale  à  la  variation  de  la  valeur  moyenne  de  cette 
quantité,  de  sorte  qu'on  peut  poser 


<'!)■=  K^)" 


Si  nous  transposons  enfin  le  premier    terme  d'un    membre  dans 
l'autre,  l'équalion  prendra  la  forme 


Nous  aurons  évidemment  des  équations  analogues  v^w  j  el  r,  cl,  si 
nous  faisons  la  somme  de  ces  trois  équations,  en  écrivant 


(^y-(iy-e)'=- 


nous  obtiendrons 


_  o.r  +  -^  ày  +  -  0.  j  =  -  0.-  +  .-  0  log.. 

Apres  avoir  niullipliè  les  deux   membres  par  la   niasse  ni  du  point 

...  III-  '^'^         '''•'  '^'■■ 

mobue,  nous  pourrons   remplacer  les  prouiuls  "i—f-,  in-j-^y  m  — 
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par  les  cuinpusaiites  \,  \  ,  /.  tic  la  force  qui  le  sollicite;  l'équalioii  lU- 


vienura  ainsi 


-  (X<?x  +  Y  5/  -t-  Zùz)  =      oV''  -f-  //u-  0  log/ 


2 


Atlmeltons  enfin  que  la  force  qui  agit  sur  le  |)oinl  matériel  uiobile 
a  un  ergiel.  Si  nous  représentons  celui-ci  par  U,  nous  savons  que 

A  = T-)         i:^ T-i        Z,  = » 

et,  par  suite,  dans  les  cas  où  l'ergiel  est  représente  |)ar  la  même  fonc- 
tion des  coordonnées  dans  le  mouvement  modifié  que  dans  le  mouve- 
ment primitif,  nous  pourrons  écrire 

5U  =  -  (XoV  +  Y  5j  -+-  Z  3r). 

Si,  au  contraire,  dans  le  mouvement  modifié,  l'ergiel  est  représenté 
par  une  fonction  un  peu  différente,  en  ce  sens  que  certaines  constantes 
f,,  f.j,...,  qui  entrent  dans  l'expression  de  la  fonction,  prendraient, 
dans  le  mouvement  modifié,  les  valeurs  variées  c,  +  oc,,  t\  +  ôf,,..., 
on  devra  écrire 

c?U  -  -  [XSx  +  Y&)  +  ^03)  -*-  ^  o'^«  +  S!  "^■='  -*"••• 
=  -  (  X  5x  +  Y 5j-  +  Z-îz)  +  V  '^^^  ^c. 

tu  tenant  compte  de  cette  équation,  nous  pourrons  donner  à  celle 
que  nous  avons  établie  plus  liaut  la  forme  suivante  : 

oU  —  7^-r  oc  —      (?»'■'  -f-  mv-  o  iog/, 

*"  (le  ■?.  " 

ce  qui  est  l'équation  (i  ),  ([ue  nous  avions  à  démontrer. 

'1.  Poiu"  généraliser  cette  équation,  on  j)ourrait  supposer  d'abord 
qu'au  lieu  d'un  seul  point  matériel  mobile  il  y  en  ait  j)lusieurs  qui  se 
meuvent  ioui  sur  des  trajectoires  fermées.    Si  les  durées  de  toutes  les 
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n' vol  niions  ('laient,  dans  ce  cas,  égales,  et  se  modifiaient  do  la  nirmo  nia- 
iiioro  dans  le  passago-d'ini  nionvonicnt  à  nn  antre,  rcxtcnsion  fie 
i'(''(|nali()ii  à  ce  cas  s'elïectuerail  évideninionl  sans  la  nioiiidir  dilficnllé. 
Si,  au  contraire,  les  durées  des  révolutions  sont  didérenles  et  varient 
dans  des  rapports  différents,  cette  extension  exige  de  nouveaux  déve- 
loppements. 

Lfii  cas  plus  général  encore  est  celui  on  les  points  ne  parcourent 
pas  des  trajectoires  fermées,  mais  où,  les  coordonnées  de  ces  points 
variant  d'une  manière  périodique,  les  périodes  ont  des  durées  diffé- 
rentes, et  qui  peuvent  même  varier  suivant  des  rapports  différents  dans 
le  passage  d'un  mouvement  à  l'autre. 

Ce  dernier  cas  est  encore  susceptible  d'une  extension  plus  grande, 
en  ce  sens  que  ce  ne  seraient  pas  les  coordonnées  elles-mêmes  qui  se- 
raient affectées  de  ces  variations  périodiques,  mais  plutôt  certaines 
quantités  dont  les  coordonnées  seraient  des  fonctions. 

On  peut  enfin  généraliser  davantage  encore  l'iiypothèse  précédente, 
on  admettant  que  ces  quantités,  en  fonction  desquelles  s'expriment  les 
coordonnées,  au  lieu  de  varier  périodiquement,  sont  soumises  à  une 
condition  mathématique  moins  restrictive,  qui  sera  remplie  par  des 
variations  périodiques,  mais  pourra  l'être  également  sans  que  ces  varia- 
tions soient  nécessairement  périodiques  :  c'est  ce  dernier  cas  que  nous 
allons  traiter. 

5.  Avant  de  l'aborder,  nous  commencerons  par  ex|)Oser  quelques 
considérations  de  Mécanique,  qui  serviront  à  faciliter  l'inlelligence  du 
sujet. 

Soit  donné  un  système  de  points  matériels  de  niasses  respectives 
m,,  njo,...,  se  mouvant  sous  l'influence  de  forces  qui  ont  un  ergiel. 
Si  les  positions  de  ces  points  sont  déterminées  par  les  coordonnées  rec- 
tangulaires jc,,j\,  z,  ;  JC.2,  ji,  Z2,.-.i  l'ergiel  U  sera  une  fonction  de 
ces  coordonnées.  La  force  vive  du  système  s'exprimera  par  la  formule 
suivante,  si  nous  convenons  de  représenter  par  des  lettres  accentuées 
les  coefficients  différentiels  des  variables  pris  par  rapport  au  temps, 

ainsi  '-^'  par  .r',  : 

(2)  T.=.2^(x--l-7-  +  2'^). 
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On  s:iit  (in'il  existe  une  relation  simple  entre  T  et  U.  Pour  l'exprimer 
il  s'agit  d'abord  de  délerminer  le  signe  donl  on  alïecler;»  i'erf;i«'i  U. 
On  choisit  ordinairement  ce  signe  de  telle  sorte  (pie  la  dilférenlielle 
de  II  représente  le  travail  eflVclué  pendant  nii  déplacement  inlinimcnt 
petit  des  points  matériels,  et  (pie  |)ar  suite  le  principe  de  IVupiiv.iU-nce 
de  la  forte  vive  et  du  travail  soit  exj)rimé  par  l'écpiation 

T  =  U  -t-  const. 

Mais  si  l'on  veut  donner  à  ce  principe  la  forme  sons  laquelle  on  s'en 
sert  anjonrd'lini,  surtout  grâce  aux  belles  recherches  de  Helmhollz, 
et  (pii  répond  à  la  dénomination  usitée  de  Principe  (fc  lu  conserva- 
tion lie  Vcncr'j^ie,  il  est  plus  commode  de  prendre  l'ergiel  U  en  signe 
contraire,  de  sorte  que  sa  différentielle  prise  në'^ntivcmciU  représente 
le  travail  effectué,  et  qu'on  devra  écrire,  par  suite, 

T  -+-  U  =  const. 

Alors  T  et  U  sont  les  deux  quantités  que  Rankine  a  nommées  l'énergie 
actuelle  et  l'énergie  potentielle,  et  dont  la  somme  constante  est  l'é- 
nergie totale  ou  simplement  rtv^rr^'/e du  système.  Si  nous  re|)iés(  ntons 
cette  dernière  par  E,  l'équation  précédente  s'écrira 

(3)  T  +  U  =  E. 

Actuellement  si,  pour  délerminer  les  positions  des  points  mobiles, 
nous  nous  servons,  au  lieu  des  coordonnées  rectangulaires,  d'autres 
variables  ry,,  q.,...,  ry,,,  l'ergiel  V  devra  naturellement  être  considéré 
comme  une  fonction  de  ces  variables.  Quant  aux  autres  (piantité's  qui 
entrent  dans  les  équations  du  mouvement,  et  quant  aux  formes  que 
prennent  celles  ci  lorsf[u'oii  fait  usage  de  ces  variables  générales,  elles 
ont  été  déterminées  par  Eagrangc  dans  sa  Mécaniqne  finrtlj  tique. 

Afin  de  reconnaître  ce  cpie  devient  dans  ce  cas  l'expression  de  la 
force  vive,  nous  poserons,  puisque  h  s  coordonnées  rectangulaires  des 
points  sont  des  fonctions  de  ces  variables  générales, 

^~/(7"  7-'  ■••  7")'» 
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Toutes    les    vitesses    composantes    des    points    mobiles    s'expri- 
meront (le  la  même   manière.  Comme   les  coefficients    dil'i'éientiels 

~-i  -7-1  •■•■>  -;— sont  des  fonctions  des  n  quantités  q,  les  expressions 

dq,      (if/i  (hjn  '  '  ' 

des  vitesses  composantes  renfermeront  les  n  quantités  c/  ainsi  que  les 
n  quantités  (/',  et  elles  seront  homogènes  et  du  premier  degré  relati- 
vement à  celles-ci.  Si  l'on  suppose  ces  exjtressions  introduites  dans 
l'équation  (  2),  on  obtiendra  pour  la  force  vive  T  une  expression  qui 
renfermera  aussi  les  quantités  q,,  q,,  ..,</„  et  q\,  q\,  .  ..,  </'„ ,  et  qui 
sera  une  fonction  homogène  du  second  degré  relativement  à  celle 
dernière  série  de  quantités. 

De  cette  circonstance  il  résulte  qu'on  peut  écrire 

'IT     .  dï     ,  dX     , 

2I  —  -r^q,   -1-  T^-  7o  4-  . .  .  4-  -,-  7„  , 
d<j ,  '  '         tlq.^  '-  d//„  ' 

OU  bien,  en  faisant  usage  du  signe  sommatoire, 

Comme  les  coefficients  différentiels  de  T,  qui  figurent  dans  cette 
expression,  reviendront  fréquemment  par  la  suite,  il  sera  utile  de  les 
représenter  par  un  syndjole  ]dus  simple.  Nous  nous  servirons  à  cette 
fin  de  la  lettre;?  affectée  de  l'indice  v,  qui  représentera  l'un  des  nombres 
entiers  de  i  k  n;  ainsi 

L'équation  précédente  s'écrira  alors 
(7)  2T=-/Y. 


Tome  XIX  : 2'  série).  —  Mai  i8-;'|. 
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Les  rqimtions  clifférenliellcs  ihi  iiioiiveinent  intiinciit,  d'après 
Lagraiigc,  pour  les  varialjles  générales  (y,  la  forme  suiv;iiile: 

ou  bien,  en  vcrlti  de  (6), 

,o^  '^^  =  ££  _  £î 

^    '  fit       ftt/.       fti/. 

i.  Pour  ce  qui  regarde  les  équations  déinonirées  par  Hamiltou  dans 
ses  Mémoires  de  i8'34  î»  >83.'j  ['j,  si  l'on  leprésculc  les  valeurs  ini- 
tiales de  (/,,  q.,,  ...,  (]„  et  de  /j,,  p^,  . . . ,  p„  par  A,,  Aj,  ...,  A„  et 
//,,  //,,  . . . ,  //„,  elles  s'écriront 

(I)  0  f'2Tdt  =  l{p5q  -  hU)  +  t^E, 

(Ta)  '5  /"(T  -  U)rf<  =  l{po(j  -  hok)  -  Eât. 

Ces  deux  équations  ne  diffèrent  pas  essentiellement  l'une  de  l'autre, 
puisque  la  seconde  se  déduit  immédiatement  de  la  première  en  tenant 
compte  de  l'équation  T+IJ  =  E.  On  peut  donc  les  considérer  comme 
une  équation  unique  mise  sous  deux  formes  différentes. 

Dans  la  première  forme  de  l'équation,  l'intégrale 


£■■ 


Tdt 


doit  être  regardée  comme  une  fonction  des  quantités  r/,,  y^i  ■■■,  7«j 
A,,  Aj,  . . . ,  A„  et  E;  et  l'équation  se  décomposera  par  suite  en  autant 
d'équations  différentes  qu'il  y  a  de  variations  indépendantes  dans  le 
second  membre.  Du  moment  que  la  fonciion  représentée  par  cette  in- 
tégrale sera  connue,  on  jjouna  i>ir  la  Mm|)le  élimination  de  la  quantité 
E  entre  les  équations  qui   résultent  de   cette  décomposition,  former 

[•]  Phil.  Trnns.forthc years  i834  nnd  i835. 
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toutes  les  intégrales  premières  et  secontles  des  équations  ilifiérentielles 
(lu  inf)iiv(MU('iit.  l,a  sccoiulo  forme  de  l'équalion  est  sons  ce  rappoit 
encore  plus  favorable.  Dans  celle-ci  l'intégrale 


Ht  -  U)di 


doit  être  regardée  comme  une  fonction  des  quantités  </,,72,  ■■■■,</„ 
/ii,  Ao,  . . . ,  A„  et  t;  et  lorsque  celle  fonction  est  connue,  on  obtient 
immédiatemenl,  j)ar  la  décomposition  de  l'équation,  les  intégrales  pre- 
mières et  secondes  des  équations  différentielles  du  mouvement. 

5.  On  voit  aisément  par  ce  qui  précède  que  l'équation  dcllamilton 
est  de  la  plus  haute  importance  en  Mécanique.  Néanmoins  elle  n'est 
pas,  pour  deux  motifs,  appropriée  à  notre  but. 

En  premier  lieu,  quelque  générale  qu'elle  soit  sous  d'autres  rapports, 
elle  n'a  pas  assez  de  généralité  dans  un  certain  sens.  Dans  cette  étpia- 
tion  deux  mouvements  infiniment  peu  différents  sont  comparés  entre 
eux,  et  leur  différence  peut  être  ramenée  à  ce  que  les  coordonnées  et 
les  vitesses  composantes  initiales  des  points  mobiles  ont,  dans  l'un  des 
mouvemenls,  des  valeurs  un  peu  différentes  de  celles  qu'elles  oui  dans 
l'autre;  mais  l'ergiel  U  est  supposé,  dans  les  deux  mouvements,  une 
seule  et  même  fonction  des  coordonnées.  Or  la  différence  entre  deux 
mouvements  peut  aussi  être  due  à  ce  que  l'ergiel  a  éprouvé  une  varia- 
tion qui  est  indépendante  de  celle  des  coordonnées.  Ce  cas  se  |)résente 
très-fréquemment  dans  la  théorie  de  la  chaleur.  Il  en  est  ainsi  lorsque 
les  forces  extérieures  sous  l'action  desquelles  les  molécules  d'un  corps 
effectuent  leurs  mouvements  éprouvent  une  modification  qui  peut 
s'exprimer  mathématiquement  par  une  variation  de  l'ergiel,  et  qui 
occasionne  naturellement  aussi  un  changemcnl  dans  le  mouvement 
moléculaire.  Des  passages  de  cette  nature,  d'un  mouvement  à  un  autre, 
ne  peuvent  pas  se  traiter  au  moyen  de  l'équation  de  Hamilton. 

Le  second  des  motifs  mentionnés  j)lus  haut  se  rapporte  spécialement 
aux  mouvements  stalionnaires.  Lorsque  l'on  veut  définir  un  mouve- 
ment stationnaire  connue  tel,  d'une  manière  précise,  il  ne  s'agit  pas  de 
déterminer  les  lieux  et  les  vitesses  de  tous  les  points  en  particulier,  à 
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de  ccrliiiiis  iiinniPiils,  mais  pliilùt  do  délcrmiiier  le  caracliTO  gciural, 
iiidépciidanl  dti  temps,  de  ce  mouvement,  l'iio  cr|iiation  qui  doit  rem- 
plir ce  but  peut,  à  la  vérité,  renfermer  dos  lormes  variables,  mais  la 
variabililé  àv  ceux-ci  doit  se  reiifornier  entre  de  certaines  oscillations 
do  leurs  valeurs  qui  se  reproduisent  de  telle  manière  que  l'équation 
présente  les  mémos  caraclores  essentiels  pour  un  temps  postérieur  que 
pour  un  temps  antérieur.  S'il  se  présente,  au  contraire,  des  termes  qui 
subissent  avec  le  temps  des  variations  de  plus  en  plus  grandes,  de  sorte 
que  l'équation  est  autre  pour  un  temps  postérieur  que  pour  un  temps 
antérieur,  cette  circonstance  la  rendra  impropre  à  noire  but. 

C'est  de  ce  point  de  vue  que  nous  allons  examiner  l'équation  de 
Ilamillon.  Elle  renferme  les  variations  5^,,  oq^,..  ,  oç,,  qui  peuvent  se 
définir  de  la  manière  suivante  :  o(j.,  est  la  différence  outre  la  valeur  que 
prend  <j.,  à  un  certain  moment  dans  le  mouvement  primitif,  et  la  va- 
leur correspondante  qu'il  a  dans  le  mouvement  modifié.  Il  s'agit 
maintenant  de  savoir,  parmi  l'infinité  de  valeurs  que  prend  l'iuie après 
l'autre  q,,  dans  le  mouvement  modifié,  laqiielle  on  doit  regarder 
comme  valeur  correspondante.  Ilamilton  ne  s'est  pas  expliqué  à  ce 
sujet;  mais  l'élude  atlenlive  des  développements  et  des  équations  qu'il 
donne  fait  aisément  reconnaître  comment  il  faut  entendre  les  varia- 
lions  qui  s'y  présentent.  Si  nous  partons  des  valeurs  que  les  quantités 
(y,,  q.,,  ...,  q„  orit  au  temps  t  dans  le  mouvement  primitif,  les  valeurs 
correspondantes  dans  le  mouvement  modifié  seront  colles  que  ces 
quanlités  auront  au  temps  t  +  o<,  la  variation  ot  étant  encore  indé- 
terminée, mais  e^nle  pour  toutes  les  quanlités . 

Que  la  variation  lit  ait  en  effet  une  valeur  commune  pour  tout  le 
système,  c'est  ce  que  l'on  reconnaît  immédiatement  |)ar  co  fait  que  of 
outre  dans  l'équation  (I^)  comme  luie  quantité  qui  s'ap|)liquc  à  tout 
le  système. 

Une  autre  circonstance  qui  ne  laisse  subsister  aucun  doute  à  ce 
sujet  est  la  suivante.  Ilamilton  suppose  dans  la  déduction  do  ses  équa- 
tions le  principe  de  la  conservation  do  l'énergie,  en  vertu  duquel  la 
somme  T-+-  U  est  constante.  Or  ce  théorème  n'est  naturellement  vrai 
que  quand,  dans  la  formation  des  quantités  T  et  U,  les  variables  qui 
déterminent  les  positions  et  les  vitesses  dos  |)oints  sont  introduites 
avec  les  valeursqu'olks  ont  à  un  mémo  inslaiil,  que  celui-ci  soit  t  ou 
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/  4-  (5/;  mais  il  n'ost  pas  permis  de  réunir  les  valeurs  qu'elles  ont  à  des 
instants  dinVienls  pour  en  former  les  (piaiilités  ïet  U.  Dés  lors,  dans 
les  équations  ainsi  obteinies,  il  va  de  soi,  aussi  longtemps  que  le 
contraire  n'a  pas  été  énoncé  explicitement  et  établi  comme  admissible, 
qu'on  n'a  introduit  dans  le  calcul  que  des  valeurs  simultanées  de 
toutes  les  variables. 

Pourvoir  maintenant  de  ([uelle  manière  se  comportent  ces  variations 
qui  répondent  à  une  variation  commune  de  temps  oV,  nous  choisirons 
ini  cas  simple  comme  exemple.  Nous  supposerons  que,  dans  le  mou- 
vement primitif,  tous  les  points  décrivent  des  trajectoires  fermées,  et 
que,  dans  le  mouvement  modifié,  ils  décrivent  également  tous,  en 
j)artant  d'origines  infiniment  peu  différentes,  des  trajectoires  fermées 
infiniment  voisines  des  premières,  mais  que  les  durées  des  révo- 
lutions soient  modifiées  dans  différents  rapports  pour  les  différents 
points. 

Comme  la  variation  de  temps  5t  est  arbitraire,  nous  commencerons 
par  poser  o^  =  o,  c'est-à-dire  nous  regarderons  comme  correspon- 
dantes des  valeurs  des  variables  qui  appartiennent  à  un  même  temps 
compté  à  partir  de  l'origine  du  mouvement.  Lorsqu'un  point  a,  dans 
les  deux  mouvements,  des  durées  de  révolution  différentes,  les  deux 
positions  qu'il  occupe  à  un  même  temps,  compté  à  partir  de  l'origine 
du  mouvement,  sont  d'autant  plus  éloignées  l'une  de  l'autre  que  le 
temps  est  plus  grand.  Il  en  résulte  que  les  valeurs  correspondantes  des 
varia])lcs,  qui  dépendent  des  positions  des  points,  deviennent  de  |)lus 
en  plus  différentes  avec  le  temps,  et  que,  par  suite,  les  variations  de 
ces  variables  ne  subissent  pas  seulement  des  oscillations  qui  se  répè- 
tent d'une  manière  périodique,  mais  qu'au  contraire  les  variations  de 
ces  variables  doivent  devenir  de  plus  en  plus  grandes  avec  le  temps. 

Si  l'on  ne  pose  pas,  comme  précédemment,  la  variation  du  temps  ât 
égale  à  zéro,  mais  qu'on  la  choisisse  d'une  manière  convenable  eu 
égard  à  la  durée  de  la  révolution  modifiée  de  l'un  des  points,  on 
pourra  à  la  vérité,  pour  les  variables  qui  ne  dépendent  que  de  la 
position  de  ce  point,  faire  en  sorte  que  leurs  variations  ne  changent 
(pie  d'une  manière  périodique;  mais  quant  aux  autres  variables  qui 
dépendent  de  la  position  des  autres  points,  dont  les  durées  de  révolu- 
tion se  sont  modifiées  dans  d'autres  rapports,  elles  resteront  affectées 


3ofi  jounwi   ni'  .M\Tii!'.M\TrQiTr.s 

(le  cet  inconvrnicnt,  que  leurs  variations  ci  oitruiit  de  plus  en  plus  avec 
le  temps,  ce  qui  reiul  l'écjuatiou  iiii])ropre  à  notre  but. 

(î.  Je  vais  maintenant  exposer  la  manière  dont  je  traite  les  mouve- 
ments slationnaires. 

Pour  définir  d'une  manière  précise  les  valeurs  correspondantes  d'une 
quantité  quelconqui'  Z,  (pii  varie  tians  le  cours  du  mouvement,  et,  par 
là  même,  la  variation  oZ  qui  représente  la  différence  de  ces  valeurs  cor- 
respondantes, nous  choisirons  une  quantité  qui  dépend  du  temps, 
comme  quantité  régidatrice,  et  nous  conviendrons  de  regarder  comme 
correspondantes  les  valeurs  de  la  variable  Z  qui  répondent  à  des  va- 
leurs égales  de  la  régulatrice. 

Si  l'on  choisit  d'abord  le  temps  lui-même  comme  quantité  régula- 
trice, on  obtient  le  mode  de  variation  dont  il  a  été  question  j)lushaul, 
et  que  nous  caractériserons  en  employant  la  lettre  t  en  indice  à  côté 
du  signe  o,  c'est-à-dire  en  écrivant  o,'A. 

Mais,  au  lieu  du  temps,  on  peut  prendre  comme  régulatrice  une 
autre  quantité  9  qui  varie  avec  le  temps,  de  sorte  que  9  peut  être  con- 
sidéré comme  fonction  de  l,  ou  réciproquement.  Commençons  par 
poser,  en  général,  dans  le  mouvement  primitif, 

(9)  <=/(?); 

dans  le  mouvement  modifié,  oîi  la  relation  entre  le  temps  et  la  quan- 
tité <p  peut  être  un  peu  différente,  nous  désignerons,  pour  distinguer, 
le  temps  par  t\  et  nous  poserons 

(9«)  <*=/(?)-+-!/;(?), 

Jc^Jt  représentant  des  fonctions  encore  indéterminées,  et  £  un  facteur 
constant  infiniment  petit.  Si,  dans  ces  deux  équations,  la  quantité  ç»  a 
la  même  valeur,  les  temps  t  ci  t*  devront  être  regardés  comme  cor- 
respondants. Si,  en  outre,  la  variable  considérée  plus  haut  a  dans  le 
mouvement  primitif,  au  temps  t,  la  valeur  Z,  et  dans  le  mouvement 
modifié,  au  temps  i',  la  valeur  Z*,  alors  Z  et  Z'  seront  des  valeurs 
correspondantes  de  cette  quantité,  et  la  différence  Z'  —  Z  sera  sa  va- 
riation. Nous  désignerons  ce  mode  de  variation,  dans  lequel  y  est  la 
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fjiianlilc'  rt'j^nlalricr,  |)ar  '7^Z.  De  iiu'iiic,  la  (lifférence  t'  —  Kjui,d  après 
les  doux  ('-quatioiis  prôcéclcntos,  a  pour  valeur  £/t('r')»  sera  désignée 
par  $çA 

Nous  avons  précédemment  représenté  le  temps  par  une  fonction  de  9 
que  nous  avons  laissée  indéterminée,  et  qui  éprouve  un  cliangcnient 
infiniiiiont  petit  dans  le  passage  d'un  mouvement  à  l'autre.  Pour  la  dé- 
termination de  celte  fonction,  on  pourra  se  régler  d'après  la  nature  du 
sujet  à  traiter.  Dans  les  recherches  suivantes,  nous  avons  choisi  pour 
celte  fonction  une  forme  très-simple,  qui  se  rattache  à  la  notion  de 
phase  que  j'ai  introduite  dans  mon  précédent  Mémoire. 

Poui'  définir  cette  notion  de  phase,  commençons  ])ar  supposer  que 
les  changements  cpie  la  quantité  Z  éprouve  dans  le  cours  du  mouve- 
ment aient  lieu  d'une  manière  périodique,  et  représentons  par  /la  durée 
de  la  période.  J'ai  posé,  pour  ce  cas,  l'équation 

(co)  t  =  i(f, 

et  j'ai  nommé  pliage  du  changement  la  quantité  9  ainsi  définie.  Dans 
le  mouvement  modifié,  représentons  la  durée  de  la  période  par/  -h  &i, 
et  posons 

(lOrt)  /■  =  (/-;-  5/)(f). 

Si,  dans  ces  deux  équations,  la  phase  'f  a  la  même  valeur,  t  e\  t'  seront 
des  temps  correspondants,  et  l'on  aura  par  suite 

(11)  (i^t  =  t'  —  t  =  rpâi.  :- 

De  même,  pour  la  quantité  Z,  les  valeurs  qui  répondent  à  des  phases 
égales  sont  correspondantes,  et  la  variation  o^Z  a  ainsi  une  significa- 
tion très-simple. 

Des  variations  de  cette  nature  ne  prennent  pas  avec  le  temps  des 
valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  mais  ne  changent  que  périodiquement 
comme  les  quantités  mêmes  dont  elles  sont  les  variations. 

7.  La  notion  de  phase  qui  a  été  définie  précédemment,  et  qui  se 
rapporte  à  des  changements  périodic[ucs,  peut  s'appliquer  à  l'étude  des 
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nioiiveincnts  (]ui  oui  lioii  it'-gulii renient  sur  des  trajectoires  fermées; 
mais  si  l'on  a  un  systL-me  tie  points  qui,  tout  en  se  mouvant  d  une 
manière  stationnaire,  ne  décrivent  pas  des  trajectoires  fermées,  et  pour 
lesquels  les  valeurs  des  diverses  variables  qui  déterminent  les  positions 
de  ces  points  ne  changent  pas  d'une  faron  périodique,  on  devra  laire 
usage  d'une  notion  un  |)eu  plus  générale,  que  l'on  peut  également  en- 
visager comme  une  phase,  en  donnant  à  ce  mot  une  signification  un 
pou  plus  large. 

Kn  employant,  comme  plus  huit,  les  quantités  (/,,  (/j,...,  </,,  pour 
déterminei'  les  po>ilions  des  points,  nous  allons,  sans  sup[)Oser  que 
chaque  quantité  accomplit  régulièrement  ses  changements  dans  des 
périodes  d'une  durée  déterminée,  introduire  cependant  pour  chacune 
d'elles  un  certain  intervalle  de  temps.  Désignons  ces  intervalles  |)ar 
/,,  /j,...,  /„;  à  l'aide  de  ceux-ci,  nous  déliniruns,  au  moyen  des  étpia- 
tions  suivantes,  les  [)hases  relatives  aux  différentes  quantités,  phases 
que  nous  désignerons  par  9,,  ft,..  ,  9,,, 

(12)  t  =  i,  9,  =  /.Çs,...,  =  i„o„. 

Prenons  maintenant  les  variations  des  variables  </,,</.,...,  (7,,  de  telle 
manière  que,  pour  chaque  variable,  la  phase  cpii  lui  correspond  soit 
regardée  comme  la  quantité  régulatrice,  cpii  rest<!  constante  dans  l'acte 
de  variation,  tandis  que  l'intervalle  de  temps  qui  lui  correspond  peut 
subir  un  changement.  Les  variations  ainsi  formées  devront  être  repré- 
sentées, d'après  ce  qui  précède,  par  les  signes  0^  y, ,  o\  f/a,...,  à-(/„. 

Formons,  au  moyeu  de  ces  variations,  pour  la  variable  ^v>  la  frac- 
tion 

yj,  3ç  (jr,  —  /(  3/t 


Si  la  quantité  (7,,  accomplissait  ses  changements  d'une  manière  pério- 
dique, et  que/,  fût  la  durée  de  la  période,  la  variation  0-  q.,  ne  changerait 
aussi  que  |)ériodi(piemenl,  et  par  suite  cette  fraction,  ([ui  a  t  pour  déno- 
minateur, accomplirait  des  oscillationsde  plus  en  plus  faibles  à  mesure 
que  le  temps  croit,  et  tendrait  par  suite  vers  zéro.  11  en  serait  de  même 
pour  les  n  variables,  si  elles  changeaient  d'une  manière  périodique, 
les  durées  des  périodes  pouvant  du  reste  étredifférentf  s  pour  les  diffé- 
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renies  v.'uiahics.  Alais,  au  II<mi  (l'admcltie  l'Iiypollicse  f|un  les  clianfje- 
nients  ilcs  quaiililés  <y,,  «^o,...,  '/„  soient  |)(''riodiqu('s,  nous  poserons 
seulement  la  condition  que  la  moyenne  de  la  somme 


P'>i1 


h3k 


devienne  très-petite  pour  des  temps  considérables,  condition  qni, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu,  est  certainement  lemplie  pour  des 
changements  périodiques,  mais(pii  ]u'nl  l'être  aussi  par  d'autres  chan- 
gements qui  ont  lieu  d'une  manière  stationnaire. 

Ces  préliminaires  exposés,  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Si  les  variations,  dntis  la  formation  desquelles  les  quantités  ç,, 
92,.. . ,  o,„  déterminées  par  les  équations 

i  =  i,  ç.,  =  i.,  Oj...  =  /„y,„ 

sont  regardées  comme  constantes ,  satisfont  à  la  condition  que  la  somme 

a  une  valeur  moyenne  qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  le  temps  croît, 
on  aura  l'équation  suivante  : 

(II)         o^(û-ï)=2:/V'^'"g'+i:î<^^-' 

dans  laquelle  le  premier  signe  sommatoire  s'étend,  comme  dans  la  somme 
précédente,  à  n  ternies  répondant  aux  n  variables  q,,  i/n,...,  q„,  tandis 
que  le  second  s'étend  aux  quantités  c,,  Co,...,  renformées  dans  U, 
lesquelles  sont  constantes  dans  le  cours  de  chaque  mouvement,  mais 
changent  de  valeur  dans  le  passage  d'un  mouvement  à  l'autre. 

Cette  équation  (II)  est  la  forme  généralisée,  que  j'ai  nientioiniée  en 
commençant,  démon  équation. Tandis  que,  dans  l'équation  (I)  de  Fla- 

milton  l'intégrale  /      aT^^doit  être  regardée  comme  une  fonction  des 
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xariabh's  Y  1,7  j,"  7'/ <M<lt' leurs  valeurs  initiales  A,,  A;,,...,  A,,  et  de  l'énergie 

E.etqiu' dans  ri-(jiiali()ii  Jo)  rintt'grale  /     (T— U)r// doit  être  regardée 

comme  une  fonction  dosqnantilés  </,,  (/j,...,  ({„,  A,,  /"a,...,  A„  et  t,  dans 
celle-ci,  au  contraire,  la  valeur  moyeiuie  U  —  T  apparaît  comme  une 
ionclion  des  intervalles  de  temps/,,/;,...,/,,  et  des  quantités  c,,  Cj,...  Elle 
pourra  également  se  séparer  en  autant  d'équations  partielles  qu'il  y 
aura  de  variations  indépendantes  dans  le  second  membre;  mais  ces 
équations  seront  nalurelIcMU'nt  tontes  différentes  de  celles  qui  résultent 
de  la  ilécomposiliou  de  l'écpialion  de  Ilaïuillon. 

8.  Pour  démontrer  notn>  théorème,  formons  pour  chacune  des  n  va- 
riables le  produit  ^c?,Yi  et  différentioiis-ie  par  rapport  au  temps.  Nous 
obtiendrons  ainsi 


fit 


(,5„)  =  ,1!M  +  |j,,  =  m(S)  +  '|J,7  =  H,'  +  |.W 


Introduisons,  au  lieu  du  signe  abréviatif/;,  d'après  (G),  l'expression 
plus  complète  — >  et  posons,  en  outre,  d'après  (8), 

(/p  _  (U        dU 

dt  lit)  dq 

Nous  obtiendrons  ainsi 

(•3)  7//"^''?)  =  ;v^'?+5^"'7-^"'7- 

Une  semblable  é(piation  a  lieu  j)our  chacune  des  n  variables;  si  nr)^^^ 
faisons  la  somme  de  ces  n  équations,  nous  aurons 

Cl)       ^2''"V/=2;5'W+2'^M-2f».î- 

Comme  la  quantité  Test  une  fonction  de  o.n  qii;iiitités  ry,,  ij^,...,ij„ 
et  ^', ,  (f'i,.-.,  (j„,  on  peut  écrire 


l'univs  i:r  ai'I'liquées.  ait 

Cette  ('xj)ression  rciireniic  Ii-s  deux  premières  soinnu-s  du  second 
membre  de  notre  précédt'ute  équation.  Quant  à  la  dernière  somme  de 
ce  second  membre,  si  dans  U  les  qnantités  q,,  '/a,-.,  (/„  seules  étaient 
variables,  on  pourrait  la  remplacer  par  ô,U;  mais,  comme  |)ar  hypo- 
thèse U  renferme  encore  d'autres  cpianlités  c,,  Cj,...,  qui  sont  bien 
indépendantes  du  temps,  mais  peuvent  changer  de  valeur  dans  le  pas- 
sage d'un  mouvement  à  l'autre,  il  en  résulte  que 

Au  moyen  des  deux  équations  précédentes,  l'équation  (i4)  devient 

.7. 1 /^  M  =  "f  r  -  o,U  4- 2, -^^  oc, 

qu'on  peut  écrire 

(■5)  ^aU-T)  =  -^^2/,oVy  +  2^ 


—  oc. 

(le 


Multiplions  par  dl,  iiUégrons  de  zéro  à  <,  et  divisons  enfin  par  t  : 
nous  obtiendrons,  en  nous  rappelant  que  h  et  k  sont  les  valeurs  ini- 
tiales de  p  et  (le  c/, 

En  nous  servant  de  la  notation  introduite  pour  la  désignation  des 
valeurs  moyennes,  nous  [)ourrons  écrire,  dans  le  dernier  terme  du  se- 
cond membre, 

dû  ^ 


I  r'dv  . 


\C  Clt   =   -r-  OC. 
de 


Dans  le  premier  membre,  nous  laisserons  provisoirement  le  signe 
intégral,  et  nous  nous  bornerons  à  transposer  le  signe  de  variation  5,, 
ce  qui  est  permis,  puisque  t  est  regardé  comme  constant  dans  cette 
variation. 

27. 
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Notre  éqiiatioi)  deviendra  ainsi 

(.6)    o,[fX'(u-T).//]=-:s^-^i^^^2:S«^- 

Dans  l«î  second  nuinhre  nous  introduirons,  au  lieu  des  variations 
dans  les([uelles  le  temps  vst  regardé  comme  constant,  celles  dans  les- 
quelles les  phases  relatives  aux  variables  respectives  sont  regardées 
comme  constantes. 

Le  procédé  qui  conduit  à  cette  transformation  est  sans  difficidlé, 
comme  on  va  le  voir.  Soit  représentée  par  Z  une  (piantité  quelcompie, 
fonction  du  temps;  posons,  dans  le  mouvement  primitif, 

Z  =  F(0, 

et  dans  le  mouvement  modifié 

t  et  t'  désignant  deux  temps  correspondants,  F  et  F,  deux  fonctions 
fjuelconques  et  £  un  facteur  infiniment  j)etit.  Si  l'on  veut  former  la  va- 
riation 0,  Z,  on  n'aura  qu'à  poser  simplement  t'  =  t,  et  prendre  la 
différence  Z*  —  Z  :  on  aiua  ainsi 

-Î,Z=£F,  (0. 

Veut-on,  au  contraire,  trouver  la  variation  ^^Z,  on  devra  prendre 
pour  (*  la  valeur  (lu  temjjs  qui  répond  à  une  valeur  invariable  de  ijj, 
c'est-à-dire 

t'  =  t  +  $^t, 

et  former  ensuite  la  différence  Z'  —  Z.  Alors  on  aura 

o\Z  =  F(/+  ^,t)-hiF,{t-h  5,t)-V{t). 

De  là  résulte,  on  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  en  J,/  et 
en  I, 

o%Z  =  .F.(0  +  ^$,<, 
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«'fjnalion  qu'on  peut  aussi  c'ciirc,  d'après  c<;  qui  jirécède, 

(17)  JçZ  =  $,Z-f-Z'J,,<. 

(Jii  auia  uni'  équation  ilo  la  iiièiue  forme  pour  chacune  des  va- 
riables (j,,  (j.,,...^  (j,„  en  employant  successivement  chacune  des  phases 
ç),,  ipo,.-!  'fn-  On  obtiendra  ainsi  pour  q.,^  en  écrivant  les  termes  dans 
un  oivh-e  diKerent, 

5,  </v  =  f\7v  —  '/'v'\'- 
Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (16),  elle  devient 

(,8)   5,[fX'(U-l>//]=2P/T-2^^^^^^^2:i^-' 

et  si  nous  posons,  d'après  (12), 

t  =  L  ffl„. 


d'où  résultent 
et 

nous  obtiendrons 


1^9,  i  =   t'y  "î'y 

^  =  ^  =  §log/. 


à\t 


(.9)    5,[ijr'(U-T)./.]=2/'7'^lo8/-I^^^^^^f^4-r|'î- 

Dans  cette  équation, qui  est  valable  pour  un  temps  quelconque,  nous 
allons  prendre  les  valeurs  moyennes  de  tous  les  termes.  La  dernière 
somme,  qui  est  déjà  indépendante  du  temps,  n'en  éprouvera  aucune 
modification.  La  valeur  moyenne  de  l'avant-ileinière  est,  par  hypo- 
thèse, égale  à  zéro  pour  des  intervalles  de  temps  considérables.  Dans 
les  autres  termes,  nous  ne  ferons  qu'indiquer  les  valeurs  moyennes 
Nous  obtiendrons  de  celte  manière 


(20)       o^[lj^^u-T)^<j=2:pr/c?iog/^-;^:g 


8c. 
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ExaiiiiiiDiis  (le  [dus  pr»-s  le  prcmioi'  incnilire  il(!  cette  éciiialioii.  L'i'x- 
prcssioii  qui  v  figuio  entre  crochets, 


i^'(u-T)./^ 


est  la  valeur  moyenne  de  la  <|nantité  U  —  T  pendant  l'intervalle  de 
temps  c<jni|)iis  entre  zéro  et  /,  et  est  par  suite  luie  fonction  de  t 
qui,  à  mesure  cpie  /  croit,  s'approche  davanta^t;  de  la  valeur  con- 
stante U  —  T,  qui  représente  la  valeur  miomumc  |)onr  des  tenq)s  très- 
considérables.  Il  ne  lésulte  cependant  pas  encore  de  là  que  la  varia- 
tion de  celte  fonction  indupiée  par  o,  doive  tendre  vers  une  limite 
fixe  à  mesure  que  le  temps  croit.  Nous  avons  en  effet  vu  plus  haut 
que,  poin-  une  fonction  dont  lis  changements  ne  consistent  qu'en  os- 
cillations de  grandeur  constante,  la  variation  indiquée  par  ô,  peut 
[jreridre  des  valeurs  croissant  avec  le  temps.  D'après  cela,  on  doit 
regarder  comme  possible  (pie,  poiu-  une  fonction  de  la  nature  tie  celle 
dont  il  est  ici  question,  dont  les  oscillations  décroissent  de  |)lus  en  plus 
à  mesiu'e  que  le  temps  croit,  la  variation  indiquée  par  o,  effectui'  des 
oscillations  dont  la  grandeur  ne  dimituie  pas  à  mesure  (jue  le  temps 
croit  :  il  ne  serait  donc  pas  |)ermis,  en  général,  de  remplacer  la  va- 
riation 

par  le  signe 

d(Û-T), 

qui  représente  la  variation  rpie  l'on  ohtit  nt  en  considérant  la  valeur 
nio\enne  U  —  T  comme  une  quantité  indépendante  tlu  tenqis  et  en 
prenant  la  variation  de  cette  quantité. 

Mais,  dans  notre  équation  (20),  n'entre  pas  la  première  des  deux 
variations  'dont  il  vient  d'être  question,  mais  seidenient  sa  valeur 
moyenne.  Celle-ci  sera  constante  pour  des  intervalles  de  temps  consi- 
dérables, comme  on  peut  s'en  apercevoir  par  ce  fait,  que  le  second 
membre  de  réqualiou  renferme  une  expression  qui  devient  constante 
pour  de  tels  intervalles.  Par  suite  de  ce  fait,  la  différence  mentionnée 
précédemment,   et  cpii  était  fondée   sur  la  vaiiabililé  de  la   variation. 
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dis]iarait,  cl  nous  pouvons  par  siiilc  clc'sigiuM'  par  It;  signe  5(U  —  T) 
cette  valeur  inojeiinc,  devenue  cuuitanle,  de  lu  varialion.  L'équa- 
tion (20)  deviendra  ainsi 

<?(û-ï)=2:/V'î'"o'+if '^^-^ 

ce  fpii  est  l'équalion  (II)  que  nous  avions  à  déaiontier. 

9.  Comme  exenq)le  de  l'application  de  cette  (kpialion,  nous  traite- 
rons en  détail  un  cas  jjarticulicr  Irés-simple. 

Soient  donnés  deux  points  matériels  qui  s'attirent  suivant  une  loi 
quelconque,  ou  même  qui  se  re|)oussent  à  de  certaines  distances,  et 
qui  se  meuvent  l'un  autour  de  l'antre  sous  l'influence  de  cette  force. 

Comme  le  centre  de  gravité  du  système  reste  fixe,  et  que  le  mouve- 
ment des  deux  points  s'elfectue  dans  ini  plan,  nous  pourrons  déter- 
miner les  positions  des  deux  points  par  deux  variables,  qui  sont  leur 
distance  mutuelle  /■  et  l'angle  0  que  la  droite  qui  les  unit  fait  avec 
une  droite  fixe.  Si  m  et  [x  désignent  les  masses  des  deux  points,  leurs 
distances  au  centre  de  gravité  commun  seront,  en  effet, 

— - —  r     et     /•. 


Si,  en  outre,  0  désigne  l'angle  que  la  partie  de  la  droite  /,  qui  va  du 
centre  de  gravité  à  la  masse  m,  fait  avec  la  direction  positive  de  l'axe 
des  X  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  choisi  dans  le  plan, 
les  coordonnées  rectangulaires  des  deux  points  s'exprimeront  de  "la 
manière  suivante  : 


u. 


X,  =  — ■ —  r  cos  9 ,         r,  =  — - —  /'  sin  5, 
JT,  =  —  — rcosQ:     r,  = rs\n6. 

A  l'aide  de  ces  équations,  l'expression 


2l6 
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se  transforme  ilaiis  la  suivante  : 


(2.) 


I      mfi 


Si  l'on  sul)Stitue  niainlcnant  ret  0  à  la  place  des  variables  désignées 
plus  liaul,  d'une  nianiere  générale,  |)ar  ry,  et  f/j,  on  obtiendra 


(") 


rfT  m  fi 


dr'         m  -i-fi      ' 
dT  mu. 


r'O'. 


De  là  résuile,  en  outre,  l'équation  suivante,  dans  laquelle  les  valeurs 
initiales  des  quantités  r,  ;',  0  et  0'  sont  représentées  par  R,  R',  0,  0'  : 


lui      r'5,,r— R'oR -I- r^O'Oç.O  —  R'e' Je 


-T.  y  /'à^y  —  /loi 


Les  phases  9,  et  (pi  seront,  en  vertu  de  (12),  définies  par  les  équa- 
tions 


(M) 


i  =  i,z,  ~  /jipî 


et  il  s'agit  de  savoir  si  les  intervalles  de  temps  /,  et  /j  qui  y  entrent 
peuvent  se  déterminer  de  telle  sorte  que  la  valeur  moyenne  de  l'ex- 
pression (23)  tende  vers  zéro  à  mesure  que  le  temps  augmente.  Par 
l'examen  superficiel  du  mouvement  considéré,  on  voit  immédiatement 
quels  sont  les  intervalles  de  temps  qu'on  doit  choisir  pour  i,  et  /j, 
puisque  le  mouvement  peut  se  décom|)oser  en  deux  parties:  le  rappro- 
clienient  et  l'éloignement  alteinalils  des  deux  points,  et  la  rotation  de 
la  droite  qui  les  unit,  qui  pciixent  être  considérés  séparément  comme 
les  changements  des  quantités  /■  et  0. 

Le  changement  de  rest  périodique,  et  si  nous  prenons  la  durée  de 
sa  période  poiu-  /,,  la  partie  relative  à  r  de  la  fraction  qui  entre 
dans  (23),  c'est-à-dire  la  fraction 


r'i. 


RÔR 
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dont  le  numérateur  ne  varie  que  d'une  niaiiicre  périodique,  remplit 
évidemment  la  condition  (pie  sa  valeur  moyeiuie  tend  vers  zéro  (pi;iiid 
le  temps  augmente. 

Pour  ce  (pii  regarde  l'intervalle  de  temps  relatif  à  5,  il  semble  na- 
turel d'avoir  égard  à  la  durée  de  révolution  (!<'  la  ligne  de  jonclion, 
c'est-à-dire  au  temps  |)en(Ian( lequel  l'angle  0  croit  de  in.  Mais,  comme 
les  révolutions  successives  ne  doivent  pas  en  général  s'effectuer  en  des 
temps  égaux,  nous  désignerons  par  /^  la  durée  moyenne  de  révolution 
de  la  ligne  de  jonction.  Cela  étant,  nous  obtiendrons,  pour  la  vitesse 
angulaire  moyenne  6',  l'équation 


(25)  Q- 


O.r. 


En  outre,  en  vertu  du   théorème  que  les  rayons  vecteurs  décrivent 
des  aires  égales  en  des  temps  égaux,  nous  avons 

(26)  r-ô'^rt, 

a  désignant  une  constante,  cl,  |)ar  suite,  nous  pouvons  poser 

(j'  =  a-     et     Ij'-^n-- 

r'  1" 

En  faisant  usage  des  équations  précédentes  on  peut  mettre  l'équa- 
tion identique 

5'  =  5^  -+-  9'  -  5^ 

sous  la  forme  suivante  : 


Il  \r' 


si  l'on  multiplie  par  (/f ,  et  qu'on  intègre  entre  o  et  /,  on  obtient 
équation  qui,  à  cause  de  t  =  f^'^,»  se  transforme  en 

(27)  5^-0  +  2-9,  -h  a ^f  (;.,  -  ;,).//, 


loiiic  \l\  {2^  série,.  —  Jii\  iS7'(. 
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Varions  inaiiilenant  celle  expression  de  5  en  regardant  ç^  comme 
constant,  lions  obtiendrons 

(.8)  o%,ô  =  5e-t-o%,[rx£(;,-i)./.]. 

L'expression 

est  une  fonction  de  t  (jiii  varie  périodiquement,  cl  ((iii  ;i  la  même 
durée  de  période  que  la  quantité  /•  (pii  y  entre,  c'est-à-dire  /,.  Mous 
devons  donc  clierclier  à  remplacer  la  variation  de  cette  expression, 
désignée  |)ar  o.  ,  par  la  variation  désignée  jiar  o.  . 

Or,  d'après  l'équalion  (17),  nous  avons,  pour  une  fonction  quel- 
conque Z, 

Ô^Z:=  ô,Z-h  Z'5j./ 

Oç^Z  =  o,Z-i-  2'o.^J, 
d'où  résulte 

o\Z----o\Z-f-Z'(c?,,<-o\/). 

Mais  comme  on  a  de  plus 


01, 


l'équation  précédente  devient 

(ao)  5,,Z^5„Z-,.(f -^)/Z'. 

Si  l'on  fait  usage  de  ce  mode  de  transformation  sur  le  dernier  larme  de 
l'équation  (28),  on  obtient 

Considérons  maintenant  la  partie  relative  à  0  de  la  fraction  qui  entre 


PURES  E'I'    \lM>rJOU[^:ES.  oif) 

dans  r»''f|iinlion  (o'^),  nous  pourrons  d'aljonl  lui  donner  nno  fornio 
phis  simple,  ni  posnnl  d'après  l'éipialiori  (ad) 


r'O'â^j  —  R'e'Ja  _  <?(<?,, 9  — Je) 


Si  nous  introduisons  ici  l'expression  précédente  de  cJç,(J,  nous  aurons 

(3,,  ,^M^J-i?.a,,,  [„£'(^_.^),,].,„=(|._^)(.  4), 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  cette  expression  effectue  des 
oscillations  de  plus  en  plus  petites,  à  mcsiue  que  le  temps  croît,  et  a 
par  suite  pour  limite  zéro.  Le  second  teruie,  au  contraire,  effectue  des 
oscillations  toujours  également  grandes;  mais,  si  l'on  prend  la  valeur 
mojenne  de  l'expression,  le  second  terme  disparaît  aussi,  puisque  la 

différence devient  alors -;  de  sorte  que  la  partie  de  la  frac- 

tion  relative  à  6,  tout  comme  celle  qui  est  relative  à  r,  remplit  la  con- 
dition posée  dans  notre  théorème,  que  sa  valeur  moyenne  tende  vers 
zéro  à  mesure  que  le  temps  croît. 

Cela  étant  démontré,  nous  pouvons  appliquer  l'équation  (II)  posée 
dans  notre  théorème  au  cas  actuel,  et  nous  obtiendrons  de  celte  ma- 
nière l'équation  suivante  : 

(32)         $(û-T)^£^-(?^-$log/,+?^rîlogO  +  2S"^' 

qui  exprime  une  relation  remarquable  entre  les  intervalles  de  temps 
/'(  et  i.2  et  les  valeurs  moyennes  de  l'ergiel  et  de  la  force  vive. 

Si  la  masse  |x  est  regardée  connue  très-grande  vis-à-vis  de  »2,  l'équa- 
tion précédente  se  transforme  en  celle  qui  s'applique  au  mouvement 
d'un  point  matériel  autour  d'un  centre  fixe.  J'ai  donné  cette  dernière 
équation   dans  un  travail   publié  dej^uis  peu  [*],   et  j'ai  ajouté  qu'on 

[*]  Bullftin  de  ta  Soc.  royale  des  sciences  de  Gœttingue,  du  2.5  décembre  1872,  et 
Ànn.  Math,  de  Clrhsck  et  Neiimiiiiii ;  t.  IV,  p.  3i)0. 

28.. 
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pouvait  tléiliiin-  tic  la  iiit'iiu'  iiiaiiifte  1 '«''0111311011  corrcspondanle  pour 

deux  |i()iiils  (lui  se  iiirmciit  lui)  aiiloiif  «le  l'aMlic.  Ici,  au  contrait*', 
celle  équation  s'est  lioiivcc  ilrc  im  casparliculiti  d  Une  ccpiation  beaii- 
couj)  plus  gôncrale. 

10.  On  peut  donner  à  l'équation  (11)  différentes  autres  formes  qui 

sont  à  la  fois  intéressantes  nu  point  dt-  vue  théorique  et  connnodes 
dans  les  applications. 

Eu  vertu  de  l'écjualion  (7),  ou  peut  poser 

(33)  5ï=iVrî/„/'. 

Si  l'on  ajoute  cette  équation  à  l'équation  (Ilj,  il  vient 

ou  bien,  sous  une  autre  forme, 


Si,  de  nouveau,  l'on  ajoute  l'équation  (33)  à  celles-ci,  et  que  l'on 
remplace,  en  vertu  de     V,  l;i  somme  U  -+-  1'  par  E,  on  obtient 

(IV)  5E=V7"'(/V')-^2?^o>, 

qu'on  peut  aussi  écrire 

(  IV J  'ÎE  .--  V  /„/'  ,7  log  (  i,.,'  i)  -H  y  ''^^  oc. 

Je  me  réserve  de  donner  dans  un  travail  subséquent  de  nouvelles 
transformations  de  ces  équations,  qui  [leuveul  être  obtenues  au  moyen 
de  mon  théorème  sur  \eviriel,  ainsi  que  les  applications  de  ces  équa- 
tions à  la  théorie  de  la  chaleur. 
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s III-  le  dvplaccnicnl  Jlni  (jiiclconque  d' une  Jii^iire 
de  forme  iin'ciriahlc; 

Pau  m.   Chaums   BllISSE, 

Urpùliloiir  à  l'Lcolu  Polylocliiiiqiu',  A{ji'i-i;i-  Je  ITiiiversité. 


J'ai  dénio\itr('>,  chuis  un  premier  Mémoire  ins-éré  en  1870  clans  ce 
même  Recueil  [*],  les  théorèmes  que  M.  Chasles  avait  fait  connaître  en 
1843  sur  le  mouvement  infiniment  petit  d'un  solide  libre  dans  l'es- 
p;ice  [**].  Je  me  propose,  dans  ce  second  Mémoire,  d'établir  les 
théorèmes  publiés  en  i8(h  par  le  même  auteur,  et  relatifs  au  dé|)lace- 
ment  fini  quelconque  d'une  figure  de  forme  invariable  ['"J. 


I.   —   Propriétés  relatives  au   déplacement   n'iiivr:   figure   plane 

DANS    SON    PLAN  [**"]. 

1.  «  Ces  propriétés  se  rapportent  essentiellement  au  système  de 
deux  figures  égales,  placées  d'une  manière  quelconque  dans  leur  plan. 

»  On  suppose  que  les  deux  figures  sont  superposables  par  voie  de 
glissement  de  l'une  sur  leur  plan  commun,  et  conséquemment  qu'elles 
ne  peuvent  pas  être  placées  symétriquement. 

["J  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  2°  série,  t.  XV  :  Mémoire  sur  le 
déplacement  des  ligures. 

[**]  Comptes  rcndii.^  des  sénricrs  de  VJcadémie  des  Sciences,  t.  XVI  :  Propriéli-s 
géométriques  relatives  au  mouvement  infiniment  petit  il'un  corps  solide  libre  dans 
l'espace. 

[***  j  Comptes  rendus  des  séances  de  V  Jeadémie  des  Sciences,  t.  LI  et  1,11  :  Propriétés 
relatives  au  dé|)lacement  fini  quelconque  dans  l'espace  d'une  figure  de  forme  invariable. 

[****]  Tons  les  passages gnillemetés  sont  empruntes  à  M.  Chasles. 
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u  Cela  t'Ianl  convenu  :  Quelle  iiiip  soit  la  pnsitinti  respective  des 
fieiijc  Jiguies ,  il  e.riste  toiijonrs  un  point  qui,  étant  considéré  comme 
appartenant  à  la  première Jignre,  est  lui-même  son  /iomoln<^ue  dans  la 
seconde;  île  sorte  cju  il  suffit  de  faire  tourner  la  seconde  fit^ure  autour 
de  ce  point  pour  lajairc  coïncider  dans  toutes  ses  parties  avec  la  pre- 
mière [*]. 

I)  Nous  appellerons  indifféremment  point  central,  on  centre  de  ro- 
tation, ce  point  dans  lequel  coïncident  deux  points  homologues  des 
deux  figures,  et  autour  duquel  on  peut  faire  tourner  une  des  figures 
pour  la  faire  coïncider  avec  l'autre.  » 

Ce  théorème  a  été  démontré  dans  notre  premier  Mémoire. 

2.  ((  Que  l'on  considère  dans  les  deux  figures  deux  droites  homo- 
logues L,  L'  et  les  droites  A  A',  BB',  ...,  qui  joignent  deux  à  deux 
leurs  points  homologues ,  droites  que  nous  appellerons  des  cordes  : 

»  Les  milieux  de  ces  cordes  sont  sur  une  droite  A ,  qtdfait  des  angles 
égaux  avec  les  deux  droites  L,  L'. 

o  Nous  nommerons  cette  droite  A  la  droite  milieu  relative  aux  deux 
droites  L,  L'.  » 

Soient  P  et  P'  !Jig.  i)  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  central  O  sur  deux  droites  homologues  L  et  L'.  La  droite  L  est 


venue  dans  sa  nouvelle  position  en  restant  tangente  au  cercle  OP  : 
donc  F  est  la  position  correspondante  de  P.  Soient  M  et  M'  les  posi- 

(*]  «  Qiinnd  le  déplacement  de  la  figure  est  infiniment  f.elit,  on  en  rnnrliii  qi-e  les 
normalrs  aux  fr.ijfrlf)ir<'s  di'S  diffiTi^nls  points  d'iinr-  fi},'iirc  en  niouvcinent  passent 
tontes  <t  un  insLinl  du  rTionvement  par  un  même  point.  Kt  de  l.'l  résidie  une  méthode 
flirt  simple  <le  déterminer  les  normales  ou  les  tangentes  des  eourbes  décrites  dans  le 
mouvement  d'une  figure  de  forme  invariable.  » 
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tions  correspondantes  d'un  point  cpielconcjiie.  Abaissons  les  perpen- 
diculaires Orrr  et  Ou.  sur  PP'  et  1\IM';  elles  tomberont  en  lenrsniilienx. 
Les  deux  triangles  OPP',  OMiM'  sont  semblables  :  donc 

ÔP  ~"  ÔM' 

mais  OsT  et  Ou.  font  avec  OP  et  OM  des  angles  égaux  dans  le  même 
sens  :  donc 

angle  crOp.  =  angle  POM, 

donc  les  deux  triangles  tsO^x,  POM  sont  semblables,  donc  l'angle  en  w 
est  droit,  doncPP'  [)assepar  y..  c.  q.  i'.  n. 

Les  angles  p.P'M',  [ji.PM  sont  égaux  comme  ayant  leiu-s  côtés  respec- 
tivement perpendiculaires  à  ceux  des  angles  égaux  POcr,  P'Ottt. 

5.  «  La  droite  inilicu  relative  à  deux  droites  hoinolo'^ucs  passe  par 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  central  sur  ces  droites.  « 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  démonstration  précédente. 

4'.  «  La  perpendiculaire  menée  du  point  central  sur  la  droite  milieu 
de  deux  droites  homologues  L,  L'  passe  par  le  point  de  concours  de 
ces  deux  droites .  » 

Ow  est,  dans  la  J/g.  i,  cette  perpendiculaire,  et  elle  passe  bien  par 
le  point  de  rencontre  de  PM  et  de  P'M',  puisque  le  triangle  ÀPP'  est 
isoscèle. 

5.  «  Les  cordes  AA',  BB',  . . .,  qui  joignent  deux  à  deux  les  points 
correspondants  des  deux  droites  L,  L',  étant  projetées  orthogonalement 
sur  la  droite  milieu  A,  ont  leurs  projections  égales  entre  elles. 

Les  triangles  semblables  déjà  considérés  donnent 

MM'  =  PP'  ^^^     ou     PP'  ^  MM'  ^^-: 

OP 
or     7  est  le  cosinus  de  l'angle  POM  ou  de  son  égal  P/JiM  :  donc  le 

théorème  est  démontré. 
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G.   i(    Ces   cordes   enveloppent    une  parabole   tangente  aux  deux 

droites  L,  L';   le  foyer  de  cette  courbe  est   le  point  central  des  deu.x 

Jigures,  et  su  directrice  est  lu  droite  milieu  A  des  dcii.r  droites  1-,  1/.  » 

l'oiir  que  ce  théorème  soit  exact,  il  r,iiil  siil)>litii('i-  ,\  l,i  tlireclrice  la 


f.mgeiite  au  soiumcf. 


Un  a  un  aiij;le  ilroit  ()/j..M'  iluiit  un  cote  [lasse  toujours  par  un  point 
fixe  et  dont  le  sommet  décrit  une  droite  fixe,  il  faut  trouver  l'enveloppe 
de  l'autre  côté.  O  et  A  considérés  comme  foyer  et  tangente  au  sommet 
d'une  parabole  suflisent  pour  la  déterminer;  mais  une  droite  telle 
que  M.M'  est  tangente  à  celte  jiarahole  :  donc  elle  est  l'enveloppe 
chercliée;  L  et  L',  côtés  d'angles  droits,  sont  des  tangentes  à  la  para- 
bole. 

7  •<  Deu.L  droites  lioinoloj^ucs  (juelcotujues  L,  L  Jont  cntie  elles 
un  angle  de  grondeur  constante  et  toujours  dans  le  nu'nie  sens. 

»  Cet  angle  est  égala  la  lotation  qu'd  faut  Jaiie  éprouver  a  l'une 
desjîgures  autour  du  point  central  pour  l' amener  sur  l'autre Jigure.  » 

Cela  est  évident  d'aj^rès  \njig-  i . 

t).  «  Si,  autour  de  deux  points  homologues  O,  O'  des  deux  figures , 
on  fait  tourner  deux  droites  homologues ,  leur  point  d'intersection  décrit 
un  cercle  qui  passe  par  les  deux  points  O,  O'.  » 

Deux  droites  homologues  quelconques  font  entre  elles  un  angle 
égala  la  rotation  nécessaire  poiu- amener  O  eu  O',  et  toujours  dans  le 
même  sens;  donc  leur  point  de  rencontre  décrit  un  cercle  complet, 
dont  une  partie  capable  de  la  rotation  et  l'autre  de  son  supplément. 
Ces  segments  capables  sont  décrits  sur  OO'. 

9.  n  Par  un  point  quelconque  on  peut  toujours  mener  un  système 
de  deux  droites  homologues  et  un  seul.  « 

Soient  /  le  point,  A  la  droite  milieu  relative  à  un  système  de  droites 
homologues,  O  le  |)oiut  central;  ou  a  vu  que  A  était  perpendicidaire 
à  ()/  :  donc  s'il  y  a  des  systèmes  de  droites  homolomies,  leurs  droites 
milieu  ont  une  direction  donnée.  Mais  par  "/  ou  ne  peut  mener  que 
deux  droites  inclinées  sur  cette  direction  de  la  demi-rotation,  et  l'on  en 
peut  toujours  mener  deux  :  donc  le  théorème  est  démontré. 
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10.  «  Snr  nue  droite  (/uehonqnc  il  existe  ton  jours  un  xystcnie  de 
dcnx  points  hontolo<^ncs ,  et  un  seul.  » 

S'il  cxisic  sur  mit-  droite  des  syslèines  de  |)()iiits  homologues,  ils  ont 
fous  pour  milieu  le  pied  de  l;t  per[)eiuliculaiie  abaissée  <ln  point  cen- 
tral sur  celte  droite.  Maison  ne  peut  mener  que  deux  droites  taisant 
avec  cette  perpendiculaire  un  angle  égal  à  la  dtini-rotalion  ;  donc  le 
théorème  est  démontré. 

11.  «  Les  points  de  la  première  figure ,  tels  (jue  les  cordes  qui  les 
joignent  à  leurs  homologues  dans  la  deuxième Jigure  concourent  en  un 
même  point  donné  O,  sont  situes  sur  une  circnnjérence  de  cercle. 

))  Cette  circonjérence  passe  par  le  point  central  des  deux  figures,  par 
le  point  donné  ()  et  par  le  point  (pa\  dans  la  pieinièrejigurc,  correspond 
à  ce  point  O  considéré  comme  appartenant  à  la  secondejiguie.  » 

Soit  C  [fig-  a)  le  centre  de  rotation:  par  O  je  mène  nne  droite  quel- 
concjue  OMM',  j'abaisse  CI  perpendictdaire  sur  cette  droite,  et  je  fais 


avec  elle,  en  tournant  en  sens  inverse  de  la  rotation,  un  angle  égal  à 
cette  demi-rotation  ;  j'obtiens  ainsi  un  point  M,  et  un  seul,  répondant  à 
la  question.  L'angle  en  M  est  constant  et  toujours  fait  dans  le  même 
sens;  donc  le  lieu  du  point  M  est  un  cercle  complet  passant  par  C  et 
par  O.  Soit  O'  le  point  correspondant  à  O  dans  la  première  figure  : 
sur  la  droite  OO',  il  n'existe  que  le  système  O,  O'  de  points  houiologues; 
donc  O'  appartient  au  cercle. 

«  Réciproquement  :  Quand  un  cercle  appartenant  à  la prenuèrejigure 
passe  par  le  point  central  des  deuxjigures,  les  dioites  (jui  joignent  ses 
points  à  leurs  homologues  dans  la  seconde  Jigure  passent  toutes  par  un 
même  point  du  cercle.  » 

En  effet,  soit  M  un  point  du  cercle-,  la  droite  qui  le  joindra  à  son 

Tome  XIX  [t'  série).  —  Jtis  18;.^  ^9 
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concspomlaiit  M'  fera  avec  CM  et  dans  un  sens  détermina  un  anj^lc  i\o 
granileurconslaiito;  l'arc  inicrcoptô  sur  le  cercle  à  partir  de  C  sera  donc 
aussi  constant,  et,  par  suite,  toutes  les  droites  telles  que  MM'  iront 
concourir  en  un  point  fixe  O  de  ce  cercle. 

12.  «  Si,  par  chaque  point  d'une  droile  donnée  L,  nti  mène  deux 
(Imites  homologues  dans  tes  dctux  Jigures  (9),  ces  droites  enveloppent 
deux  parnholcs  tangentes  à  la  droite  L,  et  ajaut  pourfnjer  commun 
le  point  central  des  deux  figures.  » 

J'applique  une  construclion  donnée  plus  haut.  Soit  ),  { fig.  '^)  un  point 
de  I.;  je  mené  U/.,  et  j(î   lais  avec  O/,  dans  un  sens  déterminé,  un 

Fie.  3. 


angle  ).0T égal  à  la  demi-rotation.  La  droite  XT  abaissée  perpendiculai- 
rement sur  OT  est  une  des  deux  droites  cherchées.  Soit  P  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  sur  L,  menons  PT.  Le  quadrilatère  OPXTest 
inscri[)tible;  donc  Xl'T  est  égal  à  la  demi-rotation;  doue  le  lieu  du 
poinl  T  est  une  droile.  On  est  alors  ramené  a  la  question  d'enveloppe 
du  n"6;  donc  le  théorème  est  démontré. 

En  prenant  toujours  la  seconde  droite  homologue,  on  aurait  la 
seconde  parabole. 

«  Réci[)roquement  :  Quand  une  parabole  a  sonjojer  au  point  cen- 
tral commun  aux  deux  figures ,  ses  tangentes  ^  considérées  comme 
appartenant  à  l'une  des  deux  figures,  rencontrent  leurs  homologues  en 
des  points  situés  sur  une  même  droite  tangente  à  la  parabole.  » 

C'est  évident,  il  suffit  de  prendre  le  raisoiuiement  en  sens  inverse, 

13.  «  Sur  deux  droites  non  homologues  menées  arbitrairement 
dans  les  deux  figures,  il  existe  toujours  un  système  de  deux  points 
homologues.  » 

Soit  L  une  des  droites  considérée  comme  appartenant  à  la  premi»''rp 
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figuif,  elle  aiiia  pour  lioiuolo^uie  dans  la  seconde  figure  une  droite  1/ 
qui  rencontre  la  secouile  droite  iloiiiue  D'  eu  un  seul  point  lionioloj^ue 
d'un  point  de  L. 

ii.  «  Par  deux  points  non  /loiitnlo^nes,  pris  aibilraitcnicnl  cldiis 
les  deux  fleures,  on  peut  toujours  mener  deux  dioitcs  homolo'^ucs.  » 

Soit  A  un  point  considéré  coniine  appartenant  à  la  première  figure, 
et  B'  un  point  considéré  comme  ap[)artenant  à  la  seconde  figure.  S'il 
existe  un  couple  de  droites  homologues  passant  par  A  et  par  B',  celle 
qui  passe  par  A  devra  contenir  B  homologue  de  B',  et  celle  qui  passe 
[)ar  B'  devra  contenir  A'  homologue  de  A  :  ce  ne  jjourra  donc  être  que 
AB  et  A'B'.  Ces  droites  sont  d'ailleurs elfeclivement  homologues:  donc 
le  théorème  est  démontré. 

15.  n  Si  l'on  divise  dans  un  rapport  donné  toutes  les  cordes  (jin 
joigneut  deux  à  deux  les  points  homologues  des  deux  Ji'^urcs,  les 
points  de  division  Jorment  une  troisième  figure  semblable  aux  pro- 
posées et  dans  lafjuelle  le  point  Iiomologne  au  point  central  coiniinin  à 
celles-ci  est  ce  point  lui-même.  » 

i'"ic.  4- 

M 

/     X 


Soit  M  {fig.  4)  i'"  point  de  la  première  figure,  on  sait  comment  on 
obtient  M'.  Soit  N  un  point  tel  que 

MN        , 

in'JN  ~ 

en  grandeur  et  en  signe  :  tous  les  triangles  tels  que  OMM'  sont  sem- 
blables comme  isoscèles  ayatit  même  angle  au  sommet:  donc  l'angle 
MON  est  le  même  pour  tous.  On  ramène  donc  la  figure  ainsi  formée 

29.. 
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à  avoir  ses  points  sur  les  vecteurs  correspondants  OM  par  une  rota- 
lion  MON.  On  a  d'ailleurs 

ON        sînM 

::..  =  — -  =  const.  ; 

OM  Mil  iN  ' 

donc  les  deux  figures  sont  alors  semblables  et  send)lablement  plac(^es. 
Pendant  la  rotation,  O  qui  est  à  lui-même  son  liomologne  reste  fixe  : 
donc  le  tiiéorème  est  démontré. 

16.  «  Si  l'on  fait  fournrr,  d'un  mâme  an f^le  el  dans  le  m^me  sens, 
toutes  les  droites  d  une  figure  autour  des  points  où  ces  droites  rencon- 
trent leurs  homologues  dans  l'autre  figure,  ces  droites,  dans  leurs 
nouvelles  positions ,  formeront  une  troisième  figure ,  semhlahte  nu.r 
proposées,  et  dans  laquelle  le  point  homologue  au  point  central  commun 
à  celles-ci  coïncidera  avec  ce  point.  » 

Soient  PL  Ifig.  5)  une  droite  de  la  première  figure,  O  le  centre  de 
rotation,  OF  la  perpendiculaire  à  FL.  On  sait  qu'on  obtient  X,  point 


Fio.  5. 


jlX* 


de  rencontre  de  cette  droite  avec  son  homologue,  en  faisant  l'angle 
FOX  égal  à  la  demi-rotation.  Je  fais  tourner  PL  autour  de  X  d"int 
angle  a;  soit  OQ  la  nouvelle  perpendiculaire.  L'angle  FOQ  est  égal  à  a, 
c'est-à-dire  constant;  donc,  par  une  rotation  a.  de  la  nouvelle  figure 
autour  de  O,  on  amènera  toutes  les  droites  à  être  parallèles  à  leurs 
correspondantes,  OQ  s'appliquant  sur  OP.  Mais 

OQ-^OXcos(«-  «), 

OP  =  OXcosw, 

d'où 

OQ        cosfa  —  a] 

no  ~  ^       "         —  const.  ; 

OP  cosu  ' 
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donc  les  droites conospondaiilrs  seront  à  des  disl.incesdii  |)oint()  dans 
un  rapport  constant,  c'est-à-dire  qu'on  anr.i  denx  fignres  semblables 
etseniblablenient  j)lacées.  Pendant  la  rotation,  O  rpii  esta  Im-inèrne 
son  bomologne,  reste  fixe;  donc  le  théorème  est  démontré. 

17.  «  Un  point  fi.vp.V  étant  donm',  loa  couples  de  points  homnlonues 
des  deiixji^^uies,  tels  (jue  les  cordes  t/ui  les  joignent  deux  à  deiuc  soient 
vues  de  ce  point  sous  un  angle  de  grandeur  donnée j  sont  sur  deux  coni- 
ques qui  passent  par  le  point  P  ; 

M  El  ces  cordes  em'eloppent  une  courbe  de  la  quatrième  classe  et  du 
sixième  ordre,  qui  a  trois  tangentes  doubles  dont  une,  réelle,  est  située 
à  Vinfiru,  et  les  deux  autres,  imaginaires,  sont  les  asj  mptotes  d'un 
cercle  décrit  autour  du  point  central  commun  aux  deuxjigures.    » 

■Te  fais  an  point  P  ijig.  6)  nn  angle  égal  à  l'angle  donné;  soient  L 
et  D' les  deux  côtés  de  cet  angle,  et  cherchons  combien  sm-  I.  peuvent 


se  trouver  de  points  de  la  première  figure  satisfaisant  aux  conditions 
données.  En  se  reportant  au  n"  lô,  on  sait  qu'il  n'existe  sur  deux 
droites  non  homologues  qu'un  système  de  deux  points  homologues, 
ce  qui  ne  fournit  sur  L  qu'un  point  de  la  première  figure;  mais  il 
pourra  y  avoir  sur  L  des  points  provenant  d'autres  angles  de  sommet  P, 
ce  qui  arrivera  quand  la  droite  L  sera  telle  que  le  point  cherché  se 
trouve  en  P.  Voyons  si  cela  [peut  arriver,  et  combien  de  fois.  Si  cela 
arrive,  la  droite  telle  que  D'  passera  par  l'homologue  de  P  considéré 
comme  appartenant  à  la  première  figure;  soit  P'  ce  point.  Il  suffit  alors 
de  faire  avec  PP',  dans  le  sens  convenable,  l'angle  donné,  pour  que 
cela  arrive,  et  il  est  clair  que  cela  n'arrive  que  pour  ce  cas  :  donc  une 
droite  quelconque  ne  rencontre  le  lieu  qu'en  deux  points;  donc  c'est 
une  conique,  et  elle  passe  par  P.  On  voit  de  plus  qu'elle  est  tangente 
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à  la  ilioili'  (|iii  r.iit  av(.'c  l'I' ,  ilaiis  k-  sens  voulu,  l'auj^ic  domu'.  Ou 
ré|)i'teiait  le  même  raisunneinent  pour  la  secomle  figure. 

l'our  avoir  laclasse  de  l'ciivcloppedes  cordes,  cherclionscoiiibien  de 
CCS  cordes  |)asseiit  par  un  poiut  douné  O.  Lu  se  reportant  au  n"  13,  on 
sait  cpie  les  poiuts de  la  première  figiue,  cpii,  joints  à  leurs  homologues, 
passent  par  un  point  doniu'î  O,  sont  sur  un  cercle  qui  passe  par  C, 
par  O  et  parO';  d'après  ce  cpi'on  vient  de  dire,  il  faut  aussi  cliercher  les 
points  sur  une  conique  |)assnnt  par  P.  Les  points  satisfaisant  à  la  ques- 
tion sont  tlonc  à  l'uiterseclion  d'inie  conique  et  d'un  cercle  :  donc  il 
y  en  a  quatre,  donc  il  y  a  quatre  tangentes,  donc  la  courbe  est  de  la 
quatrième  classe. 

Le  cercle  dont  il  est  ici  question  peut  se  déterminer  sans  le  point  O', 
en  disant  qu'il  passe  par  C,  par  O,  et  qti'il  est  tangent  en  C  à  une 
droite  qui  fait  avec  CO,  dans  le  sens  de  la  rotation,  un  angle  égal  au 
complément  de  la  demi-rotation. 

Par  C,  menons  une  droite  (piclconque  CO  et  la  tangente  au  cercle 
en  C;  elle  ne  variera  pasc[uand  Os'éloignera  indéfiniment,  mais  alors  le 
cerclcse  rédiiira  àcette  tangente  et  à  ladroite  de  l'infini.  Le  point  ()  est 
sur  cette  droite,  (pii  coupe  la  conique  en  deux  |)oiiits,  et,  j)our  avoir  les 
tangentes,  il  faut  joindre  O  à  ces  deux  points,  ce  qui  fournit  deux 
fois  la  droite  de  l'infini  :  donc  elle  est  tangente  double.  Les  deux  autres 
tangentes  s'obtiennent  en  menant  des  parallèles  à  CU  par  les  points 
de  rencontre  de  la  seconde  droite  avec  la  conique  ;  donc,  en  général, 
elles  sont  simples,  à  moins  que  celte  seconde  droite  ne  soit  tangente 
à  la  conique,  ce  qui  arrive  deux  fois;  nous  connaissons  donc  trois  tan- 
gentes doubles. 

Su|>|ioso!is  (pie  C)  soit  l'un  des  points  circulaires  de  l'infini,  la  droite 
CO  sira  l'une  des  asyin])totes  du  cercle  C,  et  l'on  sait  que  la  droite  qui 
fait  avec  CO  un  angle  donné  réel  est  cette  droite  elle-même;  notre  cercle 
se  réduit  donc  ici  à  la  droite  de  l'infini  et  à  la  droite  inuiginaire  CO; 
la  droite  de  rinfini  fournit,  |)ar  sou  intersection  avec  la  conique,  la 
tangente  double  déjà  trouvée  ;  CO  coupe  la  conique  en  deux  points 
aux(piels  il  faut  joindre  O  pour  avoir  les  tangentes  :  donc  CO  est  tan- 
gente double;  on  en  dirait  autant  pour  le  second  point  circulaire. 

Pour  avoir  le  degré  de  la  courbe,  cherchons  combien  il  y  a  de 
points  sur  la  droite  de  l'infini,  par  exemple.  Elle  est  tangente  double, 


PURES  r-T  APITJQUIÎES.  23i 

co  qui  fuit  (lAjà  qiialrc  points.  Autniit  il  v  <'n  a  oncoro,  aiitnnl  In 
coiiiix'  a  (l'asvmplotcs  f|iii,  «liflcTaiil  tic  la  (lroil(>  à  l'iiifiiii,  srmt  ;i 
distances  finies.  On  srra  |)tc'V(Miu  qu'on  a  une  asjni|)lole  lorsf|ne 
deux  tangentes  infiniment  voisines  de  la  courl)e  seront  parallèles,  li 
faut  donc  chercher  quelles  sont  les  droites  qui,  joignant  respective- 
ment deux  points  infiniment  voisins  d'inie  conique  à  leurs  homo- 
logues, sont  parallèles. 

Soient  MN,  M'N'  [fig.  7)  deux  pareilles  droites;  joignons  MM', 
NN',  nous  aurons  les  tangentes  homologues  aux  deux  coniques.  Les 
milieux  des  cordes  seront  sur  la  droite  milieu  de  L  et  L';  mais  ces 
cordes  .sont  parallèles  :  donc  la  droite  milieu  passe  par  C.  C  appartient 
aux  deux  droites,  donc  les  pieds  des  perj)endiculaires  abaissées  du  centre 
de  rotation  sur  ces  droites  se  confondent  ;  or  ces  droites  sont  distinctes, 
donc  G  est  le  centre  de  rotation.  Il  y  aura  donc  autant  d'asymptotes 
(pie  de  tangentes  par  C  à  la  conique,  c'est-à-dire  deux;  donc  la  combe 
est  du  sixième  ordre. 

FiG.  7.  Fie.  R. 


18.  «  Une  droite  D  e'tn?it  donnce,  les  couples  de  droites  homologues 
des  deux  figures,  qui  interceptent  sur  cette  droite  des  segments  de  lon- 
gueur donnée,  enveloppent  deux  paraboles  tangentes  à  la  droite  D; 

))  Et  les  points  de  concours  de  ces  couples  de  droites  homologues  sont 
sur  une  courbe  du  troisième  ordre,  qui  a  un  point  double  situé  au  point 
central  commun  aux  deux  figures .  » 

Soit  AB'  {fg.  8)  l'un  des  segments  de  longuein-  donnée,  et  cher- 
chons combien  de  droites  satisfaisant  à  la  question  passent  ]);n' A,  ce 
qui  fournira  la  classe  de  la  courbe  enveloppe.  En  se  reportant  au  n"  14, 
on  voit  qu'il  ne  passe  par  A  et  B'  qu'un  seul  système  de  droites  homo- 
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logiios.  l)t''|»l;(roiis  k'  sp^riiiriil,  et  voyons  si  d'HiiIros  droites  de  ht  prr- 
ii)i«Me  lij,'tire  |)ass(Mi(  jiar  A .  i'iiis(|ircllfs  ]),jssoiit  (l"jà  j)ar  un  autre  point 
de  U,  elles  ne  poiinont  [lasscf  |).ii-  A  (|ii'fii  claiil  1)  fllc-iiirme.  Cela 
arrivera  autant  de  fois  cjiie  l'homologue  de  H'  pourra  se  trouver  sur  1); 
mais  sur  uue  droite  il  n't'xistf  qu'un  couple  de  points  lionioloyues  : 
donc  cela  n'arrivera  cpi  une  fois;  donc  par  A  ne  passent  (pie  deux 
tangentes,  donc  l'enveloppe  des  droites  de  la  première  figure  est  une 
conique. 

Prenons  le  point  à  l'infini  sur  D  :  B'  sera  aussi  à  l'infini,  son  Jiouio- 
logue  B  également;  donc  la  conique  est  tangente  à  la  droite  de  l'in- 
fini, donc  c'est  une  [)arabole. 

On  en  dirait  autant  pour  B'. 

Je  cherche  combien  il  peut  y  avoir  de  points  de  concours  de  droites 
homologues  sur  une  droite  issue  de  C.  On  sait  (pie  ces  droites  font 
avec  celles-ci  des  angles  complémenlaires  de  la  demi-rotation  ;  menons 
deux  paredies  droites  au   point  C(y/^.  9),  el  inscrivons  dans  l'angle 

Fie.  9. 


obtenu  uue  parall(;lc  a  I),  de  longui!ur  é'gale  au  segment  donn(''.  Il 
suffit  de  laireglisseï',  jusqu'à  ce  que  ce  segment  soit  siuD,  pour  avoir- un 
des  points  clierch('»s.  Or  on  passera  par  une  position  et  une  seule;  il 
n'y  a  donc  qu'un  seid  point,  plus  ceux  qui,  ap|)artenant  à  d'autres 
droites,  pourraient  se  trouser  sur  I.,  ce  qui  ne  pourrait  arriver  qu'au- 
tant que  ces  points  coïncideiaient  avec  le  point  C.  Or,  sur  la  droMe 
donnée  décrivons  un  segment  capable  de  la  rotation,  faisons-le  glisser 
sur  1),  et  voyons  combien  de  fois  il  passera  par  C  :  il  y  passera  deux 
fois;  donc  C  est  point  double,  et  la  courbe  est  du  troisième  ordre. 
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Propriétés  relatives  à  deux  courbes  f^éométricjues  égales. 

19.  «  Quand  deux  courbes  égales  d'ordre  m  sont  placées  d'une 
manière  (juelconque  dans  nu  plan  : 

»  Les  droites  (pu  joignent  deux  à  deux  les  points  Jtoninlogues  de  ces 
courbes  enveloppent  utui  courbe  de  la  classe  de  nni,  el  de  l'ordre 
m  (  ;/j  4-  I  )  ; 

»  Cette  courbe  a  trois  tangentes  multiples  de  l'ordre  m,  dont  une, 
réelle,  est  à  V infini,  et  les  deux  autres,  imaginaires ,  sont  les  asym- 
ptotes d'un  cercle  (jui  aurait  son  centre  au  point  central  commun  aux 
deux  Jîgures  égales  auxquelles  appartiennent  les  deux  courbes 
d'ordre  m.   » 

Pour  avoir  la  classe  de  l'enveloppe  des  cordes,  cherchons  combien 
de  ces  cordes  passent  par  nii  point  donné  (^.  En  se  reportant  au  n°  15, 
on  sait  qne  les  points  de  la  première  figure  qui,  joints  à  leurs  homo- 
logues, passent  par  un  |)oint  doruié  O,  sont  sur  un  cercle  qui  passe 
par  C,  par  O  et  par  O'.  Les  points  satisfaisant  à  la  question  sont  donc 
à  l'intersection  de  la  courbe  d'ordre  m  et  d'un  cercle:  donc  la  coin-be 
est  de  la  classe  2m. 

Le  cercle  dont  il  est  ici  question  peut  se  déterminer  sans  le  point  O', 
en  disant  qu  il  passe  par  C,  par  O,  et  qu'il  est  tangent  en  C  à  une 
droite  qui  fait  avec  CO,  dans  le  sens  de  la  rotation,  un  angle  égal  au 
complément  de  la  demi-rotation. 

Par  C,  menons  une  droite  quelconque  CX)  et  la  tangente  au  cercle 
en  C  ;  elle  ne  variera  pas  quand  O  s'éloignera  indéfiniment,  mais  alors 
le  cercle  se  réduira  à  cette  tangente  et  à  la  droite  de  l'infini.  Le  point  O 
est  sur  cette  droite,  qui  coupe  la  courbe  en  m  points,  et,  pour  avoir 
les  tangentes,  il  faut  joindre  O  à  ces  m  points,  ce  qui  fournit  m  fois  la 
droite  de  l'infini  :  donc  elle  est  tangente  multiple  d'ordre  m.  Les  m 
autres  tangentes  s'obtieiuient  en  menant  des  parallèles  à  CO  par  les 
points  de  rencontre  de  la  seconde  droite  avec  la  courbe;  donc  en  gé- 
néral elles  sont  simples,  à  moins  que  cette  seconde  droite  ne  soit  tan- 
gente à  la  courbe,  ce  qui  arrivera  m  [m  —  i)  fois,  et  (ournira  en  général 
autant  de  tangentes  doubles. 

Tome  XIX  {7'  série).—  Juin  187/1.  ■JO 
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Sii|ip()soiis  <iiif  ()  soit  l'iiii  des  points  circuiairt'S  ilf  rii)(it)i,  la 
dioile  (.O  s»ra  l'uiu'  (lt>s  asvinptotos  du  cercle  C,  i-l  l'on  sait  qne  la 
droite  qui  fait  avec  C.O  un  an^lc  donm''  irel,  est  cette  droite  elle-même. 
Notre  cercle  se  réduit  donc  ici  à  la  droiic  i\i'  l'infini  ri  i  l;i  dioitc  ima- 
ginaire (X);  la  droite  de  l'infini  fournil,  par  son  intersection  avec  la 
coin'be,  la  tangente  midliple  drjà  trouvée,  (iO  coupe  la  courbe  en  m 
points  auxquels  il  faut  joindre  ()  jjour  avoir  les  taii^'cules,  donc  ('.() 
est  tangente  uudtiple  d'ordre  m  :  on  en  dirait  autant  poiu- le  second 
point  circulaire. 

Pour  .ivoii"  le  degré  de  la  courbe,  cberclions  cond)ien  il  y  a  de  jioinls 
sur  la  droite  de  l'infini,  par  exemple.  Klle  est  tangente  multiple 
d'ordre  m,  ce  qui  l'ait  déjà  2/n  points.  Autant  il  y  en  a  encore,  autant 
la  courbe  a  d'asymptotes  qui,  différant  de  la  droite  de  l'infini,  sont  à 
distance  finie.  On  sera  |irévenu  qu'on  a  une  asymptote  lorsque  deux 
tangentes  viendront  se  réiniir  en  une  seule.  Menons  donc  |)ar  cliacun  des 
points  de  la  droite  île  l'infini  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  enve- 
loppe, et  comptons  celles  qui  se  confondent.  Pour  que  cela  arrive,  nous 
avons  vu  qu'il  fallait  que  la  droite  associée  avec  CO  devînt  tangente; 
or  elle  le  devient  m  [m  —  i)  fois  :  la  courbe  est  donc  de  degré 

2 ;//  -h  inyiii  —  ' )  ^  '"^  "^  "'  ^^  '"  î'"  "*~  ' )• 

20.  Il  Quand  deux  courbes  égales,  de  lu  classe  n,  sont  placées 
d'une  manière  quetcniujtœ  dans  leur  plan  : 

»  Les  l'oints  d'intersection  des  tangentes  homologues  des  deux 
courbes  sont  sur  une  courbe  d'ordre  2n  et  Je  la  classe  /t  («  -t-  i)  ; 

M  Cette  courbe  a  trois  points  nutltiples  d'ordre  n,  dont  un,  réel,  est 
au  point  central  ries  deux  Jigures,  et  les  deux  autres,  imaginaires,  sont 
à  r infini  sur  un  cercle.  » 

Ce  tbéorème  est  corrélatif  du  précédent,  mais  on  peut  le  démontrer 
directenuiii . 

Cberclions  combien  il  y  a  de  points  du  lieu  sur  !>.  Un  pareil  point 
étant  trouvé,  la  tangente  à  la  parabole  du  n°  12  devra  être  une  tan- 
gente à  la  courbe  donnée  ;  quand  cela  arrivera,  le  poiiU  d'ailleurs  sera 
bien  un  point  du  lieu:  donc  il  y  aura  autant  de  points  <lu  lieu  qne  de 
tangentes  communes  à  la  parabole  de  classe  i  et  à  la  courbe  de  classe^/, 
c'est-à-dire  2«. 
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On  sait  que  deux  «Iroitcs  homologues  loiit  cnlic  elles  un  angle 
égal  à  la  rotation;  luisons  donc  pivoter  cet  angle  autoin-  du  point  (-'.  : 
autant  de  fois  le  côté  correspondant  à  la  première  figure  sera  tangent 
à  la  courlie,  aiitaiil  d Unités  d  y  aura  dans  le  degré  de  multiplicité  du 
point  C.  Or  la  courbe  donnée  est  de  la  classe  n:  donc  cela  arrivera 
n  fois,  donc  C  est  multiple  d'ordre  /i. 

Prenons  un  des  points  circulaires  de  l'infini,  et  faisons  |)ivoler  au- 
tour de  ce  point  un  angle  égal  à  la  rotation;  on  sait  <|ue  les  côtés  de 
cet  angle  se  confondent,  et  (pio  tout  revient  à  faire  |)ivoter  une  droite 
imaginaire;  on  amènera  donc  cette  droite  à  èlre  n  fois  tangent»;  à  la 
courbe  doiuiée:  donc  le  point  est  multiple  d'ordre  «.  On  en  du'ait  au- 
tant pour  le  second  point  circulaire. 

Pour  avoir  la  classe  de  la  courbe,  tlu  relions  combien  par  ce  point  Cl 
on  peut  mener  de  tangentes  à  la  courbe.  Ce  point,  étant  multiple 
d'ordre  h,  a  n  tangentes  qui  comptent  chacune  pour  deux,  ce  (pii  fait 


2n  tangentes. 


Pour  qu'une  droite  issue  de  C  soit  tangente,  il  faut  qu'elle  renferme 
deux  points  infiniment  voisins.  Or,  quand  un  point  du  lieu  est  sur 
luie  droite  issue  de  (".,  les  deux  droites  homologues  qui  le  fournissent 
sont  également  inclinées  d'un  angle  connu  sur  ce  vecteur;  il  faut  donc 
que  deux  parallèles  infiniment  voisines  de  celles-là,  menées  par  le  point 
consécutif  du  vecteur,  soient  aussi  des  tangentes  à  la  courbe  :  la  courbe 
doit  donc  avoir  deux  tangentes  infiniment  voisines  qui  soient  parallèles. 
Or,  quand  cela  arrive,  la  tangente  dont  il  s'agit  est  une  asymptote:  il 
y  aura  donc  autant  de  tangentes  issues  de  C  que  d'asynqjtotes;  mais 
il  y  a  autant  d'asymptotes  qu'il  y  a  de  points  dans  lesquels  la  courbe 
puisse  être  coupée  par  une  droite,  c'est-à-dire  «(h  —  i)  :  donc  la  courbe 
est  de  classe 

2«  +  «  (n  —  i)  =  «^  -t-  «  =  n{ji  -+-  i). 

21 .  «  Étant  donnée  dans  le  plan  de  deux  figures  égales  une  courbe 
d'ordre  ni,  si  par  cJiaque  point  de  cette  courbe  on  mène  les  deux 
droites  homologues  des  deux  figures  (jui  se  coupent  en  ce  point  (9),  ces 
deux  droites  enveloppent  deux  courbes  de  la  classe  2  m  et  de  l'ordre 
m  (  m  -f-  I  )  ; 

»    Chacune  de  ces  courbes  a  trois  tangentes  multiples  d'ordre  m, 

3o. 
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dont  une,  réelle,  est  à  iinjini,  et  les  deux  autres,  imaj^ituiirex,  sont  les 
iisj^inptntes  (l'un  cercle  ayant  son  centre  au  jwint  central  des  deii.i 
Jii^ures.    » 

Coiisidéroiis  la  combe  d'ordre  m  comme  ap|)arli'iiant  à  la  première 
figure,  et  s(jil  )  [Ji^.  lo)  un  de  ses  points;  laisoiis-la  tourr)er  de  ma- 
nière à  l'amener  dans  la  seconde  ligure,  et  soit  V  ce  cjue  devient  X;  je 
mène  XX'. 

Par  X  menons  les  deux  droites  homologues  des  deux  figures;  on 
sait  qu'elles  lont  avec  O).  des  ans;les  éf>aux  au  complément  de  la  demi- 
icjtation;  tlonc  l'une  est  XÀ'  et  l'autre  est  s\ métrique  |iar  i apport  à  C)/. 
Relativement  à  XX',  il  n'y  a  qu'à  se  reporter  au  ii"  11),  et  le  théorème 
est  démontré;  reiativeuient  a  l'autre  droite,  il  n'y  a  qu'à  faiie  usage 
du  n"  IG,  et  l'on  retombe  sur  le  n"  lî). 


F"ii,.  10. 


Fie.   II. 


2*2.  «  r.tdnt  donnée  dans  le  plan  de  deuxji^wes  égales  une  courbe 
lie  la  classe  n,  sur  chiKjue  tangente  à  cette  courbe  se  trom'ent  deux 
points  homologues  de i  deux  Jigures  (10)  : 

i>  Ces  deux  points  ont  pour  lieu  géométri<juc  deux  courbes  égales 
d'ordre  2 n  et  de  la  classe  n{n-\-  i ) ; 

u  Chacune  de  ces  courbes  a  trois  points  multiples  d'ordre  n,  dont 
un,  réel,  est  le  point  central  commun  aux  deux  figures ,  et  les  deux 
autres,  imaginaires,  sont  à  l'injini  sur  un  cercle.    » 

Considérons  la  courbe  de  classe  n  comme  appartenant  ii  la  première 
fignn;,  et  soit  \j  (fig-  ri)  une  de  ses  tangentes.  Abaissons  la  perpen- 
diculaire OP,  et  (10)  faisons  de  part  et  d'autre  des  angles  égaux  à  la 
demi-rotation;  nous  aurons  les  pi.inis  homologues.  Faisons  tourner 
la  courbe  de  manière  qu'tlle  f.isse  |)artie  de  la  seconde  figure, 
L  occu|)era  la  position  L'  et  passera  par  M';  donc  M'  est  l'intersection 
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des  tangentes  homologues  des  deux  courbes,  donc  on  est  dans  le  cas 
du  n°  20.  Lo  lieu  dos  points  M  n'est  autre  ((uo  celui  des  points  M',  qui 
a  tourné  d'un  angle  égal  à  la  rotation,  mais  en  sens  inverse:  donc  le 
théorème  est  tiéinontré. 

Îi3.  «  Si,  dans  les  deux  théorèmes  lî)  et  20,  on  suppose  cpie  les 
deux  courbes  données  soient  indiiiment  voisines,  connue  il  arrive 
quand  une  courbe  éprouve  un  déplacement  infiniment  petit  (lequel 
est  toujours  une  rotation  autour  d'un  point  fixe),  les  deux  théorèmes 
preinient  les  énoncés  suivants  : 

»  Quand  le  sommet  d'un  ait'^le  droit,  dont  un  coté  tourne  autour 
d'un  point  fixe,  glisse  sur  une  courbe  d'ordre  m.  Vautre  cùté  enveloppe 
une  courbe  de  la  classe  2  m  et  de  l 'ordre  m  [m  -\-  i )  ; 

»  Cette  courbe  a  trois  tangentes  multiples  d'ordre  m,  dont  une, 
réelle,  est  à  l'infini,  et  les  deux  autres,  imaginaires,  sont  les  asym- 
ptotes d'un  cercle  qui  aurait  son  centre  au  point  fixe.    » 

En  effet,  les  droites  qui  joignaient  les  points  homologues  deviennent 
des  perpendiculaires  aux  vocteurs. 

24.  «  Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point 
fixe  sur  les  tangentes  d'une  courbe  de  la  classe  n  est  une  courbe 
d'ordre  in  et  de  la  classe  n{n  -h  \); 

»  Cette  courbe  a  trois  points  multiples  d'ordre  n,  dont  un,  réel,  est 
le  point  fixe  autour  duquel  tourne  le  premier  côté  de  l'angle,  et  les 
deux  autres,  imaginaires,  sont  à  l'injini  sur  un  cercle.    » 

En  effet,  la  droite  qui  joint  le  point  fixe  au  point  de  rencontre  de 
deux  tangentes  homologues  est  bissectrice  de  leur  angle:  elle  devient 
donc  la  perpendiculaire. 

23.  «  Etant  données  deux  courbes  égales  de  la  classe  /;,  si  par 
clta(pie  couple  de  points  homologues  de  ces  deux  courbes  on  mène  un 
cercle  passant  par  le  point  central  O  commun  aux  deux  figures  que 
ces  courbes  représentent,  tous  les  cercles  ainsi  détenirinés  auront  pour 
em'cloppe  une  courbe  d'ordre  2Ji  et  de  la  classe  n  .n  -\-  \);  cette  courbe 
a  trois  points  multiples  d'ordre  n,  dont  un,  réel,  situé  au  point  O,  et  les 
deux  autres,  imaginaires,  situés  à  l'infini  sur  un  cercle.    » 
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Sriient  I-  et  \.' [fig.  la)  deux  laiigpiiles  hoinolofjius,  M,  M'  leurs 
points  lie  cuiil;!Ct;  ou  sait  que  MM' est  laiig(iiteà  une  parabole  ayant  (  > 


i 
o 


pour  loyer  et  langenle  à  L  et  L'.  Le  cercle  circonscrit  au  triangU'  M/  .M' 
passe,  d'après  une  |)ropriélé  connue,  par  O:  donc  le  cercle  passant 
par  M,  M'  et  O  passe  par  X.  Les  deux  |)oints  suivants  des  courbes  de 
la  classe  n  seront  sur  L  et  I/,  qui  sont  les  tangentes,  et  le  cercle  pas- 
sant par  ces  points  et  O  passera  par  ). ;  donc  À  est  le  jjoint  de  rencontre 
du  cercle  avec  sa  position  i'ifininient  voisine,  c'est-à-dire  un  poiiit  de 
l'enveloppe:  on  est  donc  ramené  au  ii°  20. 

26.  c  Si  l'on  sup|)ose  cpie  les  deux  courjjes  soient  nifininient  Mn- 
siues,  le  tliéoreine  |)rend  cet  énoncé  : 

■»  Si  les  ra)  uns  vecteurs  menés  d  un  point  Jixe  (J  à  tous  les  points 
d'une  courbe  de  la  classe  n  sont  pris  pour  diamètres  d'autant  de  cer- 
cles j  la  courbe  enveloppe  de  ces  cercles  est  une  courbe  d'ordre  a/t  cl  de 
la  classe  n  (n  -l-  i),  qui  a  trois  points  multiples  d'ordre  n,  dont  un,  réel, 
est  le  point  O,  et  les  deux  autres,  inuif^inaires,  sont  à  l'infini  sur  un 
cercle.   » 

En  effet,  M  et  31'  sont  infniinient  voisins,  et  MM'  est  perpendicu- 
laire sut  O.^L  Le  cercle  décrit  par  O,  M.  .M'  a  donc  <)M  pour  dia- 
nn-tre. 

27.  n  Etant  données  deux  courbes  égales  d'ordre  ni,  si  l'on  conçoit 
chaque  couple  de  taw^entes  homologues  des  deux  courbes,  et  la  para- 
bole tangente  à  ces  deux  droites  et  ayant  son  jojer  au  point  central  O 

commun  aux  deiixjigures  : 
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»  Tojites  les  paraboles  ainsi  déterminées  auront  pour  enveloppe  une 
courbe  de  la  classe  2m  et  de  l'ordre  m  {m  +  i);  cette  courbe  a  trois 
tangentes  iniilliples  d'ordre  m,  dont  une,  réelle,  est  située  à  l'injini,  et 
les  deux  autres,  imaginaires,  sont  les  asymptotes  d'un  cercle  ajant 
son  centre  en  O.    » 

Soient  L,  U  [Jîg.  i3)  iu>  couple  de  tangentes  homologues,  M,  M' leurs 
points  de  contact.  Nous  connaissons  l'enveloppe  de  MM';  je  cherche 


le  point  de  contact  de  cette  droite  avec  son  enveloppe.  Sa  position 
infiniment  voisine  passera  par  les  points  infiniment  voisins  de  M  et  M', 
et  sera  tangente  à  la  par;d)oie  ayant  O  pour  foyer  et  L,  L'  pour  tan- 
gentes; donc  le  point  de  contact  de  jMM'  avec  son  enveloppe  est  aussi 
son  point  de  contact  avec  la  parabole.  Une  parabole  infiniment  voisine 
de  celle-là  sera  tangente  à  la  droite  infiniment  voisine  de  MM',  en  un 
point  infiniment  voisiïi  du  ])oint  de  contact  trouvé;  donc  la  limite  du 
point  d'intersection  des  deux  [)araboles  est  le  point  de  contact  de  la 
parabole  primitive  avec  MM';  or  ce  point  appartient  à  l'enveloppe 
de  MM'  :  on  retombe  donc  sur  le  n"  19. 

28.  «  Qu'on  suppose  les  deux  courlies  infiniment  voisines,  ou  eu 
conclura  ce  théorème  : 

»  Si  d'un  point  fixe  O  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  chaque 
tangente  d'une  courbe  d'ordre  m,  et  (j ne  par  le  pied  rie  la  perpetidicu- 
laire  on  mène  une  parabole  qui  touche  cette  tangente  en  ce  point  et  ait 
pourjoyer  le  point  O  : 

»  Toutes  les  paraboles  ainsi  menées  auront  pour  enveloppe  une  courbe 
de  la  classe  a/»  et  de  l'ordre  m[m  +  i),  qui  aura  trois  tangentes  mut- 
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tiplcs  (l'ordre  m,  dont  une,  réelle,  est  à  rinfmi,  et  les  deux  autres, 
iina^indircs,  sont  les  iis}ini>li>/es  d  un  cercle  uyant  son  centie  en  ().  » 
En  effet,  en  se  roportaiii  au  n"  G,  on  voit  qu'à  l:i  condition  pour  la 
iiaraliole  d'èlre  laiigeiite  à  MM'  on  peut  substituer  celle  irëlie  tan- 
gente à  PP',  en  appelant  P,  P'  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  O  sur  L  et  L'.  Eo  point  de  contact  est  d'ailleurs  entre  P  et  P';  or, 
quand  les  deux  courbes  sont  inlininient  voisines,  P  et  P'  se  confon- 
dent :  donc  la  i^arabole  passe  par  P,  et  elle  est  tang<nte  en  ce  point  à 
l.i  droite  E. 

Composition  des  rotations  cl  des  translations  finies ,  dans  un  plan. 

29.  «  Une  wtation  finie  autour  d'un  point  A  peut  être  remplacée 
par  une  autre  rotation  égale  et  de  même  sens,  autour  d'un  autre  point 
quelcompie  15,  et  par  une  translation; 

»  Cette  translation  est  égale  à  deux  Jois  la  dislance  des  deux  cen- 
tres de  rotation,  multipliée  par  le  sinus  de  la  demi-rotation.    » 

Il  suffit  de  démontrer  la  proposition  pour  une  droite  à  laquelle  la 
t)"ure  serait  invariablement  liée. 

Soient  E  [fig-  i4)  i'"*"  droite,  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  A  sur  cette  droite.  Par  suite  d'une  rotation  au  autour  de  A, 


P  vient  on  P'  et  E'  fait  avec  E,   dans  le  sens  de  la  rotation,  un  angle 
égal  à  2oj. 

Faisons  tourner  E  autour  de  IJ  d'un  angle  i'j>  dans  le  même  sens 
que  tout  à  l'heure;  la  nouvelle  position  E,,  faisant  avec  E  un  angle  i'», 
sera  parallèle  à  E';  il  suffira  donc  de  donnera  la  droite  une  translation 
égale  et  parallèle  à  PP,  |iour  l'amener  en  E'. 
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En  faisant  lourner  PA  de &),  on  l'iiméiie  en  PP';  de  même  PU  est 

2 

amené  en  PP,  :  donc  P,PP'=  IJPA.  On  a  aussi 

PP,  =  2pl{sinw,      PP'=  2pAsino>, 
d'où 

p7P''  =  4sin"u(pÂ'  +  PÏi'  -  2PA.PBcosBPa), 

PrP''  =  4sin'u.AB', 
P,  P'  =  2  sino).  AB, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  est  beaucoup  plus  simple,  puisqu'on  est  libre  de  choisir  la  droite, 
de  prendre  AB;  le  tluoromo  est  alors  évident,  et  l'on  a  de  suite 

BB'  =  aABsinu. 

Réciproquement  :  Une  rotation  autour  d'un  point  et  une  trans- 
lation peuvent  être  remplacées  par  une  rotation  unique  égale  à  la  rota- 
tion proposée  et  de  même  sens.  » 

Supposons  qu'on   ait  à  effectuer  une  rotation  autour  du  poiiU    B 
ijig.  i5)  et  une  translation  BB';  considérons  la  droite  qui  fait  avec  BB', 

FiG.   i5. 


dans  le  sens  de  la  rotation,  un  angle  égal  à w,  et  en  B'  la  droite 

qui  fait  avec  BB'  le  même  angle;  le  point  A  de  rencontre  de  ces  deux 
droites  sera  le  point  cherché. 

50.    "   Quand  une  figure  plane  éprouve  deux  rotations  successives 
autour  de  deux  points  A,  B,  nous  entendons  que  la  première  rotation 

Tome  XIX  (5'  série).  —  Jii»  i8;4.  3l 
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•■'  Vu-ii  aiilour  du  puiul  A,  (|ui  nslc  fixe  peiitlaiil  cctlo  rotation,  et  que 
la  secoinic  a  lien  ciisiiitc  autour  d'un  pouit  \V,  (jui  est  la  positirii)  (|u  a 
prise  le  point  II  en  vertu  de  la  piiiiuerr  lot^itioii. 

1)  Cela  convenu  :  Deux  lotations  successives  li'uneji^ure  autour  de 
deux  points  A,  15  pim/uisent  une  rot<iti<>ri  iini<jue  nutaur  d'un  point  (). 

"I  Cette  rotation  est  é^ale  à  lu  soiiime  ou  n  ta  dijjérence  des  deu.r 
rotations  proposées,  selon  (ju  elles  ont  lieu  dans  le  inâme  sens  ou  en  sens 
contraire;  et  le  centre  O  de  cette  rotation  se  détermine  par  cette 
considération,  que  les  trois  points  A,  V>  et  O  sont  les  sommets  d'un 
triangle  AliO  ilont  les  angles  en  A  et  en  B  sont  égait.v  au.i  demi-rota- 
tions proposées ,  le  premiei  de  ces  angles  étant  Jormé  dans  le  sens  de  ta 
première  rotation  et  le  second  en  sens  contraire  à  celui  de  la  seconde 
rotation  Le  troisième  angle  O  est  égal  au  supplément  île  la  ["]  rota- 
tion résultant!'.  Il  suit  de  là  (/ne  les  trois  côtés  ilu  triangle  sont  pro- 
portionnels aux  sinus  des  demi-rotations  (/ui  ont  lieu  autour  de  ses 
sommets. 

M  II  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  la  première  rotation  et  la  rota- 
tion résultante  ont  bien  lien  effectivement  autour  fies  deux  points  A 
et  O  du  ti  iaiigie,  et  que  la  seconde  rotation  ne  se  fait  pas  autoni-  du 
sommet  B,  mais  bien  autour  du  point  B',  où  ce  point  B  vient  se  placer 
par  l'effet  de  la  première  rotation.   » 

Considérons  une  droite  AB  {Jig.  i6)  de  la  première  figure,  et  voyons 
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ce  qu'elle  devient.  Par  l'effet  de  la  première  rotation,  It  vient  eu  H 
et  A   reste   fixe;  par    l'effet  de  la   seconde  rotation,    que  nous   snp 


f*J  II  faut  la  liemi-rolalion. 
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posons  (le  iiit-iiie  sens  (|iic  la  |)ieniiere,  H' reste  fixe  el  A  vienl  en  A'; 
de  sorte  que,  en  définitive,  AB  est  venu  en  A'B'.  Or  on  sait  qu'on  peut 
amener  une  droite  d'une  position  à  lUie  auln-  jiar  une  seule  rotation, 
f^e  centre  O  se  délern)ine  en  élevant  des  perpeudicidaires  AO,  I5'0  à 
AA'  et  I5B'  en  leurs  nnlieiix.  Il  est  bien  clair  que,  ayant  d'abord  «lévié 
la  droite  d'iui  certain  angle,  puis  d'tin  autre  dans  le  inétne  sens,  la 
déviation  totale  est  la  somme  des  déviations.  On  peut  remarquer  aussi 
que  la  mr)ilié  de  la  déviation  totale  au  li'OC  est  égale  à  la  somme  des 
demi-déviations  |)artielles  B'AO,  AB'O,  comme  angle  extérieur  d'un 
triangle. 

Dans  le  triangle  AOIJ,  A  est  égal  à  la  demi-déviation  première  et  B 
à  la  demi-déviation  seconde,  puisqu'il  est  égal  à  AB'O,  d'où  il  résulte 
que  O  est  le  supplétnenl  de  la  demi-rotation  résultante,  ce  qui  se  voit 
aussi  sur  la  figure. 

On  raisonnerait  de  même  pour  les  rotations  de  sens  inverse. 

31.  «  Réciproquement  :  Une  rotation  unû/ue  peut  se  remplacer 
rf'une  injinité  de  manières  par  deux  rotations  autour  de  deua  points. 

»  L'un  de  ces  points  étant  donné,  l'autre  sera  pris  arbitrairement  sur 
une  droite  déterminée  de  position.  » 

Supposons  qu'on  ait  à  faire  une  rotation  unique,  de  grandeur  dé- 
terminée, autour  d'un  point  O  {Jîj^.  17),  et  essayons  de  la  rem|)lacer  par 
deux  rotations,  dont  l'une  autour  dun  point  B,  par  exemple. 

FiG.    17. 

vc:"'""'  i 


Dans  la  rotation  autour  de  O,  B  vient  en  B',  et  la  rotation  est  alors 
unique.  Revenons  à  la  première  position  et  donnons  à  la  figure  une 
rotation  arbitraire  autour  de  B,  de  même  sens  que  la  première,  O  vient 
en  O,.  Il  s'agit  maintenant,  par  une  rotation  unique,  d'amener  O,  B 
en  OB';  or  on  sait  que  cela  est  possible,  et,  pour  avoir  le  centre  de  ro- 

ji .. 
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l;ition,  il  siilfil  d'iMt-vt-r  di's  perpeiKliciilaiiPS  an  milieu  des  cordes  0(), 
i-t  BU  ;  mais,  H  étant  doinw',  Hi5' l'est  aussi,  la  |)fr|)<'ndicidaii(' aussi; 
doue,  l'un  des  points  étant  donné,  l'aulre  est  sur  une  droite  déli  rnnné<- 
de  |iositioii. 

.l'i  «  Deux  rotations  égales  et  de  sons  contraires  produisent  une 
translation. 

»  Ces  deux  rotations  lornionl  ce  qu'on  apprlie  un  couple  de  rota- 
tions. » 

Soient  A  et  B  '  fig.  i8)  les  deux  centres  de  rotations,  et  considérons 
la  droite  AB;  par  suite  de  la  première  rotation,  Ai!  vit-rxlra  en  AU';  par 


Fie 

■  8. 

A' 

n-/ 

X^'^^               ' 

suite  de  la  seconde,  AB'  viendra  en  A'B',  et  comme  les  deux  rotations 
sont  égales,  les  angles  A'B'A,  BAB'  sont  égaux;  donc  les  deux  droites 
sont  parallèles,  donc  on  auiait  pu  amener  AB  en  A'R'  |)ar  une  lr:msla- 
tion  égale  et  parallèle  à  BB'. 


II.     l'itOI'IUliTÉS    RELVTIVES     \     OtlX     FIGURES    SYMKTRIQHES    l'LACKES 
DU -NE    MAXIÈUE    QUELCONQUE    DANS    LE    MÊME     l'LAN. 

r»,".  «  Le  système  de  deux  figures  égales,  mais  construites  symétri- 
quement et  placées  d'une  manière  quelconque  dans  le  même  plan, 
donne  lieu  à  dos  propriétés  tres-différoutes  de  toutes  celles  qui  pré- 
cèdent; ces  propriétés  méritent  d'être  connues,  quoiqu'on  ne  les  ait 
point  encore  étudiées,  que  nous  sachions  ilu  moins.  D'ailletirs  cette 
question  spéciale  rentre  directement  dans  la  théorie  générale  du  dé- 
placemi'Ut  d'une  figure  dans  l'espace  et  ne  doit  point  y  être  omise  ;  car 
deux  tigiues  planes  symétriques,  situées  dans  le  même  plan,  devien- 
nent superposables  au  moven  de  deux  rotations.  Qu'on  fasse  tourner, 
en  effet,  une  des  deux  figures  autour  d'une  droite  quelconque  du  plan 
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commun,  pour  la  rabattre,  par  inic  rotation  de  180  degrés,  sur  lu  même 
|)laii,  alors  elle  est  supcrposahlc  à  l'autre  figure  au  moyen  d'une  se- 
conde rotation  autour  de  leur  point  central  commun. 

»  Nous  ne  citons  <lans  ce  moment  que  ce  moyen  de  superposer  les 
deux  figures  l'une  à  l'autre,  qui  est  évideiil;  mais  nous  verrons,  en 
parlant  (lu  déplacement  d'une  figur(;  à  trois  dimensions,  que  la  super- 
position peut  se  faire  d'une  manière  |)lus  générale  par  deux  rotations 
autour  de  deux  droites,  dont  l'une  est  prise  arbitrairement  dans  l'es- 
pace. » 

Considéions  une  figure  plane  conuDe  faisant  partie  d'un  solide  inva- 
riable, et  appliquons  celte  figiu'e  dans  son  plan  en  la  retournant;  un 
point  du  corps,  qui  était  d'abord  au-dessous  du  |)lan,  va  maintenant 
se  trouver  au-dessus.  Chacun  des  points  de  la  figure  plane  a  décrit, 
d'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  notre  premier  Mémoire,  des  arcs 
d'hélice  dont  les  cordes  sont  toutes  dans  le  plan  :  ces  cordes  ont  donc 
une  projection  nulle  sur  la  perpendiculaire  au  plan;  mais  la  corde  d'un 
point  qui  n'est  pas  dans  le  plan  a  sur  cette  droite  ime  projection  finie  ; 
donc  elle  n'est  pas  l'axe  (hi  déplacement:  il  faut  donc  cheicher  l'axe 
dans  le  plan  même.  Chacun  des  points  de  la  figiue  plane  ayant  alors 
décrit  des  demi-spires,  les  cordes  de  ces  demi-spires  sont  toutes  divi- 
sées en  parties  égales  par  l'axe  du  tiéplacement.  S'il  n'y  avait  qu'une 
rotation,  l'axe  et  ses  points  n'auraient  pas  bougé;  mais,  connue  il  y  a 
ensuite  un  glissement,  tous  les  points  sont  déplacés,  donc  : 

ôi.  «  Quand  deux  Ji^uves,  qui  ont  été  construites  sjinétriquement, 
sont  placées  d'une  manière  quelconque  dans  le  même  plan,  elles  n'ont 
pas  en  général  de  point  commun. 

)i  C'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas,  comme  dans  deux  figures  égales  et 
su|>erposables  par  voie  de  glissement  de  l'une  sur  le  plan  conunun,  un 
point  qui,  considéré  connue  appartenant  à  la  |)remière  figure,  soit  lui- 
même  son  homologue  dans  \.i  seconde  figure. 

55.  »  Si  deux  fleures  égales  symétriquement  ont  un  point  commun, 
elles  sont  nécessairement  symétriques  par  rapport  à  une  droite  qui  passe 
par  ce  point .  » 

Car,  si  elles  ont  un  point  commun,  la  corde  de  ce  point  est  nulle: 
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donc  Tiixv  (lu  iir^iilartiiu'iil  |tu><se  par  ce  point,  et  le  déplacement  iiesi 
i|ii'iiiii'  roiaiioii  ;iiit(iiiriU'  cei  axe  ;  donc  cel  axe  est  nn  axe  de  syinélru 

36.  Il  Etant  données  deux  figures  é^rdcs  par  symétrie,  ptacéci 
d'une  nuinière  (fuelcnwjue  dans  le  même  plan  : 

»  i"  Les  bissectrices  des  angles  de  deux  dmites  homologues  quel- 
conques sont  parallèle \  à  deux  droites  Jixes.  » 

Le  glissement  ne  cliaijgeant  rien  an  parallélisme,  ne  considérons  qui 
la  rotaliftn.  L'uxe  de  rotation  est  alors  bissecteur  de  l'angle  de  deux 
droites  lionuilognes,  et  sa  i)erp(iidiculairc  aussi:  donc  le  théorème  est 
démontré. 

a"  «  l*ar  chaque  point  d'une  figure  on  peut  mener  deux  droites  pa- 
rallèles à  leurs  homologues  dans  l'autre  Ji^ure;  ce.>>  dem  droites  sont 
rectangulaires.    <> 

Neglit;eoiis  encore  le  glisseiueni  ;  les  seules  dioites  cpn  dans  la  ro- 
t.ition  restent  parallèles  a  elles  mêmes  sont  celles  qui  sont  parallèles 
ou  |)erpeudiciilaires  à  l'axe  de  rotation,  dont  le  théorème  est  démontre. 

3°  «  Les  deux  figures  ont  toujours  une  droite  commune,  dans  Le  sens 
de  laquelle  il  suffit  dejaire  glisser  une  des  figures  pour  In  placer  symé- 
triquement à  l'autre,  l'axe  de  symétrie  étant  cette  droite  commune    » 

(>ette  droite  est  l'axe  du  déplacement  et,  en  faisant  glisser  d  une 
quantité  égale  et  contraire  au  demi-pas  de  l'hélice,  on  amène  les  fleux 
figures  à  être  syniétriques. 

4"  "  Les  cordes  qui  joignent  deux  a  deux  les  points  homologues  des 
deux  figures  ont  leurs  milieux  sur  la  droite  commune. 

C'est  ce  que  l'on  a  démontré  plus  haut. 

5°  '<  Les  projections  orthogonales  de  ces  cordes  sur  cette  droite  M>nf 
égales  entre  elles     » 

Car  elles  sont  égaies  an  demi-pas  de  l'hélice. 

Ô7.  ■•  Une  droite  L  (tant  prise  arbitraircnient  dans  l-a  première 
figure,  il  existe  toujours  un  point  O  aulnui  duquel  il  su  fit  de  Jaiie 
tourner  la  seconde  figure  pour  l'amener  ilans  une  position  symétrique  a 
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la  première,  l'axe  de  sj  met  rie  étant  la  droite  Ij  sur  larjuelle  est  venue 
se  placer  son  hoiiiolo'^^ue  1/  de  la  seconde Ji^ure.  » 

En  effet,  marquons  stir  I^  deux  points  (|iielcori(|iies  A  et  IJ,  et  sur  I, 
leurs  homologues  A' et  B'.  On  sait  qu'il  existe  un  point  O  autour  du- 
quel il  suffit  de  faire  tourner  A'B'  pour  l'amener  en  AB,  et  les  deux 
figures  sont  alors  placées  symétriquement. 

«  Réciproquement  :  Un  point  O  étant  pris  arbitrairement,  il  existe 
deux  droites  Jioinolo^ues  L  et  1/  dans  les  deux  fv^ures ,  telles  ijue,  par 
une  rotation  de  la  seconde  autour  du  point  O,  la  droite  \J  vient  se  pla- 
cer sur  la  droite  L,  et  les  deux  Jigiii es  se  trouvent  dans  une  position  de 
symétrie  par  rapport  à  cette  droite.  » 

Soient  XX.'{Jig.  19)  l'axe  du  déplacement  etO  le  point  donné;  abais- 
sons la  perpendiculaire  OP,  et  prenons  de  part  et  d'autre  de  P  des  lon- 


Fic.  19. 


gueurs  PX,  PX'  égales  au  demi-glissement;  menons  0>,,(J).'  et  par  X,  X' 
des  perpendiculaires  à  ces  droites:  ce  seront  les  droites  Let  L',  comme 
cela  est  évident. 


38.  "  Il  existe  entre  la  droite  L,  le  point  O  et  la  rotation  a  effec- 
tuer autour  de  ce  point,  la  relation  suivante  : 

»  La  distance  du  point  O  à  la  droite  L,  multipliée  par  le  sinus  de  la 
demi-rotation,  donne  un  produit  constant  qui  est  égal  à  la  denu  trans- 
lation dans  le  sens  de  la  ilroite  commune  aux-  deux  figures,  qui  sujjii 
pour  placer  l'une  des  figures  symétriquement  à  l'autre   3(>,3").  » 

Soit  2  i)  la  rotation,  \Afig.  19  donne 


OX  sin  O) 


XX' 


const. 
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51).  "  !.«•  iioml  O  et  li  rotation  a  efrecliHT  autour  de  n  |i()iiit  doii- 
iient  ••ricor»'  lifu  à  ci'tlr  .inlif  iclitlion  : 

»  l.d  (listiuue  (lu  point  C)  <t  la  (Imite  ciMiimum-  au.t  deu.i  Ji^ures , 
inultipliée  par  la  tangente  de  la  demi-rotation,  Jait  un  pioduit  é^nl  à 
In  (lemi-lianslntion  ilnns  le  sens  de  la  droite  coininurie.  •< 

On  a 


:  y . 


^  =  lang  'jj,     d'où      i  XX'  =r  Ol>  tang 

(1  On  peut  ilire  encore  (|ne  ce  produit  est  égal  a  la  moitié  de  la  pro- 
jection orthogonale ,  sur  la  droite  commune,  de  la  corde  qui  joint  deux 
points  homologues  (pielconques  des  deux  Jlgures  (36, 4°)-  •' 

Puisque  À  et  )'  sont  deux  |)f)iiits  lioiiiolopiii's,  cl  que  )/'  (  st  leur 
projection. 

40.  o  \  chaque  droite  L  coriespond  un  point  O,  et  a  chaque 
|)oint  O  correspond  une  droite  L  (37)  : 

»  Quand  les  droites  L  passent  par  un  même  point,  les  points  O  sont 
sur  une  même  droite  ;  et  réciproquement,  quand  des  points  (J  sont  en 
ligne  droite,  les  droites  L  passent  par  un  même  point.  » 

Si  des  droites  L  passent  par  nu  niénje  point  /.  leurs  homologues  L' 
passent  aussi  p;ir  ini  uième  point  /'  homologue  de  /;  donc  les  points  O 
sont  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  //'  en  son  milieu. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  il  suffit  de  prendre  deux  [)ositions 
de  O  sur  la  droite  :  ou  détermine  ainsi  L  et  L',  L,  et  L',  et,  par  suite, 
deux  points  (ixes  /  et  /'. 

«  En  outre,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  est  égal  n 
celui  des  quatre  droites.  » 

Le  ra|)port  anharmonique  de  quatre  points  O  en  ligne  droite  est 
égal  an  rajiport  auharmoinque  de  quatre  points  P,  et  celui-ci  an  rap- 
port anharmonique  de  (piatre  points  ).,  puisque  l'X  est  une  constante. 
Or  ce  dernier  rapport  est  celui  du  faisceau  de  quatre  droites  L  :  donc 
le  théoreint'  est  démontré. 

il .    ■    Il  s'ensuit  (pie  :  Des  droites  l.  quelcfimfucs ,d  une  part,  et  les 
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points  O  qui  leur  corirspondent ,  (V  nuire  paît  Jonnenl  deu.t  figures  cor- 
rélatives [*].  » 

I.a  propriété  |)r('cc(leiiti'  rsl  la  de  riiiili(jii  iiicnic  (!(S  tif^uKs  corré- 
latives. 

Il  Par  coiiséqiiciil ,  si  les  droites  f.  enveloppeut  une  conique,  les  points 
O  sont  sur  une  autre  conique;  etc.,  etc.  » 

Car,  pai-  un  point,  on  ne  peut  mener  que  denx  langeiiles  L  à  la  co- 
niqne,  et,  par  conséquent,  sur  l.i  droite  corrélative  du  point,  il  n'y  a 
que  deux  points  O. 

i2.  «  Quand  deux  figures  égales  symétriquement  sont  placées  d'une 
manière  quelconque  dans  le  même  plan  : 

«  i"  Si  autour  de  deux  points  hontotogues  on  jait  tourner  deux 
droites  homologues ,  leur  point  d'intersection  décrit  une  hyperbole  équi- 
latère,  qui  a  pour  l'une  de  ses  asymptotes  la  droite  commune  aux  deux 
Jigures.  » 

Car  les  droites  homologues  font  entre  elles  des  angles  égaux  dans 
le  même  sens;  on  a  donc  deux  faisceaux  lioiiiogra])liiques,  qui  par 
l'intersection  de  leurs  rayons  correspondants  déterminent  une  conique. 
On  sait  que,  par  un  point  d'une  figure,  il  passe  toujours  deux  droites 
parallèles  à  leurs  homologues  dans  l'autre  figure,  que  ces  deux  droites 
sont  rectangulaires,  et  que  l'une  d'elles  est  parallèle  à  la  droite  com- 


mune; donc  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  direc- 
tion asymptotique  la  droite  comuuine  aux  deux  figures. 

La  tangente  en  O'  {Jig.  20)  à  la  conique  est  l'homologue  de  OO' 


r*j    «   \o\r  Traité  de  Géométrie  supérieure,  y.  ^i3.    » 

Tome  XIX  (2"  série).  —  JiiN  1874. 
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coiJsi<lérée  coiihih'  ap|>arlon:iiit  à  la  |iremit're  Bgiire;  la  laiigciitc  cii  O 
est  riiomologue  de  OO'  coiihidorée  comme  a|)|)art<'i)ant  à  la  seconde 
figure  :  ces  deux  laiigentcs  sont  donc  parallèles;  par  snile,  OO'  est  un 
diamètre,  C  le  centre  et  XX'  nnc  asymplotc. 

■i  a"  Les  contes,  (jui  joignent  deux  à  deux  les  points  lionudu^tirs  de 
deux  droites  homologues ,  enveloppent  une  panihote  tangente  h  ces 
deux  droites j  et  tangente  en  son  sommet  à  la  droite  commune  aux 
deux  figures.  » 

Car  ces  cordes  tracent  sur  les  deux  droites  ilcs  divisions  homogra- 
phiiiues  dont  les  parties  sont  respectivement  égales.  Si  L  et  1/  sont  ces 
deux  droites,  X  et  )>'  les  points  où  elles  rencontrent  XX',  X  et  X'soiit 
hoinologiii'S  et  la  |)araljole  est  tangente  à  la  droite  coniinnne.  I.a  direc- 
tion limite  d'une  corde  qui  joint  deux  points  homologues  quand  ces 
points  s'éloignent  indéfiniment  est  perpendicidaire  à  XX';  or  celte  di- 
rection limite  est  celle  de  l'axe  de  la  parabole;  XX'  est  donc  une  tan- 
gente perpendiculaire  à  l'axe,  et,  par  suite,  la  tangente  au  sommet. 

43.  «  Les  points  d'une  figure,  qui  sont  tels  que  les  droites  qui  le.\ 
joignent  à  leurs  homologues  passent  toutes  par  un  même  point  pris  ar- 
bitrairement, sont  situes  sur  une  hyperbole  equilatére  qui  passe  par  ce 
point,  et  dont  une  des  asymptotes  est  la  droite  commune  aux  deux 
figures.  » 

Soit  M  [fig.  21)  lin  |ioint  de  la  première  figure,  M'  son  liomologue 
dans  la  seconde,  O'  le  point  donné,  ()  Ihomologue  de  ()'  dans  la  pre- 


mière figure;   menons  OM  ;  le  j)oint  M  est  l'inlersection  des  rayon» 
homologues  OM,  O'.M'  :  on  retombe  ainsi  sur  le  paragraphe  (  i'i,  1°). 
«  Et  réciproquement,  toute  hyperbole  éqiiilatcre,  dont  une  des  nsym- 
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ptotes  est  la  droite  commune  nu.r  deu.x  fi'^iires,  jouit  de  In  pmjiriété 
que  les  droites  qui  joignent  ses  points,  considérés  comme  appartenant 
à  une  des  deux  figures,  à  leurs  homologues  dans  l'autre  Jigure,  passent 
toutes  par  un  même  point  de  l'hyperhote.  » 

Soil  M  {Jig.  2i)  un  point  de  rhy|)("rl)olc  considère  comme  apparfe- 
nanl  à  la  première  figure  ;  déterminons  à  l'aide  lie  ce  point  O  el  ()',  et 
appliquons  l'énoncé  du  [)aragraphe  (42,  i")  à  ces  deux  points,  nous 
obtiendrons  une  hyperbole  équilatere  coincidanl  avec  celle-ci,  puis- 
qu'elles satisfont  à  plus  de  cinq  conditions  communes;  donc  le  lliéo- 
réme  est  démonti'é. 

■i-i.  ((  Quand  des  droites  d'une  figure  rencontrent  leurs  homologues  en 
des  points  situés  sur  une  droite  fixe,  prise  arbitrairement,  ces  droites 
enveloppent  une  parabole  tangente  à  cette  droite,  et  qui  touche  en  son 
sommet  la  droite  commune  aux  deuxfgures.    » 

Soit  1/  fig.  22)  la  droite  fixe;  considérons-la  comme  appailenanl  à 
la  seconde  figure,  et  soit  L  son  homologue  dans  la  première. 


Soit  M'  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  homologues,  considé- 
rons-le comme  appartenant  à  la  seconde  figure  :  la  droite  de  la  première 
figure  passera  par  M  homologue  de  M';  les  deux  droites  homologues 
sont  donc  MM'  et  une  autre  droite  passant  par  M';  cherchons  l'enve- 
loppe des  droites  MM';  on  retombe  ainsi  sur  le  paragraphe  (42,  2°). 

B  Et  réciproquement,  toute  parabole  tangente  en  son  sommet  à  la 
droite  commune  aux  deux  figures  jouit  de  la  propriété  que  toutes  ses 
tangentes ,  considérées  comme  appartenant  à  une  des  deuxfgures,  ren- 
contrent leurs  homologues  en  des  points  situés  sur  une  même  droite  qui 

est  une  tangente  à  la  parabole.   « 
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Soit  MM'  mu-  lies  langcriles  à  cette  parabole  considérée  cotiiiue  ;i|)- 
ixirlenant  à  la  première  ligure  :  prenons  son  homologue  dans  la  seconde 
fiijure,  nous  aurons  M',  par  suite  L',  puis  L.  Appli(pions  alors  l'énoncé 
du  para^r.i|)lie  (42,  2"),  nous  obliciidroNs  tuie  parabole  couicidaul 
avec  celle-ci,  puisqu'elles  satisfont  à  |)lus  de  (pu«lre  conditions  com- 
munes; donc  le  théorème  est  démontré. 

4î>.  «  Nous  ne  nous  étendrons  |ias  davantage  sur  les  |)ropriétés 
auxquelles  donne  lieu  le  système  de  deux  ligures  égales  syméiriquc- 
nient.  On  voit  qu'elles  sont  très-différentes,  comme  nous  l'avons  an- 
noncé, de  celles  qui  appartiennent  à  deux  figures  snperposahles.  Une 
différence  principale  provient  de  ce  que  les  figures  syméiricpies  ont 
toujours,  quelle  que  soit  leur  position,  une  droite  commune  qui  n'existe 
pas  dans  les  figures  superposables,  tandis  que  celles-ci  ont  un  point 
commun  (jui  nCxi^le  pas  dans  les  autres. 

"  .Mais  les  propriétés  géométriques,  dans  ces  deux  systèmes,  ont 
une  analogie  constante.  C  est  qu'en  effet  les  deux  systèmes  ne  sont  que 
des  cas  |)articuliers  de  deux  figures  liomograpliitpies  quelconques.  Et 
même  on  n'appréciera  bien  le  caractère  distinctif  des  unes  et  des 
autres  qu'en  les  comparant  au  cas  général  de  deux  figures  homogra- 
|)bi(pies. 

f   Nous  du'ons  donc  : 

..  /'/  eniièrcnwnL,  (Iciix-Ji^iiics  égales  supcrpasdhlcs  sont  flciu  Ji^i/rcs 
lioino'^mpJii'iites  dont  un  des  trois  points  coiniiiuns  est  réel,  et  /es  deux 
autres  sont  imaginaires  à  l'infini,  et  dont  une  des  trois  droites  communes 
est  réelle  et  située  à  r infini,  et  les  deux  mitres  sont  imaginaires. 

»  Scconli'iiient,  deux  figures  égales  srmétri(jNrs  sont  deux  figures 
/inmograplii(jues  (pti  n'ont  (jiie  drux  points  communs  et  deux  u'roites 
communes  :  un  des  deux  points  est  à  l'mfird,  et  une  des  deux  droites 
est  aussi  à  iiifmi. 

»  l'oiu-  concevoir  deux  figures  liomogra|)liiques  n'ayant  ipie  deux 
points  conunuiis  et  deux  droites  comnumes,  il  suffit  de  .sup|,ober  que 
des  trois  points  A,  B,  C  communs  à  deux  ligures  homographicpies,  en 
général,  le  troisième,  C  par  excmple,s'approclie  indéfiniment  du  )ioinl  A, 
en  cous  rva::t  la  ilireclion  donnée  AC.  Quand  le  point  Csera  infiniment 
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voisin  du  point  A,  on  dira  qm'  les  deux  figures  n'ont  plus  (pie  deux 
points  coiuniuns  A  et  li,  et  deux  droites  coinnnnies  Ali  et  AC. 

»  Il  suffit  li'exprinier,  dans  la  construction  géométricpie  des  deux 
figures,  que  les  deux  divisions  lioniograpliiques  formées  par  les  points 
homologues  situés  sur  la  droite  conunune  AC  ont  leurs  deux  points 
doubles  eouicidents  eu  A;  ou  bien  que  les  deux  faisceaux  hoinogra- 
phiques  formés  |)ar  les  droites  homologues  des  deux  figures  autour  rlu 
point  commun  H  ont  leurs  deux  rayons  doubles  coïncidents  suivant 
BA.    .. 


III.   Dkplacejiknt  d'une  ligne   droite   dans  l'espace. 

■i(î.  Il  Quand  une  droile  T>,  sur  Iwjuclle  sont  manjues  des  points  A ,  M, 
C-, . . . ,  est  tnutsportée  en  1/  dans  un  autre  lieu  de  l'espace,  où  ces  points 
ont  les  positions  A',  R',  C',...  ; 

»  1°  Les  cordes  AA',  BR',...  sont  toutes  parallèles  à  un  même  plan 
sur  lequel  les  deujc  droites  L,  L'  sont  également  inclinées.  » 

Une  droile,  sur  laquelle  sont  marqués  des  points,  a  été  déplacée 
d'une  manière  arbitraire  dans  l'espace  :  ne  pourrait-on  pas  la  ramener 
à  sa  position  première  par  une  simple  rotation  autour  d'un  axe  conve- 
nablement choisi? 

Soient  A  et  B  deux  points  de  la  droite  qui  viennent  respectivement 
en  A'  et  R'  :  AA'  est  la  corde  d'un  arc  de  cercle,  BB'  également,  et  ces 
deux  arcs  de  cercle  sont  dans  des  plans  parallèles. 

Les  directions  de  AA'  et  BB'  déterminent  un  |)lan  auquel  l'axede 
rotation  doit  être  perpendiculaire  :  il  y  a  donc  tout  au  plus  une  solu- 
tion quant  à  la  direction. 

Si  Taxe  existe,  il  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  AA'  en  son  nu- 
lieu,  il  est  également  dans  un  plan  perpendiculaire  à  BB' en  son  milieu; 
il  est  donc  l'intersection  de  ces  deux  plans.  On  peut  encore  dire  :  pro- 
jetons A,  B,  A',  B'  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe;  puisqu'il  n'y  a 
eu  qu'une  simple  rotation,  la  projection  de  AB  est  égale  à  celle  de  A'R' 
et  il  suffit  de  chercher  le  point  central  de  ces  deux  |)rojcctions. 

On  peut  encore  faire  usage  du  théorème  sur  les  droites  coupées  par 
des  |)lans  parallèles. 
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Il  en  ivsiille  t|ue  toutes  les  cordes  dt-s  points  homologues  sont  p.i 
rallélcs  à  un  même  plan,  et  que  les  deux  droites  F-  et  IJ  sont  également 
inclinées  sur  ce  plan. 

«  a°  Ces  cordes  ont  leurs  milieux  a,  h, . . .  sur  une  mflnie  Hmite  A  ; 
cette  (imite,  que  nous  appellerons  droite  milieu  des  deux  1.,  I,'.  fait  des 
angles  e'gauv  avec  celles-ci,  et  est  silure  dans  un  plan  qui  leur  est  pa- 
rallèle,   n 

Prenons  les  plus  courtes  distances  des  droites  L  et  L'  à  Taxe,  et  |)ro- 
jetons  ces  droites  sur  le  plan  qui  les  contient,  nous  serons  dans  le  cas 
lie  \a  Jig.  I.  Les  projections  des  milieux  des  cor<les  sont  sur  ts^j- 
'  fig.  ^3);  donc,  d'abord,  le  lieu  de  ces  nulieiix  est  flans  un  plan  per- 


pendiculaire au  plan  de  la  Hgure,  zs  est  un  ponii  du  lieu.  Soit  p.  un 
autre  point  quelconque,  joignons-le  à  cr,  et  calculons  l'inclinaison  x\ 
nous  aurons 

î  étant  la  liauteur  de  MM';  mais  on  a 

p^  =  tanga,      d'oii     z  =  FM  tanga, 

(X  étant  l'inclinaison  del^;  d'où 

i'M 
tangx  =■  —  tanga, 

et,  à  cause  des  triangles  semblables  OPM,  Oro/x, 

PM  _  OP  _     I 

13(1  Oo  COSu 
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d'où 

01'  tança 

tanex  =  — -  tanga  =  — î^  =  const.; 

°  Obi  "  cosw 

donc  le  lieu  esl  une  droite,  et  il  est  clair  sur  la  figure  qu'elle  fait  des 
angles  égaux  avec  L  et  IJ . 

Considérons  par  L  un  plan  parallèle  à  L',  et  par  \J  un  plan  parallèle 
à  L,  et  une  série  de  droites  comprises  entre  les  deux  plans,  ces  droites 
auront  leurs  milieux  sur  tm  plan  ]»aralléle  à  L  et  à  L';  donc  A  est  dans 
ce  plan. 

Au  lien  du  calcul  précédent,  ou  pourrait  dire  que  le  lieu,  étant  l'ui- 
tersection  de  deux  plans,  est  une  droite. 

«  3°  Les  projections  orthogonales  de  ces  cordes  \A',  RB',.  -,  sur  In 
droite  A,  sont  toutes  e'gtdes  entre  elles.   » 

Menons  par  A  le  plan  vertical  cr/x;  abaissons  du  pouil  M  une  per- 
pendiculaire sur  ce  plan,  et  par  le  pied  une  perpendiculaire  sur  A,  nous 
aurons  |)rojeté  Mp,  sur  A.  La  première  opération  fournit  PP',  et  la  se- 
conde donne  PP' cosx  ou  const.;  donc  le  théorème  est  démontré. 

"  4°  ^^s  plans  menés  par  les  milieux  des  cordes  A  A',  BB', . . . ,  perpen- 
diculairement à  ces  droites,  passent  tous  par  u?ie  même  droite  X.  » 

Ils  passent  en  effet  tous  par  l'axe  de  rotation. 

"  5°  Les  trois  droites,  qui  mesurent  les  plus  courtes  distances  de  X  à  L, 
à  1/  et  à  A,  sont  situées  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  la  droite 
X,  et  les  deux  premières  rencontrent  les  deux  droites  L,  L',  respective- 
ment, en  deux  points  homologues.  » 

Le  théorème  est  évident  pour  les  droites  L  et  L',  et  comme  l'angle 
Ow/i.  est  droit,  que  Owest  dans  le  plan  de  projection,  l'angle  dontO?7ra 
est  la  projection  est  également  droit. 

«  G"  //  suffit  dejaire  tourner  la  droite  L  autour  de  X  pour  l'amener 
surlJ,  et  Jaire  coïncider  Iss  points  A,  B,  C,...  rtcec  leurs  homologues 
A',  B',C',....  " 

C'est  ce  qui  a  été  établi  dés  le  dihiil. 

47.   «   Par  conséquent  : 

1'    Tout  déplacement  fini  quelconque  d'une  droite   dans   l'espace 


3^6  JOimNAI.  UK  MATHK.MAligUES 

peut  s'effectuer  par  une  simple  rotation  de  la  (Imite  autour  d  'un  n.rp 
fixe. 

48.  »  Nous  appclloroiis  l.i  dioiie  A,  lifti  des  milieux  des  cordes 
AA',  BB',...,  droile  milieu  des  deux  L,  L'. 

«  Il  résulie  ilutbéorème  !i''c|ue:  Quatul  une  corde  \\\(jui  joint  deux 
points  homologues  des  deux  droites  L,  L',  est  perpendiculaire  à  la  droite 
milieu  \,  toutes  les  autres  cordes  BB',...  sotit  aussi  perpcndiculaiies  a 
cette  droite.  » 

Pour  que  leurs  i)rojeclions  puissent  être  nulles. 

IV.     DliPLACl'MENT    d'une     FIGUnE    PLANE    DANS    LKSPACE. 

49.  ••  (^uancl  deux  figures  planes  égales,  dont  les  points  h,  li,  t:,... 
de  l'une  correspojulent  aux  points  .A',  15',  C',...  de  l'autre,  sont  placées 
d'une  manière  (jucicnnc/ue  dans  l  espace  : 

M  1°  Les  milieux  c/,  h,  c,...  des  cordes  A.\',  BB',...  iont  situés  sur 
un  même  plan  II,  leijuelfait  des  angles  égaux  avec  les  plans  I',  V  des 
deux  figures.    » 

Cousidérons  trois  points  A,  B,  C  et  leurs  iiomologues  A',  B',  C  des 
deux  figures,  qui  sulfiseut  pour  définir  le  déplacement.  Les  points  mi- 
lieux a,  ^,  c  délerinineul  un  plan  11.  La  droile  milieu  I^,  relative  à  BC 
el  B'C,  passe  par  è  et  c  et  est  dans  le  plan  II  ;  il  en  est  de  même  pour 
M,  droile  nidieu  dii  C.Aet  de  C'A'  et  pour  N  droite  milieu  de  ABet  A'B'. 
.Soit  maintenant  un  point  quelconque  D  du  plan  P,  et  son  homologue 
D'  du  plan  P',  d  le  milieu  de  la  corde  DI)'.  Menons  par  D  une  droite  à 
travers  le  triangle  ABC,  et  son  homologue  par  D'  à  travers  A' B'C;  ces 
deux  droites  ont  une  droite  milieu  qui  passe  par  les  milieux  des  cordes 
des  points  où  elles  rencontrent  les  côtés  des  triangles;  donc  celte 
droile  milieu  est  dans  le  plan  FI,  et.  par  suite,  le  |)oint  d  silue  sur  cette 
droile. 

l,e  plan  P  rencontre  11  suivant  une  droite  l),  dont  l'homologue  D' 
est  sur  P',  la  droile  milieu  de  D  et  D'  est  sur  n  et  sur  un  |)lan  parallèle 
à  D  et  D';  ilouc  D'  est  dans  un  plan  parallèle  à  11;  donc  elle  est  l'inler- 
section  de  11  et  de  P'.  Soient  .A  el  B  deux   points  de  D,  .\'  et  B'  leurs 
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homologues  sur  D',  C  ot  C  doux  autres  [xiiiils  homologues  de  P  ot  I''; 
II  élant  le  plan  milieu,  C  et  (ysont  de  pari  et  d'autre  à  égale  distance 
de  11.  Un  a  doue  deux  triangles  AIUI,  A'iJ'C;'  égaux,  ayant  leurs  bases 
dans  un  même  plan,  et  leurs  sommets  à  la  même  distance  de  ce  plan; 
doue  ils  ont  dû  tourner  d'angles  égaux  avec  II,  pDur  arriver  à  cette 
position. 

»  :>"  Les  plans  perpendiculaires  à  ces  cordes ,  menés  par  leurs  mi- 
lieux,  passent  tous  par  uti  inéine  point  du  plan  \\.    » 

Soient  A,  B,  C  [Ji^.  a/j)  trois  points,  et  A',  IV,  C  leurs  homologues. 
J'appelle  a  le  plan  perpendiculaire  à  A  A'  eu  son  milieu,  [i  et  7  les  deux 
autres.  Soient  D  un  quatrième  point,  D  son  homologue  :  je  mène  par  D 
une  droite  à  travers  le  triangle  AHC,  et  par  D'  son  homologue  à  travers 
Alî'C.'.  Les  plans  correspondant  à  m,n,  D  se  coupent  suivant  une  même 
droite.  Le  plan  coriespondant  à  vi  passe  par  l'intersection  de  a  et  i*?  ; 
celui  correspondant  à  //  passe  par  l'inteiseclion  de  «et  7:  donc  l'inter- 
section des  plans  m  et  n  passe  |)ar  le  |)oint  conunuu  à  a,  |3,  7.  Or  le 
plan  D  contient  cette  intersection;  donc  il  passe  aussi  par  ce,  /3,  7. 


Fi;-..  î/i. 


/        " 
m  -  — 


Fie.  20. 


Soient  D  ot  D'  [fig.  25)  les  intersections  de  P  et  P'  avec  II;  en  se 
reportant  au  déplacemout  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  on  voit 
que  la  droite  milieu  fait  des  angles  égaux  avec  1)  et  D',  ot  passe  par  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  [loiut  central  sur  ces  droites. 
Si  P  et  P'  faisaient  des  angles  égaux  avec  II  dans  le  même  sens,  ils  se 
rencontreraient  sur  la  verticale  de  O  en  deux  points  homologues,  et  II 
ne  serait  plus  le  plan  milieu;  doue  ils  sont  inclinés  en  sens  inverse. 
Mais  alors  en  O  se  projettent  deux  points  homologues  dont  O  est  le 
niilieu  :  cette  corde  est  donc  verticale,  et  II  passe  par  le  point  de  ren- 
contre de  a,  ^,  7 

Tome  XIX  (j"  série).  —  Jiiilet  iS;.'].  33 
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En  se  reportant  au  théorème  (  iG,  3"),  on  voit  que  le  |ioiiU  O  est  le 
point  cliorclié. 

«  3"  Ce  point  sedislingue  de  tous  les  autres, en  ce  que  hi  corde  dont 
il  est  le  milieu  est  perpendiculaire  au  plan  II . 

»  Nous  appellerons  ce  plan  11  plan  milieu  des  deux  plans  P,  V ,  et 
le  point  unicpie  en  question  foyer  de  ce  plan  milieu. 

r>0.  »  Le  plan  II  rencontre  les  deux  plans  P,  P'  suivant  deux 
droites  L,  L'  : 

o  i"  Ces  droites  sont  homologues  dans  les  deux  figures  que  l'on  con- 
sidère dans  ces  plans  ; 

jj  1°  La  droite  milieu  A  de  ces  deux  droites  est  située  dans  le 
plan  1 1  ; 

»  3"  Les  plans  menés  par  les  milieux  des  cordes  qui  joignent  les 
points  homologues  des  deux  droites,  perpendiculairement  à  ces  cordes, 
pussent  par  une  même  droite  ),  ; 

»  4°  Cette  droite  est  la  corde  qui  joint  deux  points  homologues  tirs 
deuxjiguies,  et  dont  le  milieu  se  trom<e  au  foyer  du  plan  II  (  iî),  3"); 

»  5*^  On  amènera  la  droite  L  stw  la  droite  1/  par  une  rotation  au- 
tour de  cette  droite  l;puis,  en  faisant  tourner  le  plan  P  autour  de  la 
droite  L,  on  fera  coïncider  les  deux  figures  l'une  sur  l'autre. 

[il.   »   Par  conséquent  : 

»  Tout  déplacement  d'une  figure  plane  dans  l 'espace  peut  s'effectuer 
nu  moyen  de  deux  rotations  successii'es  autour  de  deux  droites  rectan- 
gulaires, dont  l'une  est  inclinée  sur  le  plan  de  lajigure,et  i autre  est 
située  dans  ce  plan;  la  première  de  ces  droites,  perpendiculaire  au  plan 
milieu  relatij  aux  deux  positions  du  plan  de  lajigure,  est  menée  par  le 
Joyer  de  ce  plan,  et  la  dernière  est  la  trace,  sur  ce  plan  milieu,  du  plan 
de  la  figure  dans  sa  première  position. 

»  11  est  clair  que  les  deux  rotations  peuvent  être  simultanées,  c'est- 
à-dire  que,  pendant  que  la  trace  L  du  |)lan  lie  la  fii,'iire  sur  le  plan 
milieu  tourne  autour  de  la  première  droite  fixe,  ou  simplement  auloui- 
du  foyer  de  ce  |)lan  milieu,  le  plan  de  la  figure  peut  tourner  autour 
de  cette  droite  mnl)ile  F-. 
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,*'!.  >.  Le  (l('|)lac(Miiciit  (l'iirio  fipiirc  piano  dans  l'cspaco  p(Mil  se 
lairo  d'une  aiilrc  inanicic,  |)ar  dcnx  lolations  autour  de  deux  droites 
rectangulaires,  ainsi  qu'il  suit  : 

"  Appelons  D'  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  P,  P',  et  con- 
sidérons cette  droite  comme  appartenant  à  la  seconde  figure;  soit  D 
sou  liomologue  dans  la  première  figure  :  celte  droite  i)  est  située  dans 
le  premier  plan,  de  sorte  t[ue  ce  plan  contient  doux,  droites  homo- 
logues D,  D',  relatives  aux  deux  figures,  respectivement.  On  fera  coïn- 
cider ces  deux  droites  au  moyen  d'une  rotation  autour  d'une  droite 
fixe,  perpendiculaire  au  plan;  puis,  par  une  rotation  autour  de  la 
droite  D,  on  fera  coïncider  les  deux  plans  eux-mêmes,  c'est-à-dire  les 
deux  figures.  Par  conséquent  : 

»  Tout  (Icplacement  d'une  figure  plane  dans  l'espace  peut  s'cfjcc- 
tucr  au  mojen  de  deux  rotations  successives j  la  première  autour  d'une 
certaine  droite  perperuliculaire  au  plan  de  la  figure,  et  la  seconde  au- 
tour d'une  seconde  droite  située  dans  ce  plan  lui-même. 

u  Les  deux  rotations  peuvent  être  simultanées  comme  ci-dessus  ; 
on  concevra  que  le  pian  de  la  figure  tourne  sur  lui-même  autour  de  la 
droite  fixe  qui  lui  est  perpendiculaire,  et  que  la  figure,  se  détachant 
de  son  plan,  tourne  autour  de  la  seconde  droite,  pendant  que  cette 
droite  tourne  elle-même  autour  de  la  première. 

»  Nous  verrons,  en  parlant  du  déplacement  d'un  corps  quelconque, 
qu'il  y  a  beaucoup  d'autres  systèmes  de  deux  rotations  autour  de  deux 
droites,  dont  l'une  peut  être  prise  arbitrairement,  par  lesquels  se  peut 
effectuer  le  déplacement  d'une  figure  plane  dans  l'espace. 

53.  «  La  droite  d'intersection  des  plans  P,  P'  de  deux  figures  égales 
est  une  corde,  c' est-à  dire  que  sur  cette  droite  se  trouvent  deux  points 
lioinologucs  des  deux  figures.  » 

Ramenons,  en  effet,  P'  sur  P  par  une  rotation  autour  de  la  droite  d'in- 
tersection :  les  points  homologues  qui  pouvaient  se  trouver  sur  cette 
droite  s'y  trouvent  encore;  mais  on  sait  (10)  que  sur  une  droite  quel- 
conque il  existe  toujours  un  système  de  points  homologues  et  un  seul  : 
donc  le  théorème  est  démontré. 

54.  «   Ija  droite  D',  intersection  des  deux  plans?,  P',  étant  consi- 

33.. 
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dérée  comme  appaiieiiant  à  la  prernièio  ligure,  il  lui  correspond,  dans 
II'  plan  I'  .  une  droite  D",  qui  est  sou  homologue  dans  la  deuxième 
figure. 

»  Un  point  a'  do  la  droite  D'  étant  considéré  coinmo  appartenant  à  la 
deuxième  ligure,  il  lui  correspond  dans  la  première  un  point  a  situe 
sin-  la  droite  D;  et  au  même  point  à ,  considéré  comme  appartenant  à 
la  première  figure,  correspond,  dans  la  deuxième,  un  point  a  situé  sur 
la  droite  D' . 

'  Si  l'on  considère  la  droite  na!  comme  appartenant  à  la  première 
figure,  la  droite  qui  lui  correspond  dans  la  deuxième  figure  est  la 
droite  a! à' . 

))  Ainsi,  par  cliaque  point  a'  de  la  droite  d'intersection  D'  des  deux 
plans  P,  P',  on  peut  mener  dans  ces  plans  respectivcinetit  deux  droites 
homologues  a' a  et  a  a" . 

5a.  »  Ces  deux  droites  enveloppent  deux  paraboles  quijont  partie 
respectivement  de  deux  figures  égales  contenues  dans  les  plans  P,  P'; 
et  les  points  de  contact  des  deux  droites  sur  ces  courbes  sont  deux 
points  homologues .    » 

Ces  cordes,  étant  homologues,  enveloppent  des  courbes  égales,  et 
leurs  points  de  contact  sont  homologues;  les  courbes  enveloppes  sont 
des  paraboles  en  vertu  du  théorème  (6). 

"  Les  deux  paraboles  sont  tangentes  à  la  droite  D'  en  deux  points 
différents  f/ui  limitent  la  corde  située  sur  cette  droite  (  53  ).  » 

l'iG.    îO. 
'D' 


.  a 


D'après  le   théorème  (0),   les  deux   paraboles  sont   langenles  à  D' 
{jig-   26).   Or  à  D',   tangente   de  la   première  figure,  cones|)ond  D", 
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tangente  de  la  seconde;  et  à  D',  tangente  de  la  seconde,  corres- 
pond ]),  tangente  de  la  première,  ('onsidérons  rz  coninif  appariciiaiit  à 
la  jiiomicre  1),  son  lioinologue  sera  sur  I)';  considérons  <i'  comme  ap- 
partenant à  la  seconde  D",  son  homologue  sera  sur  D'.  Mais  il 
n'existe  (î>3)  cpi'ini  système  de  points  homologues  sur  1)';  donc  à  a 
correspond  a\  et  à  a'  correspond  a,  d'où  il  résidterpierja  =  aa'  =  a' fi. 
En  un  mot,  a  de  la  jircmière  a  pour  liomologue  a'  de  la  seconde,  a  de 
la  première  n  de  la  seconde,  a'  de  la  seconde  a  de  la  première,  et  /3  de 
la  seconde  a'  de  la  première. 

56.  <i  Le  plan  de  deux  droites  ci' a,  a' a'\  tangentes  à  ces  deux  para- 
boleSj  enveloppe  une  surface  développable  du  <ptatriènie  ordre,  dont  la 
génératrice  est  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  droites  a' a, 
a' a!'  avec  les  deux  paraboles,  respectivement.   > 

Le  plan  des  droites  «'a,  «'«"  enveloppe  une  surface  développable, 
puisqu'il  passe  d'une  position  à  une  autre  d'une  matiière  parfaitement 
définie.  Prenons  l'intersection  de  deux  positions  infiniment  voisines 
du  plan,  nous  aurons  une  génératrice.  Or  il  suffit,  pour  C(da,  de 
prendre  les  intersections  des  traces  des  deux  positions  du  plan  sur  les 
plans  des  deux  figures,  et  de  les  joindre.  Mais  ces  intersections  sont 
les  points  de  rencontre  de  tangentes  infiniment  voisines  à  chacune  des 
paraboles  ;  on  a  donc  pour  génératrice  la  droite  qui  joint  les  points 
de  contact. 

Pour  avoir  l'ordre  de  la  surface,  je  cherche  l'ordre  de  la  courbe 
d'intersection  par  le  plan  milieu.  Soient  L  une  droite  du  premier  plan 
L'  son  homologue  dans  le  second,  A  leur  droite  milieu;  la  droite  L 
coupe  la  parabole  en  deux  points,  L' îTussi;  donc  sur  A  existent  deux 
points  de  l'intersection,  plus  ceux  qui  pourraient  provenir  de  droites 
joignant  des  points  homologues  n'appartenant  ni  à  L  ni  à  L'.  Soient  m, 
m  deux  pareils  points,  a  et  a'  deux  des  quatre  points  d'intersection  des 
paraboles parLetL'.  Considérons  lesdroilesrtoz,  a'Hz',ellesauront  même 
droite  milieu  que  L  et  L';  am  coupe  D  en  un  point  d,  et  a' m'  coupe 
D'  en  un  point  d',  qui  sont  homologues  :  le  milieu  de  dd  est  sur  )1', 
il  doit  être  aussi  sur  A  :  donc  il  doit  être  au  point  de  rencontre  de  ).).' 
avec  A;  mais  les  cordes  telles  que  dd'  enveloppent  une  parabole  à  la- 
quelle on  peut  mener  deux  tangentes  par  le  point  de  rencontre  de  ÀÀ' 
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;noc  A;  riiiu'  »le  ces  Jaiigontes  fournit  les  droites  L  et  I^',  l'I  l'auliv  la 
(Iroile  cluMcht-c.  Cliaqiie  point  de  leiicoiilie  de  L  avec  la  parabole 
fournit  donc  deux  points  snr  \  ;  donc  il  v  a  tii  tonl  (|nalre  points 
stn-   \,  donc  la  surface  est  du  quatrième  ordre. 

I^a  (|iieslion  revient  d'ailltnns  an  fond  à  la  suivante  :  On  donne 
deux  droites  L  et  L',  leur  droite  milieu  A  et  trois  points  a,  a' ,  v.  corres- 
pondants sur  ces  trois  droites.  Combien  i)ar  a  passe-t-il  de  droites 
ayant  même  droite  milieu  que  Let  L'?  Une. 

î>7.   '<   Cette  développahle  jouit  des  pmprictés  suivantes  : 

»  1°  Par  un  point  quelconque  de  l'espace,  on  ne  peut  lui  mener  que 
trois  plans  tangents  ; 

))  2"  Son  an'te  de  rebrousscincnt  est  une  courbe  à  double  couibuie 
du  troisième  ordre; 

«  3°  Chacune  des  cordes  qui  joignent  1rs  points  du  plan  \'  à  leurs 
homologues  du  plan  P'  est  la  droite  d'intersection  de  deux-  plans  tan- 
gents à  la  développable ; 

»  Et  réciproquement,  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  tan- 
gents quelconques  à  la  développable  est  une  corde  qui  joint  deux  points 
homologues  des  deux  plans; 

u  4°  P^i'  ""  point  de  l'espace  il  ne  passe  que  trois  de  ces  cordes; 
deux  peuvent  être  imaginaires,  la  troisième  est  toujours  réelle.  » 

Dans  le  déplacement  qu'a  subi  P  pour  arriver  en  P',  si  l'on 
cbcrcbe  les  points  dont  les  trajectoires  ont  pour  cordes  des  droites 
passant  par  un  point  M,  on  sait  qu'on  trouve  ces  points  sur  une  courbe 
H  double  courbure  du  troisième  ordre.  Cette  courbe  ne  coui)el' qu'en 
trois  points,  dont  deux  peuvent  être  imaginaires.  Donc,  par  un  jioint 
RI  de  l'espace,  il  ne  passe  que  trois  cordes  joignant  des  poinlsdu  plan  P 
à  leius  homologues  du  plan  P',  et  l'une  tl'ejles  est  toujours  réelle. 

Soient  p  et  p'  deux  points  homologues  des  plans  P  et  P';  par  ces 
deux  points,  on  peut  mener  aux  deux  paraboles  homologues  quatre 
tangentes  homologues  respectivement.  Le  plan  des  deux  premières 
tangentes  est  tangent  à  la  surface  dévelop|iable,  le  plan  des  deux  autres 
également;  donc  la  droite /;/>' est  l'intersection  de  deux  plans  tangents 
à  la  développable. 

Considérons  deux  plans  tangents  à  la  développable;  le  premier  aura 
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pour  traces  sur  Pet  P'  deux  tangentes  homologues  en  des  points  liomolo- 
giies,  le  second  égaletnent;  donc  les  |)oinls  d'intcisection  des  langcnles 
sur  P  et  P'  délernnués  par  des  construclions  liomologues  seront  ho- 
mologues, donc  la  droite  d'intersecliou  desdeiix  plans  tangents  est  une 
corde  qui  joint  deux  points  homologues  des  deux  plans. 

Cherchons  à  mener  à  la  développabie  des  plans  tangents  par  un 
point  quelconque  M;  les  intersections  de  ces  plans  entre  eux  donne- 
ront des  droites  telles  que  pp' ;  or,  par  un  point  jM,  il  n'en  passe  que 
trois  :  donc  il  y  a  au  plus  trois  plans  tangents;  d'ailleurs  ils  existent  en 
vertu  de  la  réciproque  du  3°. 

J'ajouterai  que  ces  deux  plans  tangents  peuvent  devenir  imaginaires, 
quand  deux  des  droites  le  deviennent;  il  n'y  a  de  réel  que  le  plan  qui 
renferme  les  deux  droites  imaginaires  conjuguées. 

On  aurait  encore  pu  dire  :  Considérons  un  plan  tangent  quelconque; 
il  coupe  suivant  une  courbe  du  quatrième  ordre  qui  renferme  déjà  la 
double  droite  de  contact  :  le  reste  est  donc  une  conique.  Soit  i\I  un 
point  quelconqnetlu  plan  :  les  plans  tangents  à  la  surface  qu'on  pourra 
mener  par  j\I  auront  pour  traces  sur  le  plan  donné  des  tangentes  à  la 
conique;  donc  il  y  en  a  au  plus  deux.  D'ailleurs  ils  existent,  car,  la 
conique  étant  sur  la  surface,  il  passe  par  chacun  de  ses  points  une 
génératrice  delà  surface  qui  détermine  le  plan  tangent.  Si  le  point  M 
est  à  l'intérieur  de  la  conique,  les  deux  plans  tangents  sont  imaginaires. 

58.  «  Quand  les  deux  figures  situées  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace  sont  deux  courbes  égales  d'ordre  m,  les  droites  <pii  joi- 
gnent deux  à  deux  leurs  points  homologues  Jonnent  une  surface  réglée 
de  l'ordre  im.  » 

Pour  avoir  l'ordre  de  la  surface,  je  cherche  l'ordre  de  la  courbe 
d'intersection  par  le  plan  milieu.  Soient  L  une  droite  du  premier  plan, 
L'  son  homologue  dans  le  second,  A  leur  droite  milieu;  la  droite  L 
coupe  la  courbe  en  m  points,  L'  aussi;  donc,  sur  A,  existent  ni  points 
de  l'intersection,  plus  ceux  qui  pourraient  provenir  de  droites  joignant 
des  points  homologues  n'appartenant  ni  à  L  ni  à  L'.  Soient  m,  m' deux 
pareils  |)oints.  a  et  a'  deux  des  iin  points  d'intersection  des  courbes 
par  L  et  L';  considérons  les  droites  ani,  a'nï,  elles  aiu'ont  même  droite 
milieu  que  L  et  iJ;  am  coupe  D  en  un  point  d,  et  a'm'  coupe  D'  en  un 
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point  d\  qui  sont  lioiiiolognos;  le  milieu  di"  dd'  rsl  sur  À).',  il  «loit  ètio 
aussi  sur  A  :  diiic  il  iloit  rtre  ;iu  point  de  rcnconire  de  )>/  avoc  A; 
mais  h'S  cordes  telles  que  dil'  envelo|)penl  luie  parabole  à  lacjuellc  on 
peut  mener  deux  tangentes  par  le  j)oint  de  rencontre  de  ),â'  avec  A, 
l'tnie  de  ces  lanj,'eiiles  fournit  les  droites  L  et  \J  et  l'autre  la  droite  elier 
cliée.  Clja(]ue  j)oint  de  rencontre  de  \.  avec  la  courbe  foinnit  donc  deux 
points  sur  A;  donc  il  y  a  en  tout  iin  points  sur  A,  donc  la  surface  est 
de  l'ordre  im. 

"  Si  les  deux  courbes  ont  un  point  commun,  c'est-à-dire  un  point 
tjui,  considéré  comme  {ippartcnnnl  à  In  prcmicre,  soit  lui-nwmc  son  fio- 
mologue  dans  la  seconde,  la  suijace  restée  est  de  iordrc  2111   -  i .    > 

Soient  M  le  point  connnun,  MT  la  tangente  à  la  première  courbe, 
MT'  la  tangente  homologue  à  la  seconde.  Quand  les  points  que  l'on 
joint  se  rapprochent  de  M,  la  droite  qui  les  joint  tend  à  être  parallèle 
au  |)laii  T.MT'.  Quand  ou  est  en  M,  les  points  à  joindre  sont  confondus, 
et  la  droite  qui  les  joint  est  arbitraire,  mais  contenue  dans  le  plan  qui 
renferme  les  points  voisins,  c'est-à-dire  dans  le  plan  TMT'  ;  la  surlace 
de  l'ordre  a/n  admet  donc  un  plan,  donc  elle  descend  à  l'ordre  im—  i. 

n  Et  si  tes  deux  courbes  ont  deux  points  communs,  la  sur/ace  refilée 
est  simplement  un  cylindre  de  l'ordre  m.  » 

Car  il  y  a  simple  rotation,  et  les  cordes  sont  parallèles. 

(I  Ainsi,  par  exem|)le  :  Deux  coniques  égales  étant  placées  d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace,  les  droites  qui  joi^^nent  deux  à  deux 
leurs  points  bomologues  forment  une  sur/ace  réj^lée  du  quatrième  ordre. 

»  Si  les  deux  coniques  ont  un  point  commun,  la  suijace  est  du  troi- 
sième ordre. 

»  Et  si  les  deux  coniques  ont  deux  points  communs,  la  suijace 
est  un  cjlindre  du  second  ordre.  » 

[La  suite  prochainement.) 
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Mcmoirc  sur  les  ('(ittaliuiis  (lijjérenticllcs  caiiuiiKities 
(le  la  Mécanique  ; 

Pvii   M    É>iii.i    MATIIIECj. 


Je  me  propose  dans  ce  Mémoire  d'éludioi'  certaines  |)ropri(Jlés  des 
équations  didérenlielles  canoiiiqties  du  la  Mécanique.  Si  l'on  désigne 
par  q, ,({-<,.■.,  '/„,  /'i./'a,-)  /'«  'i'-''  2"  variables  du  prohléine,  et  par  l 
le  temps,  enfin  par  H  une  fonction  de  ces  variables,  ces  équations 
sont  renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

,  .  ff./i  _  (m      dpi  _      ,n\ 

^  '  (Il      dpi  ''in      ~  ii<ii^ 

où  I  est  susceptible  des  valeurs  i ,  2,...,  h. 

Il  est  évident  que  l'intégration  de  ces  équations  peut  être,  dans  des 
cas  |)articuliers  donnés,  |)lus  ou  moins  facilitée  par  la  forme  de  la 
fonction  H.  C'est  donc  une  question  intéressante  que  celle  qui  con- 
siste à  se  proposer  de  transformer  un  système  canonique  dans  nu  autre 
par  un  changement  de  variables,  qui  n'ait  d'autre  effet  que  de  changer 
la  forme  de  la  fonction  II.  Je  traite  cette  question  dans  ce  Mémoire. 

Imaginons  ensuite  que  les  211  variables  17,,  y?,  satisfassent  à  des  équci- 
tions  en  quantités  finies,  au  nombre  de  2/', 

(2)  /.  =- o,  y,==o....,   /:,,  =  0, 

r  étant  <^  «,  et  que  l'on  ait,  en  outre,  l'équation 

(3).        1u'H>^+-+ii'Hh.-ijO-i,-...--o,i„^^n\\, 

en  désignant  jiar  la  caractéristique  0  les  variations  des  quantités  q,^  p, 

Tome  XIX  (i'  sùiie).  -  Jlillet  iS;!.  34 
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compatibles  avec  les  l'-qnations  (a),  cl  oïl  représente  la  variation  «le  11 
provenant  de  l'accroissement  de  ces  variables.  Dans  le  cas  où  r  serait 
nid,  les  variations  o<y,,  o/i,  seraient  iii(ir|  ciKl.mtes,  et  l'on  retrouverait  le 
système  des  é([unlions  (i).  Si  l'on  suppose,  au  lieu  des  écpialions  (a), 
r  é(juations  conditionnelles  qui  renlcrmetit  les  n  variables  (j,,  mais  qui 
ne  contiennent  pas  les  variables  />,,  ces  équations  jointes  à  (  3)  peuvent, 
comme  je  le  montre,  se  rapporter  à  un  problème  de  Mécanique.  Dans 
ce  cas,  il  est  facile  de  prouver  que  le  svstème  des  équations  (a)  et(3) 
peut  être  ramené  à  un  système  d'équations  canoniques  dont  le  nombre 
des  variables  se  réduit  à  a(/i  --  /).  Mais  il  est  intéressant  d'examiner 
le  cas  plus  général  où  les  équations  conditionnelles  données  renfer- 
ment non-seulement  les  variables  qj,  mais  encore  les  variables /j,;  or 
je  montre  que  le  système  des  équations  (a)  et  (!^)  peut  être  ramené  à 
un  système  de  -2  ti  ~  r)  équations  dillérentielles  canoniques  dépendant 
de  la  même  fonction  H,  à  l'aide  du  problème  de  Pfafl  ;  je  montre  en- 
suite certains  cas  où  cette  réduction  peut  s'opérer  plus  facilement. 

I.e  problème  de  Pfaff  étant  un  problème  de  Calcul  intégral  d'une 
grande  complication,  il  y  a  lieu  de  clierclier  à  étudier  le  système  des 
équations  (a)  et  (3)  tel  qu'il  se  présente,  et  sans  le  ramener  à  un  sys- 
tème canonique.  Or  je  montre  que  le  fameux  tbéoreme  de  Poisson  et 
Jacobi,  relatif  aux  équations  canoniques,  et  qui  permet  de  déduire, 
en  général,  de  deux  intégrales  une  troisième,  est  applicable  à  mon 
système  d'équations;  l'énoncé  du  théorème  prend  seulement  une  forme 
plus  compliquée. 

Je  donne  aussi  dans  ce  Mémoire  une  théorie  des  perturbations  qui 
renferme  plusieurs  considérations  nouvelles;  enfin  j'expose  des  pro- 
priétés nouvelles  tic  la  fonction  que  l'on  représente  en  Analyse  par  le 
symbole  [a,  ^'j\. 


Equations  différentielles  de  la  Mécanique   Démonstration  très-simple 
des  équations  hniniltoniennes . 

1.  Considérons  un  système  de  n  points  matériels;  désignons  par  m, 
la  masse  de  ciiacun  de  ces  points,  et  par.r,,  j,,  z,  ses  coordonnées  par 


dx, 

'h. 

f 

dZi 

-ul-'^- 

"<l'c 

=  Jn 

dt 
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r;ij)|)()il  à  (rois  axes  rectangulaires,  /  ayant  les  valcins  1 ,  u,...,  n.  Dési- 
gnons par 

(i)  F,  -    o,     iv,    -0,...,     r,  —  0 

les  équations  qui  expriment  les  liaisons  auxquelles  le  système  est  assu- 
jetti. Imaginons  un  déplacement  virtuel  de  tous  les  points  du  système, 
et  soient  en  général  o.-f,,  oj',,  oz,  les  variations  de  a,,j',.  z,-  l'osons 

l'expression  de  la  demi-force  vive  est 

supposons  qu'U  y  ait  une  fonction  de  forces,  que  nous  représenterons 
par  U,  et  les  équations  différentielles  du  problème  sont  contenues 
dans  la  formule 

En  dilfércntiant  T,  on  peut  écrire  les  deux  formules 

en  changeant  l'équation  (2)  de  signe,  puis  ajoutant  oT  aux  deux 
membres,  nous  poiu'rons  la  mettre  sons  cette  forme 

^V^  /■     ,<l-ri  ,  clYi    _       ,   tlz,\  ^^  /     .-^dr,  .-.d}-,  ,^f/z,\ 

'^2'"'- V^'7/,  +^'T?r  -  '■■  <n  )  -2u"''\f''^  Tu    -^^'-^  .u    •    '■'''  ru) 

Représentons  la   fonction  T  -  U  par  H,  et  l'équation  précédente 

34.. 
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deviendra 

^Tm,   .r,—*-i  V,  -^-1-  z,  --)-  -\mi{x,oxr\-  )-',orr^-  r,  or,) 

^i"  y  tti  lit  lit    j  ni  ^^ 


511. 


Représentons  les  qiianlilés  a,,  ) ,,  r,  |>;ir  la  lettre  Q  affectée  de  diffé- 
rents indices,  et  les  quantités  m,.x\,  iii,j',,  niiZ',  correspondantes  par 
la  lettre  V  affectée  des  mêmes  indices,  de  sorte  que  ré(juation  précé- 
dente deviendra 


(3)    o(iN'î;-  i  i^?^-  ••)-7,(f'."Q.  I  l'.oU-  ..)  = 


m. 


An  moyen  des  r  équations  conditionnelles  (i),  on  peut  exprimer 
les  variables  Q  ou  .r,  r,  z,  qui  sont  au  nombre  de  3/i,  au  moyen  de 
3«  —  r  vaiial)les  seulement,  et  de  manière  (jne  l<;nrs  expressions  satis- 
fassent identiquement  aux  équations  (i);  désignons  par  c/,  ces  3//  —  r 
nouvelles  variables,  et  choisissons  des  variables  /),  en  même  nombre 
que  les  ly,,  et  qui  salisfasseuf  à  l'équation 

(4)       p,  'J7i  +  /'2'J7j  + •■•-f-/'A'Î7A=  Pi  (JQ. +•••^-  f'3„oQ:.,M 

en  |)(is;uit  j/i — /•==/..  Eu  prenant  les  vari. liions  virtuelles  égales  à 
celles  que  subissent  effectivement  les  variables*/,,  Q,  dans  l'instant  dt, 
on  déduit  de  l'équation  précédente 

(5)  n/hl^.....n,'ht         p/5'!  ._.....  p,//Q-, 

et,  par  suite,  l'équation  (3)  devient 

5  [ih  ^    i  ••  ■  -^  Ih  ^' )  -  ,7,  {p,  o'i,  +...-^ih  c?'/*)  -  <^". 
ou  encore 

or  il  n'existe  plus  d'équations  conditionnelles  entre  les  nouvelles  va- 
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riablcs,  cl,  coiniiio  on  a 

on  en  conclut  les  équations  hamillon'tenncs 


( 


<//.•,  _         lin  dp^  _         f/H 

dt  diji  lit  di/i, 


2.  Examinons  les  variables/;;  dans  l'équation  (4),  les  variations  !)f] 
sont  indépendantes,  et  l'on  en  conclut 

Telle  est  la  formule  qui  permettra  en  général  dépasser  des  variables 
de  l'équation  (3)  à  celles  de  l'équation  (A)  et  des  équations  (H); 
mais,  en  se  rappelant  ce  que  représentent  les  quantités  Q,  P,  on  peut 
obtenir  de  p,  une  autre  expression.  On  a  alors,  en  effet, 

Vf      ,  d.r,  dvi  ,  dz,  \ 

or  on  a,  en  désignant  par  </',  ,q.^^-  ■  ■  les  dérivées  de  f/,,  «/j,-  •  •  par  rap- 
port à  /, 

,    V  ,         dxj         dXi     I  dxi     , 

on  en  conclut  la  première  des  trois  équations 

dr'i         d.Vj        dy\         dji        dz]  dz, 

drj's  drj,         di/'g  di/,         i/ij'^  drj, 

elles  deux  autres  s'obtiennent  de  même  :  on  a  donc  enfin 

(8)  f''-^"''['--:^-^J'':ié-^'-^  =  ^- 
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D'iiprès  cela,  on  aura  la  ijuaiililr  /),  en  exprimanlTen  f'onclion  des 
variabks  q  fl  ilc  leurs  dérivées  q' ,  et.  vu  |)ieiiaiit  la  dérivée  de  T  pai' 
rapport  à  y|.  Dans  les  équations  (H),  H  --  T  —  U  doit  être  exprimé  au 
moyen  des  variables  f/,,  />,  :  il  faut  donc  exprimer  T  au  movcn  de  ces 
variables.  Or,  de  l'équaliou  (5)  on  conclut 

il  suffit  donc  de  porter  dans  celte  équation  les  valeurs  de  ly', ,  7.,, . . . 
tirées  des  k  équations  (8). 

Cccpii  fait  que  la  démonslralioii  précédente  des  équations  d'Ila- 
nnllon  est  plus  simple  que  celles  tpi'on  a  coutume  de  donner,  c'est 
(pie  nous  remplaçons  l'équation  (p.)  par  l'équation  (3),  qui  est  d'une 
forme  plus  générale  et  qui  renferme  cependant  les  mêmes  propriétés 
à  démontrer.  I.a  généralisation  a  alors  pour  effet  d'obliger  à  aller  au 
but  par  la  voie  la  plus  directe.  Il  faut,  au  contraire,  remartpier  (|ue 
l'équation 

r/ï 

P'  ^  'I',: 

est  fondée  sur  la  forme  particulièii-  des  cpianlités  l^,  1'.  Toutefois,  il 
est  facile  de  démontrer  (|ue  cette  équation  a  lieu  toutes  les  fois  que  la 
fonction  donnée  H  de  l'équation  (3)  se  compose  d'une  fonction  —  U 
qui  ne  renferme  que  les  variables  Q  et  d'une  fonction  T,  homogène  et 
du  second  degré  par  ra|iport  aux  variables  P,  qui  contient  les  va- 
riables Q  il'uns  manière  quelconque. 

3.  L'écpiation  (A)  présente  certains  avantages  sur  les  équations  (H). 
En  effet,  l'équation  (A)  est  encore  a|)|)licable  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas 
de  fonction  de  forces  clans  le  problème  de  jMécaniipie;  il  suffit  de  con- 
venir que,  dans  oH  :  ^  oT  —  oU,  oU  n'est  pas  une  différentielle  totale 
tant  qu'on  n'imagine  pas  les  variables  exprimées  en  fonction  de  t.  Un 
second  avantage  de  l'équation  (A)  consiste  en  ce  qu'elle  peut  encore 
être  admise  dans  le  cas  où  les  variables  y  satisferaient  à  des  équations 
coiulilionnelles. 

Eu  effet,  considérons  /'  des  équations  (1), 

(9)  F,  =0,     Fa  =  o,...,      IV  -  o, 
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r'  étant  /■  et  pouvant  se  rrdiiire  à  zéro;  il  est  possil)lc  (rcxprimor  Ifs 
variables  {)  à  l'aide  de  3n  —  r'  variables  rpie  nous  désif;iiernns  |)ar  </,, 
«^2, ....  fji,  en  f.iisant  /■  3//  /•',  et  de  telle  sorte  que  les  expressions 
des  variables  Q  satisfassent  iilentiquenient  aux  écpiations  (q).  En  sub- 
stituant ensuite  ces  expressions  dans  les  r  —  r'  équations  (r)  qui  n'ont 
pas  encore  été  employées,  on  aura  r  r'  équations  conditionnelles 
entre  les  variables  ly, 

L|  ^^  o,     Tj2  -~"  o,. . . . 

Alors,  en  posant  l'équation  (4),  on  sera  encore  conduit  à  l'équation  (A), 
mais  dans  laquelle  les  variations  â(j,  5/^  ne  seront  plus  indépendantes. 
Les  variables /^i  seront  encore  données  par  la  formule 

_  dr 

P'  ■  dq'; 

En  effet,  les  variations  0(/  n'étant  j)lus  indépendantes  dans  l'équa- 
tion (4),  l'équation  (/j)  n'entraîne  pas  nécessairement  l'équation  ^^G); 
mais  il  sera  permis  de  poser  d'abord  les  k  équations  renfermées  dans 
l'équation  (G),  ce  (jui  entraînera  l'équation  (4).  Enfin  l'équation  (G) 
conduit  comme  ci-dessus  à  l'équation  (8). 

4.  Nous  avons  admis,  dans  ce  qui  précède,  que  les  liaisons  ne  dé- 
pendaient pas  du  temps  t.  Il  est  aisé  de  modifier  notre  analyse  pour 
la  rendre  applicable  au  cas  où  ces  équations  contiennent  le  temps. 
Dans  ce  cas,  il  faut  ren)arquer  que  les  variations  virtuelles  ne  peuvent 
se  confondre  avec  les  variations  effectives,  de  sorte  que  l'équation  (4) 
ne  conduit  plus  à  l'équation  (5). 

Les  équations  de  liaison  équivalent  aux  équations  qui  expriment  les 
3«  variables  Q,  au  moyen  des  in  ~  r  variables  q^,  et  qui  renferment 
actuellement  le  temps  t, 


et  si  l'on  éliminait  </,,  (]2,-  •  •  entre  ces  3«  équations,  on  aurait  un  sys- 
tème de  r  équations  équivalant  aux  équations  de  liaison  données. 
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Ees  variations  'ÎQ,,  <)Q,, ...  do  rtiitiatinn  (/i)  s'ohticniiiMit  en  faisant 
vai'ier  a,,  iJ;,.-.,  mais  en  supposant  (  constant,  ainsi  {|iie  cela  rcsnile 
du  principe  des  vitesses  virtuelles;  ainsi  l'on  a 

Désignons  par  6[  la  dérivée  partielle  de  0,  par  rapport  à  /,  nous  au- 
rons, poui'  la  dérivée  totale, 

les  variations  (Jr/  étant  arbitraires,  on  peut  faire  en  particulier  et  pour 
toutes  les  valeurs  de  .f  ^i,  2,...,  /c 

et  il  en  résulte 

5Q,  =  (?-6:)./<. 

L'équation  (4)  ne  donnera  donc  pins  l'équation  (5),  mais  la  sui- 
vante : 

Parla,  l'équation  (3)  devient 

Ainsi  l'équation  (A)  subsiste,  pourvu  qu'on  y  change  H  en 
H  _  P   0'  —  P.  5'    - 

et  les  équations  (B)  subsisteront  aussi  avec  le  même  changement.  Les 
variables  p  continueront  d'ailleurs  à  être  données  par  les  équations  (8). 
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Triuisjoriiialion  il' un  systcinc  C(in(nii<iUi:  d'ctiiuitions  dijjcrentielles 
(liuis  un  pareil  sj  stèine. 

r>.  Considérons  l'cquation 

(.)  ^  -;;;,    l  .       h  -J^-  0,',.  -  --  07,  -  ...  -  -^.-  07,,  --  oFf , 

II  étant  uiio  fuiiclioii  des  2/i  variables  7,  /^,  (jui  iiciil  iiiéiiie  rciilcr- 
mcr  t.  Nous  supposons  d'abord  (jiie  les  variables  7,  ^  ne  sont  liées  par 
aucune  écpiation  conditionnelle,  de  sorte  que  récpialion  précédeiil(î  re- 
vient aux  211  équations  renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

,     .  llqt  r!\\  (Ipi  cm 

(  a  )  -      -     ^-    —  -    .         zrr    —    -       , 

OÙ  /est  susceptible  des  valeurs  i,  2, . .  .,  11. 

Nous  nous  proposons  de  passer  des  variables  7,,  pi  à  des  variablesQ,, 
P,-  en  mèuie  nombre,  qui  satisfassent  à  des  équations  canoniques  toutes 
semblables  à  (2),  en  sorte  que  la  fonction  11  reste  la  même,  mais  prenne 
seulement  une  antre  forme. 

Pour  y  parvenir,  nous  reviendrons  à  l'équation  (i)  que  nous  met- 
trons sous  cette  forme 

"  \P'  117  ''■■■  "'"  /'"  TT)  ~~  7c  'l''  ^ '/'      ■  ■    '  ■  /'"  '"/"'  '-~  ""■ 

Alors  il  suffira  de  choisir  des  variables  Q,  P,  fonctions  des  premières, 
et  qui  satisfassent  à  l'équation 

(3)  P,  oQi  +  ■  ■  ■  -1-  P«  K>«  =  /'(  'J'/i    i  ■  ■  ■  -^  !>'.  '^'/«•. 

car  il  en  résultera  aussi 


Tomo  \l\  (2°  série).  —  .liiLLtf  1S74. 


35 
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ou  aura  doue  l'équation 

on  rn  conclut  une  rquation  seiiiblahlo  à  l'équation  (i),  dans  laquelle 
les  lettres  p,  cj  sont  remplacées  par  I',  (j,  et,  par  suite,  on  a  les  équa- 
tions 

r/Qi  _   (M         f/P,  _  _   r/H 

f/t  ~  (7p,'     </t  ~  ~  iiç),' 

Examinons  maintenant  comment  nous  satisferons  à  l'équation  (3). 
Elle  revient  à  2«  équations  renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

(4)  ï^'^/^T/Q,   ■   /'^./y.   '^••■-/^%/Q,' 

(5)  "     /^.;/p,  +  /^^^/p,-  ■■-^/^';/,.,' 

où  /  est  susceptible  des  valeurs  i ,  2,...,  n. 

Des  n  équations  (5)  on  conclut,  eu  éliminant  /;,,  p^,...,  p„,  que  le 
déterminant 

V'  .|^  ^'V'   ''"7)       '''/.. 

est  nul,  et,  d'après  un  théorème  bien  connu,  il  en  résulte  qu'il  existe 
entre  les  variables  ry,,  (j.,...,  </„,  (pii  sont  fonctions  des  variables  Q,,  I',, 
une  relation  qui  ne  rnirernic  pas  I',,  Pj,..,  I'„  ;  celte  relation  peut 
s'écrire 

(6)  (J^ ('/m '/•:•••■' 7"'     Qi.<i^v  ,<i-,)  =  o. 

({/  désignant  une  fonction  arbitraire.  En  dilférentiant  celle  équation 
successivement  par  rapport  à  Q,  cl  à  P,,  on  a 

(7)  ~  ,7q;  ~"  dq,  dq.  "'■  d'j]  dQi      ■  •  •  •   dq~  ;/Q. ' 

_   //•{.   di/,  dj   "(Vi     ,  ^^1»    dq„ 

^  ~~  U,i,  d\\         ,1,1,  ,l\\  "  •■■'      ,tii„  ,11',  ' 
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En  comparant  les  n  ('•(|iialiniis  rourciiiK'cs  (l.ms  ccttr  (Icniicrc  nvcr  los 
ti  ôqiialions  (> ,,  on  a 

jj.  étant  1111  factcnr  iiidf'lrrininô,  (>t,  on  comparant  (/|)  avpc  (7),  on  a 


P,- 

011  les  n  cquations 

(9)            ^--f^ï'.' 

-p.i\,  .., 

./•], 

'/Q. 

-  a  V 


Des  équations  (6)  et  (8),  on  peut  tirer  |j.,  Q,,  Q2,  -m  Qnj  P"'S  des  équa- 
tions (9)  tircM-  l',,r,,...,I>„. 

Un  cas  particulier  de  la  solution  précédente  mérite  d'être  remarqué, 
c'est  celui  où  l'on  prend,  comme  dans  le  n°  1,  pour  les  variables  «y, 
des  fonctions  quelconques  de  Q,,  Qo,---?  Qn>  alors  les  n  équations  (5  ) 
sont  identiquement  satisfaites,  et  les  P,  sont  déterminées  par  les  //équa- 
tions (4).  Ce  cas  particulier  a  été  donné  par  Jacobi  i^Jacobis  Dj  itainik, 
p.  453). 

La  résolution  de  l'équation  (i)peut,  comme  on  sait,  èlrc  remplacée 
par  celle  d'une  équation  aux  différences  partielles,  H  étant  ime  fonc- 
tion de  7,,7.!''-''/'o/'M/^iv,/V, 

faisons-y 

dV  dW 

P'-d^r    P'-dri:'-'^ 

il  suffira  de  résoudre  l'équation  aux  différences  partielles 

où  //  est  une  constante  arbitraire,  ou  plutôt  d'en  trouver  une  solution 
complète.  A  la  transformation  de  l'équation  (1)  correspond  une  trans- 
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ruriiiaticjii  (le  r('i]iiation  (loi,  cl  l.i  loiiiiuUi 

]\  oO,  ;    Pj  oQj  -i- ...  -  -  /),  07,  H-  />,  07,.  -I  . . . 

inoiilic  que  la  fonction  V  est  la  même  dans  IV-cination  (10)  cl  clans  celle 

("Il  l.i([iii'llt'  dit'  se  Iransformc. 

G.  Comparons  la  règle  que  je  viens  de  duMner,  j)()iir  passer  d'nn 
système  canonique  à  un  système  semblable  avec  celle  qui  a  été  donnée 
par  Jacohi  pour  résoudre  le  même  problème  [Dynainik,  p.  l\(\']). 
Voici  celle  rc^'ic  : 

Cl  Supposons  111  variables  7,,  /),  données  |)ar  les  écpialions  bannlto- 
nicnncs 

.     .  ..'y,  ,.'11         ,!,.,  <rA 

^     '  elt  il  Pi         (It  il<i, 

où  /est  susceptible  des  valeurs  i,  2,  ..,  «;  soil,  de  plus, 

'j'(7.    "Za.-M'/'MQi.Qsî'-MQ,-) 

une  fonction  arbitraire  des  n  variables  7,,  (/,,.■■,  7,,  et  de  n  nouvelles 
vari,d)les  (J, ,  <Jj,.  -,  Q„;  déterminons  Qm  Qav »  Q-n  '"'  d'autres  1*,, 
1%,...,  1*„  eu  fonction  des  premières  variables  au  nu)\en  des  éiju.itions 

^      '  <l'l<  ''7;  "'/" 

V^'  ,/Q,  "~         '"       ,/Q/'         '•^'•'       ,Hi,~         '"' 

les  variables  Q,,  P,-  satisferont  aux  équations 

^    I  ,ii  —  ,77,'      ,//  ~  "~  ,iq,'  " 

On  voit  (pie  l.i  le^le  (pic  j';d  donnée  ci-dessus  a  une  grande  analogie 
avec  celle  de  Jacobi  ;  les  équations  (8)  et  (g)  sont  identiques  aux  équa- 
tions {h)  cl  (c  ,  si  l'on  v  fait  //.  —  i .  La  solution  de  Jacobi  renfenue  l'in- 
coiuiue  /J.  en  moins,  et,  par  compensation,  elle  renferme  nue  ('rpialion 
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flo  moins,  qui  est 

^  ~  o. 

La  rôgle  do  Jacobi  peut  se  démontrer  très-simplemeiil  comme  il  suit. 
Le  système  des  équations  (/^«)peut  être  remplacé  par  la  snivanic  : 

(")      '^(/'/■!|^+---i  /'"ï)-7,(/'.^'/.H-  ..-^,'V,)-'ÎH. 
Or  on  a,  d'après  les  équations  (/;), 


r/y,   (il  ttfj,,     fit 


=  '^  '  -  ,/Q,     .// 


car  l'égalité  des  deux  derniers  membres  revient  à 

N  '/ i  'I   ^  , 

0  —  =  --  Od/. 

En  ayant  égard  aux  équations  [c],  on  voit  donc  que  le  premier 
membre  de  l'équation  j^i  1)  est  égal  à  l'expression 

qui  est  ainsi  égal  à  ôH,  et  l'on  en  conclut  les  équations  [d). 

7.  On  peut  encore  imaginer  beaucoup  d'autres  moyens  pour  passer 
d'un  système  canonique  à  un  autre  semblable.  Nous  allons  en  indiquer 
quelques  autres. 

Le  système  des  équations  canoniques  est  renfermé  dans  une  seide 

'''/.    N  ''in    N  ''"1    -^  'Pi,    ^  ^.r 
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et  c'fUt'-ii  |)('iit  se  mcittf  sous  ces  deux  (ormes  : 

"  V''  .u        ■    •   ''  t'"  ,lj)  "  dt  ^/''  "'/'    '  ■'  /'"  '"/"    ^  ""' 

""  "  \^'  ^  "•■•  •  •"•"  'i"  dt  )  '  dt  'I'  "I''  '■■■  '  '/"  'V'«  -^  ""  ; 

on  les  ajoutant,  on  a 

On  on  conclnl  aisément  qiio  les  vari;iblos  Q,,  Q^,.  .,  Q„,  P,,  I\,...,  P„ 
satisferont  à  un  sysloiuo  canonique  semblable,  si  elles  satisfont  à 
l'éqnalion 

(A )  P.  oQ.  -  Q.  oP,  +  • . •  -H-  l'«  oQ„  -  Q„  -ÎP„ 

=  P\  "71  —  7t  'V<  I-  ■  ■  t-  /»«  '^7»  -  'h>  'V"' 

qui  équivaut,  comme  on  sait,  à  9.  «  équations. 

Ilemar(|Uons  encore  la  transformation  iniliquée  par  l'éqnalion 

2  f  P,  oQ,  -f- . . .  -f-  P„  'ÎQ,,  !  -  />,  '"Î7,  —  7,  'Vi  ■<  •  •  •  +  Z»/'  ^7"  —  7"  'V'" 

et  celle  qui  on  résulte  par  rechange  des  grandes  lettres  avec  les 
petites. 

On  voit,  ])ar  ce  cpii  précède,  qu'il  s'est  glissé  une  inadvertance  dans 
le  Traité  fie  Dynamique,  de  Jacobi,  à  la  page  /|53,  où  il  est  dit  rpi'on 
vient  do  doinior  toutes  les  transformations  possibles  d'un  système 
canonique  dans  un  autre.  Cotte  inadvertance  s'explique  d'ailleurs  très- 
aisémont  dans  une  œuvre  postliumo. 

Revenons  sur  la  transformation  renfermée  dans  la  formule  (A). 


Posons  généralement 


\\     -R,cos(-),,     n,    -R.sine,, 
p,    -  /■,cos5,,       7,  -  /vsin(/„ 
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tétant  susce|)libledes  valeurs  1,  -i,...,  n.  La  formule  'A;  d(ivientlra 

(B)  15r^,-H...-l-R;r/0,.:.  rï^,4-...-H/^^/e„. 

Si  l'on  prend  pour  les  0  des  fonctions  déterminées  des  f-),  réci|)ro- 
quemenl  les  W  pourront  s'exprimer  au  moyeu  des  0  et  les  R  seront 
donnés  par  la  formule 

Plus  généralement  on  poinrait  raisonner  sur  l'cqualiou  (U),  ainsi 
qu'on  l'a  fait,  au  n"  5,  siu'  l'équation 


Tiansfonnation  d'un  certain  système  d'équations 
dans  un  sj  stèine  canonique. 

8.  Supposons  encore  que  les  variables  7,,  7-2,.-5 '/«i  A'n/'i)-' /'«  sa- 
tisfassent à  l'équation 

(0  -iT  ^/^.  +  •••+  7,r  "/'«  -  i-^7.  -•  •-  1/7  °'/«-=  ""5 

mais  supposons  en  outre  que  ces  variables  soient  liées  par  ar  équa- 
tions conditionnelles 

(2)  Ji  =  o,    /,'-=  0,....,    /.r  =  o. 

Je  vais  démontrer  que  ces  2/1  variables  peuvent  être  remplacées  par 
un  système  de  2n  -  ar  variables  Q,,  Q',--,  Qn-n  l'u  Pj.-?  l^H-r  4"' 
satisfont  aux  2/1  —  2 /'équations  canoniques 

,.j>  (IQi  __  ,IH        (IPj  _  _  du 

^   '  "dî  ~  TiFi'     d7  "  ~  f/Q,' 

i  étant  susceptible  des  valeurs  i ,  2, . . . ,  n  —  /•. 

Nous  pouvons  remarquer  que  ce  théorème  est  déjà  démontré  au 
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II"  I    (le  ce  ."Mémoire  dans  le  cas  où  les  rqualioiis  comlilioiiiiellcs  ne 
reiifenneiil  que  les  variables  7,,  (]■>,■■  ■■,(!„■ 

INIetlons  encore  l'équation  (i)  sous  celte  forme. 

•>[i'<-:jj-+---^i>"-jr)  ~7i^f''"i'  -*-  ■•-^/''-"'/"^•^  ""; 

si  nous  choisissons  de  nouvelles  variables  qui  satisfassent  à  l'équalion 

(/j)  />,  07,    -i-  Pî^Hjn  ■+•      .-f-/J„5y„  =  P,0Q,    -f-.    .-h  IVrOQ/i-r. 

nous  aurons 

.7(1'.^  -...4-p„_/%^)-4(p.oX).  +  ..+  i'„_,oQ„..)-$n, 

\  tU  tU  J  lit 

et  comme  les  variations  oO,,  oQ^,...,  ol',,  oPj,...  seront  iiulépendantes 
on  en  conclura  les  éfjualions  (3j. 

Montrons  comment  on   pourra  satisfaire  à  l'équation  (4).  En  diffc- 
rentiant  les  équations  (a)  selon  la  caractéristique  0,  on  aura 

llf,    ^  ilf,      ^  df,    ^  ,1/,      ^ 

=  -  jjzz  "'i'--'  -■■■-  ^..  "'"  ~  -¥:z:7.  'P-^'  -  ■  •  ■  -  ;^.  "/'"' 

ri/,         N  ri/-.   ^  d/,       ^  dj,    . 


De  ces  ar  équations  on  peut  tirer  les  xr  variations  oy„_,^.,,  ...,  oy,,, 
^Pn-r^\i-i  'V'n'  ^'  ^"  ''"'^  portaul  Jans  l'équation  (4)  on  aura  une 
équation  de  cette  forme 

G, 07,  -f-  Gj'j^j  +...  4-  G„_r07„_,  i-  L.oV,    (-  I.j5/)j  -+-... -4- L,,.;. o/;„_^ 
=  P.oQ.  -\-  P,5Q,-H...4-  P„-.5Q„-„ 

G,,  Gj,...,  L,,  I>j,...  pouvant,  d'après  les  équations  (a),  être  réduits  à 
ne  contenir  que  les  variables  7,,  7;,...,  f/,,^^, />i,  /'jv' /'«-r- 
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l,a  ([ucstioii  esl  <l()iic  lainciirc  à  Iraiisformer  l'expression  diilén'ii- 
tielU'  (In  |)rcMnier'  lucinhre  i-n  une  miiIic  (|iii  rciifcnrie  moitié  moins  di- 
(Iifférenlielles  des  variables.  Ce  piolileine  esl  roniiii  sons  le  nom  île 
prnhlèinc  de  Pjfiff,  et  l'on  sait  qu'il  est  toujours  i)ossible. 

Il  est  utile  de  reiiiar(|iier  que  le  |)rol)leme  de  Pfafr  ne  |)eul  se  ré- 
soudre ([ue  par  des  opérations  de  Calcul  intégral  d'une  grande  com 
plication;  nous  inonlrerons  plus  loin  comment  on  pourra  éviter  ce 
problème  dans  certains  cas.  D'ailleurs  la  seule  possibilité  de  la  réduc- 
tion des  équations  (i)  et  (2)  à  un  système  canonique  conduit  à  des 
conséquences  importantes. 

Sur  des  cas  où  la  trinisjormation  du  système  d'é<iunlioiiS  du  n"  8 
en  un  sjstèine  canoniijue  peut  s'effèctuei  Jacilemetit. 

9.   Nous  avons  vu  que  le  systèiue  d'écpiations  entre  les  variables r/,,/;,, 

(0      ^'  o>.  +...+  51  o>„  -  |i  ^^  -...-  ^  H, = m, 

(2)  J,     =  o,     /,     =0,  ....    /,   =  o, 

(3)  y,+,  =  o,  j;.^.,  =  0, ...,  j^r  =  o, 

peut  toujours  se  transformer  en  un  système  canonicpie  a  l'aide  f\ii 
problème  de  Pfaff.  Nous  allons  examiner  des  cas  où  la  transformation 
pourra  s'effectuer  sans  aucune  opération  de  (Calcul  intégral. 

Supposons  que,  parmi  les  équations  conditionnelles  (2)  et  (3),  les 
r  premières  ne  renferment  que  les  variables  q^.  D'après  les  équfi- 
tions  (2),  on  peut  donc  ex|)rimer  ces  variables  au  moyen  de  «  —  /  va- 
riables seulement  Q,,  Q.,...,  Q,,-r,  ^'i  sorte  que  leurs  expressions 

(4)  7,    =  ip,  (Q,,  Qs)---»    Qn-r))---,        '/«=?h(QmQ2v»  Q«-r) 

satisfassent  identiquement  aux  é(|uations  (2);  et,  eu  eliinui.int  Q, , 
Q,,...,  Q„_r  entre  les  équations  [l\),  on  trouverait  un  système  de  r  équa- 
tions équivalant  aux  équations  (2).  Les  variables  7,  ne  sont  ixpri- 
mablesau  moyen  des  Q,  que  par  les  formules  (4),  tandis  que  les  Q,  sont 
fonctions  des  7,  d'une  infinité  de  manières. 

Tome  XIX  (j''  série).  —  Aoit  187:;.  -^^ 
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Metlons  r«''i|»ialiMn  (i)  sous  retlc  lornif 

et  nous  voyons  {ju'il  suCfiia  de  cléterniiner  des  v;inables  1',,  l'j,,  ,  '*«  r 
(|iii  satisfassent  h  l'éqniition 

l'.ii    liypotlièsc,  les  variables  </,  lu-   dépendent  pas  des  variables  P; 
cette  équalion  équivaut  donc  aux  n  —  /suivantes  : 

(6; 


Il  -r 


En  différcntiant  les  équations  (2),  on  n 


(If,      ^  f//",      ^  f^     N 


/       0«,   -H  ;^  07.  -H  . . .  rf-  -f-  00„  =.  G  ; 
rfry,       '  df/,      '  d<j„      ' 

multiplions  ces  équations  par  des  fonctions  inconnues  pt.,,  ,ii.;,,..  ,  jx^  et 
retrancbons-les  de  l'équation  (5),  nous  aurons,  en  égalant  à  zéro  les 
roefdcienls  des  variations  Hq, 

l    n    ''Q  ri    ''Q'  ■>         ''Q"---  d/,  df, 

l  <lr/,  dt/i  df/,  '  '       fU/,  '       dr/, 

<7)      .       

P.:^^P,^^^..^P„_/^^  =  ,,,^,,.^^...^^^^^. 

'  'i'/„  aq„  dq„  '       dq„  "^    dq. 

Comme  nous  l'avons  dit,  les  Q,  sont   fonctions  des  iji  d'une  nifinilé 
de  manières,  el  l'on  oblieut  lune  quelconqued'enire  elles  en  formant 
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n  —  I  combinaisons  des  éqtiiitions  (4)  «'I  tMi  n'solvaiil  les  ('•(iiialions 
résiilliintcs  par  rapport  à  Q,,  Q.,.  .,  Q„_r;  alors  on  aura  à  porUr  k-s 
expression^  de  ce^  dernières  «piaiitités  dans  les  premiers  mendires  des 
écjualions  (y). 

Les  ti  éqnations  (7)  jointes  anx  /•  équations  (3)  jiermetlent  de  tirer 
Pn  /^ji •••)  p„  et  [-;.,,  /j.a,...,  [J-r  en  fonction  des  variables  P,-  et  </,  et  par 
suite  en  fonction  des  variables  P,,  Q,. 

Il  est  évident  que  la  mélliole  précédente  sera  apj)licable  toiilih  les 
fois  que  ion  pourra  combiner  les  équations  conditionnelles  données 
de  manière  à  obtenir  /'équations  distinctes  qui  ne  renferment  que  le 
systèmi'  des  variables /y,  on  celui  des  variables  />,,  et  ceci  si-  présentera 
toutes  les  (ois  que  le  nondjre  dos  variables  y^^-  on  celui  des  variables  f/, 
qui  entreront  dans  les  équations  conditionnelles  ^2)  et  (3)  ne  sera  pas 
plus  grand  que  /•. 

Remarquons  encore  que  chaque  variable  (/,  est  conjuguée  à  une 
variable  p,,  mais  que  les  n  variables  r/,  et  les  n  variables  /;,  ne  forment 
pas  deux,  syslènies  essentiellement  distincts. 

Eu  effet  posons 

Ps  =  q's    ^^     'js  =—  p's, 

et  l'équation  (1)  peut  s'écrire 

Pf  |)rençl  ainsi  la  place  de  cj^,  et  —  (/,  celle  de  p,.  Il  suit  de  la  que  la 
méthode  précédente  est  aussi  applicable  tontes  les  fois  que  l'on  ponri'a 
combiner  les  équations  conditiouuelies  données,  de  manière  à  obtenir 
un  système  de  r  équations  distinctes,  qui  ne  renferme  pas  plus  d'une 
variable  de  chacun  des  n  couples 

<7.,/>i,     qi>Pi,     73'/^a,  •••■ 

10.  Examinons  le  cas  où  il  serait  donné  seulement  r  écjuafions  corj 
ditinnnelles 

y.  =  o      f,=o Jr-=o 

36  . 
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ne  reiirerinan!  (jiu'  les    variMbles  ^,.    En  flifTén'iititiil  uni'  (|ii»l( otKHu 
(J'entre  ollcs,  on  aura 

dq,    dt  dq,   dc 

mais,  ilans  le  cas  actuel,  l'c-qualion  (i)  donne 

dq,   _  dH         dq,  _  ,in_ 
dt  dp,         dt  dp, 

on  a  floue 

df,  dW       df,  d\\ 

dq,  dp,  dq,  dp, 

qu  on  peut  écrire  plus  simplement 

[/„HJ=o. 

La   tln'orie  précéclenlc  peut  donc    encore  être   applmnée,    pourvu 
mTon  y  fasse 

Au  reste,  ce  cas  se  trouve  traité  au  n"  1. 

On  i)oiirrail  (aiie  une  applicalioii  de  ce  cas  parlicnlier  à  l'intéres- 
sant .Mémoire  de  {Univ  Sur  les  mouvements  rclatijs  [Journal  de  M.  Liou- 
ville,  t.  VIU,  i865j.  En  appliquant  les  formules  (6),  on  obtient  immé- 
diatement, sons  la  forme  canonique,  les  cqualions  Au  moiivemenl 
relatif  d'un  système  à  liaisons  quelconques,  que  Bour  obtient  par  un 
calcid  comparativement  très-long,  qui  s'étend  le  la  page  i  i  à  la  |)age  19 
du  tome  cilé. 

^hnissenient  du  nombre  des  équations  conditionnelles. 
I  1     Soit  l'équation 

(■)    t  -v.  -  ■  ■  + 1  ">"  -  "i;  *?.-■-'*  '1-  ^  '-"- 

et  les  2  ;  équations  conditionnelles 

1,2;  y.  =  o,    y,  =  6,.  ,  .,    Jt,--o. 
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Nous  avons  vu  (ju'on  piiil  ifdiiiic  et'  système  cré(|uatir)ns  à  un  sys- 
tème caiioiiit|iie  ;  on  abaisse  ainsi  le  nombre  /à  zéro  et  le  nomlne  ti 
à  n  —  r.  Mais  il  n'est  pas  sans  intérêt  d'examiner  les  cas  où  l'on 
pourra  abaisser  les  nombres  //  et  /  d'iin  nombre  d'unités  moindn 
que  /',  sans  effectuer  aucinie  opération  de  (.alcul  intégrai,  car  on  s'ap- 
prochera ainsi  du  systénu;  canonique. 

Supposons  que  les  équatious(a)  ne  renferment  que  k  des  variables 
Pi  que  nous  désignerons  par  ^,,  p.^,.  . .  .,  p^  et  ipie  k  soil  <  2/- et  ]>  /■. 
(Si  A  était  plus  petit  que  r,  on  serait  ramené  à  la  question  du  n"  9.) 

Des  équations  (2),  éliminons  />,,  p^-,  ■  ■ .,  /?«,  il  en  résidtera  ir  —  k 
équations 

(3)  ?.    =  O,        «p.,  =  0,...,        Ç)2r-A  =  O, 

qui  ne  reid'ermeront  ipie  les  variables  q,,  q^^-  ■  ■■,  ({„•  Prenons  ensuite  A 
des  équations  (^ 2)  qui  soient  distinctes  des  équations  (3),  et  puissent 
par  conséquent,  avec  ces  dernières,  remplacer  les  équations  (2),  et 
partageons-les  en  deux  groupes,  que  nous  disposons  ainsi  sur  deux 
ligues  : 

(4)  J<  =  o,      /s  =  o,     j\,_k  =  o, 

(5)  •  ^Sr-An-l    =  O,...,      Jk  =  0. 

Au  moyen  des  équations  (3),  nous  pouvons  exprimer  les  //  variables 
(jr,,  72 — ,  q„  au  moyen  de  n  —  ir  -^k  variables  seulement,  que  nous 
désignerons  par  Q,,  Q,,  . .,  Q„_2r+^.  Puis  choisissons  des  variables 
P,,  Pj ,  P„  2,+A.  fie  manière  à  avoir 

P,  0  g,  -(-...  -t-  P„_o,+/,  'ÎQ„_.,-+,.  =  /',  nq,+...+  p„  '1,1,,  ■ 
cette  équation  revient  à  celle-ci  : 

('       =  p,  ^q,    +.-.-h  p„âq„. 

Les  variables  ç,  s'expriment  d'une  manière  unique  au  moveii  de-^ 
variables  Q,;  les  variables  Q,,  au  contraire,  s'expriment  au  moyen  des 
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t/,  «1  ime  iiitiiiilé  de  maiiièrfs.  Iinnginoiis  imc  de  tes  iikiiiioics,  de  smlt- 
(|ni'  les  dérivées  des  Q/,  par-  rapiiorM  aux  <i,y  sont  aloi-»  p  ii  (ailemenl 
déleriuinées. 

Ddléreiitioris  les  équations  (3),  puis  iiiultiplioiis-les  pai  des  coefli- 
eieutsuuU-lerininés  ij.,,  ij..,,...,  iJ-,r-k'y  eiiliu  ajouluiis-lesà  l'équaliou  (6); 
uous  en  déduirons  les  n  équations  suivantes  : 


(7) 


\ 


|{cMUussoiis  les  «  equalions  (7)  aux  é(pialions  1  f\),  et  nous  aurou> 
n  -+-  2/' —  /.  équalioiis  pour  déterniiiier  les  n  -+-  ar  —  A  \arial)les  p,, 
Pi,  ■  ■■,  Pn  <'•  ,'■'•1'  ,'-'-2)-  ■  *•"  fonclion  des  P,  et  ç,  ;  |)ar  suite,  on  pourra 
délerniiner  les  \arial)les  /),  en  fonction  des  P,  et  Q,. 

Substituons  les  valeurs  des  q^  il  /?,  en  fonction  di  s  Q,,  1',  dans  les 
2  ' k  —  r)  équations  (5;,  et  nous  aurons  ainsi  2  (A  —  r)  équations  cou- 
ditionuelles  entre  les  Q,,  P,,  avec  l'équation 

-^  oP,  +...-4-   — ^— -  oP„_2r**  ~ln'^^>~--~     ^— ''^"-="-^*~  ""  ' 

nous  avons  doue  abaissé  les  nombres  n  et  r  des  équations  (  1  j  et  (2)  de 
ces  2/'  —  /■  unités. 

On  doit  remarquer  que,  si  2A'est  plus  grand  que  n  ou  égal  à  «,  la 
uiéthode  précédente  sera  toujours  applicable  en  y  faisant  A  =  ii\  car 
on  |jourra  alors  toujours  élinuner  les  n  variables  p  entre  le>  équa- 
tions [  2  1.  I,e  nombre  11  —  7.r  -\-  k  devient  2  (n  —  /)  ;  ainsi  le  uondirc  // 
de  l'équaliou  (i)  sera  abaissé  à  i(n  —  /),  et  le  nouibre  des  équations 
condilinniu'lles  se  réduira  au  tnéme  noudjre. 


Introduction  des  dérivées  principales  de  H  dans  le  système  des  rt/untinns 

précédemment  étudiées. 

I!i.    liuaguious  uni'  loucti'Mi  quelconque  ';  d«.'s  variables  q,,  a.,,..  ., 
q,„  Pi,  Pt,  ■  ■  ■■,  Pn'  «''   supposons  que   ces  variables  satisfassent  a  2r 
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éqiialiuns 

(0  y.  =0,  /i  =  ",  -M  u  -■=  o. 

l'ji  ilifférontiaiit  l'expression  de  y,  nous  aurons 

,  do      ,  (/a      ,  <t<i      ,  dm      ,  dm      , 

et,  en  dilférentiant  les  équations  (i),  nous  aurons 

o  =  -p-  (1(1,  -f-  ^  (la.,  +-...-)-  ^  ihi„  -^"^  dp,  + .  .  .  +  ^  dp,., 

dr/,      ''         dt/,     '-  d(/„      '  d/j,     i^  '  d/>„     ' 


dj\    ,  dt\     ,  df\     ,  af,     ,  df. 


Multiplions  ces  équations  lespectivement  par  des  fonctions  des 
mêmes  variables  que  nous  désignerons  par  X,,  ).o, ...  et  ajoulons-ies  à 
l'expression  de  d'^',  nous  obtiendrons  ainsi  r/'^  sous  une  antre  forme 
dépendante  des  fonctions  X,,  Xo,. . .  .  Les  coeflicients  de  ^Ay,,  dq.,, .  . ., 
dp,,  dp.,,.  . .,  forment  un  groupe  de  dérivées  virtuelle.i  de  la  fonction  o. 
Représentons-les  ainsi  : 

1    X'I'hl  dq,  dq,  "  rfc/,  rfy, 

■  2  )  ,    /  _^  \   _    '^     I     )     '^      I      X     —  -t-  -(-  X      — 

j^r/iy,  /  dq,  '  dq.^  ~  dq..  ''^  dq^ 


\dp,)  dp,  ^  dp,  "dp,  ■■■  "'''dp,'' 

(3)  1    /  '^f  \  d<f  .      df,  ^      df,  .       d/,r 

V'^!/  dp,  dp,  dp^  dp., 


Suivant  la  notation  habituelle,  posons,  u  et  v  étant  deux   fonctions 
quelconques  des  variables, 

.            ,          du    dv  du    dv  du     dv 

I           J         dq,  dp,  dq,  dp,  dq„  dp,, 

du    dv  du    dv  du    dv 

dp,  dq,  dp.,  dq,  '        dp„  dq. 


a88  JOURNAL   ItK   MATllt.MArigi  ES 

Alors,  si   nous    rnultiplioiis  les  (''(|uatioiis  (aj  reNpeclivenieiil   par  j^» 

•7-^1  •  •  •  »  et  les  •'•qiiations  (  3)  iiiir   ^»    ^ï"-,el(|u    ikjiis  nii  anchioiis 

dp-,  T  \      '   '  dq,       d<l,  ' 

la  soiiinie  des  secondes  «le  celle  des  premières  nous  aurons 

\dq,  )  dp,  \dq,/  dp'         '"         \dq„J  dp^ 

_   (^\  ^  _  /^  \  '-^   _         ^   l  'Ll\'iL 
\dp,ldq,  \dp,ldq,         '"         \dp„)dq„ 

et,  comme  /est  susceptible  des  valeurs  1,  2,.  .  ,  2;,  celle  équation  en 
renferme  ar  di>iinctes.  Adaptons  maintenant,  pour  le^  fonctions).,, 
X,,. . .,  Cilles  qui  annulent  le  second  membre  de  léipiation  pri-C((lente. 
et  qui  sont,  par  suite,  les  solutions  de  ces  a/'  équations, 

•       (A.y.i?.. +  [/„y.]>.3+-.+u,.-./,K=[y..?j, 

Les  dérivées  virtuelles  de  'j  satisfont  donc  aux  2/  é(|uati^m^  ren- 
fermées dans  la  suivante  : 

1         ^/rf?\       ^/^\  ^^jAf±\ 

.j.  I  dp,\dqj  dp,\dqj         '"         dp^\dqj 

(  dq,\dp,l  dq,\dp,)         "'        dq„\dpj  ' 

OÙ  i  est  susceptible  des  valeurs  i,  .>,...,  ar 

Quand  les  qutnlilés  X  nui  les  \alenrs  déterminées  par  les  équa- 
tions (4),  nous  doiuions  aux  dérivées  vuluelles  de  ç  le  nom  de  Hérivées 
principales,  et  nous  désignerons  déplus  l'expression 

9'=     9      +     À,     7,      -)-      /.2      /j-f-...-t-     Àj^/j;. 

sous  le   nom    de  Joinii-  principale   île   la    foiiciioii  '^.    U  après   l'ecpia- 


PURES  l'Vr  AITLIQUliKS.  289 

lion  (^),  on  voit  que  la  forme  piincipale  <lc  ■p  satisfait  aux  ^/équa- 
lioiis 

Cyi,(p'J=0,      |7j,ç']^0,...,     {f^r,?']  =  o. 

Si  le  iiomljie  (les  ôqualioiis  (1)  ('lait  impair,  le  (l(';terininaiit  dcsc-cjua- 
lions  {/[)  serait  mil,  et  ces  t-quations  incompalibles.  C'est  pour  celte 
raison  que  nous  avons  supposé  ce  nombre  pair. 

1.1.   Revenons  à  l'équalion 

(■)  -J^op,:        -i-  ;,op,,-   !;r>'h  ~^o<j,r^oU, 

H  étant  une  fonction  des  variables  y,-,  p^  que  nous  supposons  liées  par 
2/' équations  conditionnelles 

(2)  /i  =  o,    ].,■■='-  o,...,   Ji,=  o. 

En  introduisant  des  multiplicateurs  indéterminés  ^.|,Xn X^, ,  on 

déduit  des  équations  (i)  et  (2) 

,l<,,       rfii      -    df,  dj\  dU 

dt  dpi  dp^  dpi  ^    dp, 

(3)  {  dq,           dH  .      df,  df,  dU 
J  ~r  ^^   "7 1~  A|   -, —  -1-  Ao  -r-    -f-  .  .  .  -t-  A.., -7—1 

«  rf/?j  «/'i  «/-Il  «/'i 


f//^,  __d)A.         ^     df,  ^     df^  .       rf/;„ 

dt  d(ji  dq,  dq,  dq. 


(4)  •,  dp,         dH  .      df,  .     df,  dU 

—  -—  =  -7—     r-  A,   -  -    -(-  Ao  j^  -r- .  .  .  -I-  Aj^  -^ —  ) 
dt  dq^i  dq,  dq,  dq. 


Si  l'on  différentie  une  des  équations  (2)/,  --  o,  on  a 

'Mi.^'5^1  X  'îli-'^Jh  •      ji-  'Hl  "^fi  jL- 'Ml '!fi  ^     —  o- 

dq,    dt  dq,    dt         '  '  '         dp,    dt  dp,   dt         '  '  '  '" 

et,  en  remplaçant  les  dérivées  des  </,,  /j,,  d'après  les  équations  (0)  et 
(4),  on  a 

Tome  XIX  (q«  série).  —  Aoct  187.'!.  J? 
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nii  en  toiicliil  ([iif  les  imiltiplicaleurs  X,, /j,  ..  satisfont  aux  2;i(iua- 
tioiis  siiivanles  : 

Or  il  rôsiilte  de  ces  équations  que  les  seconds  mouduos  des  équ. liions 
(3)  et  (/j)  sont  les  dérivées  principales  de  la  fonclion  H,  et,  en  les  re- 
présentant au  moyen  des  dérivées  inuuédiatcs  placées  entre  paren- 
thèses, on  a,  au  lieu  des  équations  (3)  et  (4)i 

ite    ~        V^yJ'        ,{r    ~         VrfyJ'"'    '        dt  \drfj' 

Théorème  sur  la  variation  fies  constantes  arbitraires. 
I  i.  Considérons  les  272  équations 

(0 


(l,f,     _  r/H  </jJ,  <J\l 

de    ~~  dfji         rit  dqi 


dans  lesquelles  II  est  une  tonction  quelconque  des  (7,,  />,  et  de  /  et  /  est 
susceptible  des  valeurs  i,  2,..  ,  «.  Ces  équations  renferment  celles  de 
la  Uyn^unique,  mais  elles  sont  plus  générales;  car,  dans  la  Mécanique. 
II  est  assujetti  à  élre  la  somme  de  deux  fonctions,  dont  l'une  ne  ren 
ferme  que  les  variables  f/,  et  le  temps  t,  et  dont  l'autre  est  homogène 
et  du  second  degré  par  rapport  aux  variables  /\. 

Supposons  que  l'on  ait  obtenu  les  valeurs  des  ry,, /;,  rpii  dépendront 
de  2«  constantes  arbitraires  et  de  t.  Adoptons  la  caractéristique  I) 
pour  désigner  les  accroissements  des  cpiaiitités  (7,,  {>,  et  de  la  fonction  II 
quand  ces  const  inles  subissent  de  certauies  variations. 

.Multiplions  les  équations  (i)  par  D/î,  et  —  D*/,-,  ajoutons-les  et  som- 
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mons  par  rapport  h  /;  nous  aurons  l'équalion 

I 

qui  est  entièrement  analogue  à  l'équalion  (i)  du  numrro  précédent. 

Désignons  par  A  une  caraclérislique  qui  se  rapporte  à  d'autres  v;i- 
riatioiis  des  constantes  arbitraires,  et  dinércntions  l'équation  précé- 
dente selon  A;  nous  aurons 

i 

Nous  obtiendrons  une  équation  également  vraie,  si  nous  permutons  les 
carac  térisliques  D  et  A 

\{dDqilpi   ■  dqiDApi  -  dDpiàq,  -  dpiUAqt) -^  DATIEZ/. 

Retranchons  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  en  remarquant  que 
les  deux  signes  DA  et  AD  sont  équivalents,  et  nous  obtenons 

i 

nous  en  concluons  que 

(3)  2(A9,Dp,-D</,A/;,) 

est  indépendant  du  temps.  "C'est  l'important  théorème  donné  par  Ea- 
grange  [Mécanique  analj  tique,  section  V,  §  1  ). 

Si  les  variations  selon  A  se  rapportent  à  l'accroissement  Aa  d'une 
seule  constante  «  et  les  variations  selon  D  à  l'accroissement  Dp  d'une 
autre  constante  |3,  le  théorème  de  Lagrange  exprime  que  la  fornuile 


2 

est  indépendante  du  temps 


dqj  dpi  clru  dpi^ 

du.    rf[J  rffl    du. 


37.. 
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On  |)Oiit  gciK'ialisrr  le  ihùoréme  précédent  eu  siii)|)OSai)l  i\ur  les*/,. 
Pi  satisfont  à  l'équation 

(4)       l"/».-^- •+i:«/''.- rfr"'?'---7/r-"'/""  '^"' 

it  que  les  variables  (jr,  satisfont  à  des  équations  conditionnelles  :  alors 
le  système  de  ces  équations  se  rencontre  aussi  en  Mécanique  ;  mais, 
pour  généraliser  encore  davantage,  supposons  des  équations  condition- 
nelles qui  renferment  non-seulement  les  variables  </,,  mais  encore  les 
variables />, 

f,  -  o,    Jj   -  o,...,    fir^-  o- 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n"  15,  nous  serons  conduits  au\ 
équations 

dqj_ld}\\       d,u  /,l\\\ 

dt  \dpi)'        <lt  \dq,l' 

dont  les  seconds  membres  représentent  les  dérivées  principales  de  la 
fonction  H.  Si  l'on  remarque  que  l'on  a 

(;f).„-.....(^jD,,.(|ijD„.....(r^)D„..  m,. 

on  obtiendra  encore  l'équation  (a)  et,  en  suivant  exactement  la  mé- 
lliofle  ex|)osée  ci-dessus,  on  trouvera  aussi  que  l'expression  (3)  est 
indépendante  de  /. 


Sur  la  théorie  des  perturbations. 

lî>.  Supposons  encore  que  les  2«  variables  (/,,/\  satisfassent  à  l'équa 
tion  (4)  et  aux  a /équations  conditionnelles 

(i)  J\  =  o,    /j  =  o,..  ,    J],r^  o; 

on  en  conclut  les  -y.n  équations 


d>i,_(dU\       dp._      (dU\ 
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Les  valeurs  dos  ry,,  />,  en  fonction  de  /  ne   doivent  contenir  que 
2(«  —  ;•)  constantes  arbitraires;  représentons-les  par 

,oN  I    7r-  ?.(<>  «M«a,---/«2f«-r))> 

I  p.^^i{t,  a,,«a,-->aî(«-r))- 

Imaginons  ensuite  que  H  subisse  un  accroissement  il  et  qu'on  adopte 
encore  pour  formes  des  solutions  les  expressions  (3),  mais  alors  en 
considérant  a,,  «a»--  comme  des  fonctions  de  /;  on  aura 

r/,/,  ,/r/idx,  r/qi  (/a-,  _         ( ^^^\         /''"\ 

lit     '     dxi   lit  f/a,    dt  \'^PiJ         X'^PU 

dpi        dpi  dot,         dpi  da,  _        ('^^^^\        /'''"\ 

dt  dxy   cU     '     dot.,   dt  \d'lij         W"/'/ 

Retranchons  les  équations  (2)  des  précédentes,  et  il  en  résulte 


àpi    /        ,     dp, 


lias  -1 


-' r/a,  +   .  .—  ~-\~,-\  th. 


/di.l\ 


Multiplions  ces  équations  par  'Î/j,,  fîr/,,  et  sommons  par  rajiport 
à  /;  nous  aurons 

il 

Comme  les  quantités  a  n'ont  été  supposées  qu'en  nombre  égal  à 
2(71  —  /'),  elles  ne  sont  liées  par  aucune  équation  condilionnelle;  si 
donc  on  désigne  par  /3  une  quelconque  des  quantités  «,  on  aura 

diX  ^   /dq;  dpi         dpi  dr/i\  dx,  •«t   /<r/f//  dp,-         dp;  tlt/i\  d-Xj 

dp    ~  2d  \dx,  'dfî  ~  rf^  rfp'j  lit    '''  .^^  \f/aj  d^  "  dâ,  'itjj  lit     '      ' 

(  i 

Si  l'on  pose  généralement 
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cette  formule  tlevieiulra 

ou 

D'aptes  ce  (iiie  nous  avons  vu  (ii"  14),  les  qunntiti^s  («,,  ^)  sont 
indépeuilanles  de  i.  Si  l'on  suppose  r  —  o,  celte  éciuatioii  devient  la 
formule  de  perturbation  de  Lagrange;  on  voit  donc  que  cette  fornnile 
subsiste  sans  modifications  par  l'introduction  des  équations  condition- 
nelles ,  i). 

Si  les  fonctions  a  peuvent  se  j)artager  en  deux  groupes  de  ii       r 
quantités  a,,  «2,.    . ,  a„  „  ^i,,  /B..,.  .   ,  î?,,,,,  qui  satisfont  aux  équations 

(6)      («„a*)  =  o,     (/3/, /3a) -^  o,     (a,-, /3a)  =  o,     ( k,-,  p,- ) --^  i , 

où  i  et  A  sont  deux  nombres  différents,  les  2{n  -  r)  équations  ren- 
fermées dans  l'équation  (5)  deviennent 

cioLi  _  Jiï        filfi,  du 

lit  rf^,'      ~dt  f/a, 

10.   Supposons  ensuite  que  l'on  intègre  les  0.11  équations 

ni  ~  \dp,)'     dt  ~       \dç.)' 

séparément  des  équations  conditionnelles;  alors  les  ry,,  p,  ne  renfer- 
meront plus  seulement  a(«  —  r)  constantes  arbitraires  comme  précé- 
demment, mais  elles  s'exprimeront  au  moyen  de  t  et  de  zn  constantes. 
Toutefois,  le  nombre  des  constantes  arbitraires  du  problème  doit  se 
réduire  à  2  («  —  r);  on  obtiendra  les  2r  relations  qui  lient  les  con- 
stantes trouvées  en  portant  les  expressions  des  ry,,  /j,  dans  les  équa- 
tions (i);  d'où  l'on  conclut  que  t  doit  s'y  éliminer  de  lui-même. 
Ainsi,  au  lieu  des  équations  (3),  nous  devrons  écrire 

9,  —  (p,(<,  a,,  aj,...,  «,„), 

Pi   ^l.  (<,«..   «2,-       -,   «J/i). 

a,,  «j,        étant  liés  par  aréquations  conditionnelles. 


l'URES  VA'  Al'lMJnUEES.  296 

Co  prohiomn  conduira  encoro  à   r(''(|iiation  (/j\  que  nous  pouvons 
inetlix"  sous  cette  forme 

où  le  signe  V  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  «,  qui  sont  a,,  «2v>  «2h- 
Dans  le  cas  particulier  où  les  fonctions  a  peuvent  être  partagées  en 
deux  groupes  «,,  «o,.    ,  ««  et  ^,,  [îo,...,  |3„,  qui  satisfont  aux  équa 
tiens  (6),  on  a 

(It         '  lit         •  dt  ' 

et  cette  équation  équivaut,  connue  on  sait,  aux  équations 


f/a, 
dt 


les  dérivées  principales  de  Q  par  rapport  aux  quantités  (x  et  j*^  étant 
prises  d'après  les  2/' équations  conditionnelles  qui  lient  ces  quantités. 

17.  Poisson  a  donné  des  formules  de  perturbation  résolues  par 
rapport  aux  dérivées  des  éléments  troublés,  dans  le  cas  où  les  équations 
condilionnelles  disparaissent;  ces  formules  fournissent  par  conséquent 
la  résolution  des  équations  (5),  par  rapport  aux  dérivées  des  quantités  «. 
lorsque  r  est  nul.  Mais  ces  formules  cessent  tout  à  fait  d'être  appli- 
cables, lorsqu'on  suppose,  entre  les  variables  du  problème,  des  équa- 
tions condilionnelles;  nous  allons  chercher  les  formules  par  lesquelles 
on  les  doit  remplacer. 

Supposons  encore  entre  les  2n  variables  q,,  q.,^  ,  q,,.  p,,  p-i--  ■  />.,, 
les  ar  équations  finies 

(7)  /'  =0'    /--  =o.--i    fir  =  0, 

et  les  équations  différentielles 

,.„s  dq,  /rfH\  dp,   __  /d\i\ 

^^'  dt  ^WJ'  -di-~  [d^J' 
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dans  lesquelles  test  susceptible  des  valeurs  i,  2.  ..,  /tel  II   peut  nii 
feriner  f,  outre  les  variables  (/,,  /),. 

Concevons  que  l'ou  ait  intégré  ces  équations  et  que  l'on  ait  trouvé 
poin-  iutéj^rales  les  in  —  -xv  équations 


(9) 


...,..., 


dans  lesquelles  ,S,,  fi.,,.  ,  fi..(„_n  désignent  des  constantes  arbitraires 
qui  n'entrent  pas  dans  les  seconds  mendjres. 

Dans  la  Mécanique,  si  la  fonction  de  forces  ne  dépend  pas  de  /,  Il  en 
est  aussi  indépendant,  et  alors  on  peut  supposer  que  t  ne  se  présente 
que  dans  une  des  équations  (9),  et  additivement  à  la  constante  qui  y 
entre. 

Imaginons  ensuite  que  l'on  ait  à  résoudre  le  même  problème  dans 
lequel  la  fonction  H  est  seulement  remplacée  par  H  1  ii,  de  sorte  que 
fi  est  la  fonction  perturbatrice,  et  Q  est  en  général  une  très-petite 
quantité.  Les  équations  (7)  subsistent  encore,  mais  les  écpiations  (8) 
sont  remplacées  par 

('O)  dt    =   \        dp,        )  '       dt   '-'-  -   \        r/y,         ]  • 

Alors  les  fonctions  des  7,,  /j,  qui  forment  les  seconds  membres  des 
équations  (9)  n'ont  plus  des  valeurs  constantes;  mais  leurs  dérivées 
sont  en  général  de  très-petites  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Ces  fonctions,  que  nous  désignerons  par  la  lettre  fi,  sont  définies 
par  les  équations  (9),  et  ces  équations,  jointes  aux  2 r  équations  (7), 
pourraient  servir  à  exprimer  les  ?.n  variables  </,,  /),,  au  moyen  des 
quantités  fi  et  de  t,  et  d'une  seule  manière. 

Désignons  par  «    -  'l  une  intégrale  du  problème  sans pcrtui hâtions . 
c'est-à-dire  une  des  équations  (<)),  dans  laquelle  a  est  la  constante  ar 
bitraire.  Eu  différentiant  cette  équation,  on  a 


-i-  \  dq,    dt  dp,  \  dt  1  J 


d]f 

lit 
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et  le  (lernior  terme  est  nul,  si  l  ne  se  présente  pas  explicitement  clans  '1; 
on  ayant  égard  aux  équations  (8),  on  ohiicnt 

r  —  I 

Passons  ensuite  ati  \i\o\i\iix\\&  avec perturhations ,  nous  devrons  alors 
regarder,  dans  l'équation  «=  i}'»  «  comme  une  fonction  de  t^  et,  eu 
la  différentiant,  nous  aurons 


tU 


I  -  rt 

■^  /  (l^  tlffi         d'if   dpi\  ti^ 

^    — i  \dqi  dt   "     dpi  dl  j  "''  ëît' 


les  dérivées  des  variables  cj,  />,  étant  fournies  par  les  équations  (10), 
et  il  en  résulte 

,       .  da.  __'^  i.  d^    /  d  {H  -\- il)\  dii    /  d  [n -h  a)\   ]        d-^ 

Retranchons  les  deux  dernières  équations  l'une  de  l'autre,  et,  dans 
le  résultat,  mettons  la  lettre  a  au  lieu  de  i{;,  ce  qui  ne  pourra  plus  main- 
tenant entraîner  de  confusion,  et  nous  avons 


da.  _-^    ^  d-j.   (da  \  dx  l'li-^-V\ 

dt    "  2d      dg.  [dpj   ~  <^.  \d^ij\  ■ 


La  fonction  Q.  peut  s'exprimer  au  moyen  des  quantités  (5  et  de  t,  et 
d'une  seule  manière,  et,  d'après  une  propriété  démontrée  dans  mon 
Mémoire  sur  les  dérivées  principales  [Bullelin  de  la  Société  mathéma- 
tique, t.  1,  p.  (64),  les  dérivées  principales  de  Û  par  rapport  aux  va- 
riables qi  Pi  sont  données  par  les  formules 


\"-^\-^S 


y  d£l  /  d^  \         /da\  _-^  dLl  /  dp  \ 

^  Tip  \7lqi  j  '         [d^J    ~^d^\djpj 


on  a  donc 


d«.  Y  ^'y  r^    /rfp\    _    rfa   (  'JIW 

dt  ~  2Lid^^\  Tûji  \d[,;j      d^t\(iijij\' 
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On  a  ir.iilloiirs 

en  prcnanl  pour  ij.,{[j),  |X;(,'i),...    U-s   quantités  qui  satisfont   aux 
2/'  équations 


En  remplaçant  les  dérivées  principales  des  quantités  (3  par  les  ex- 
pressions ci-dessus,  on  a  enfin 

TTc  =  2lf  l[«' r^J  ^- 1^' ('''^)[«'/<^  +  i^Afi)\<^'M  -*- •  •  •+  f^.r(,3)i«,y..]|, 

qui  est  la  formule  cherchée. 

Cette  dernière  formule  peut  être  considérée  comme  provenant  de  la 
résolution  des  équations  (5)  par  rapport  aux  dérivées  des  éléments 
troid)lés;  donc,  puisque  les  quantités  («„  l'i)  sont  indépendantes  du 
teuqjs  t,  il  en  est  de  même  de  l'expression 

[«,  ril4-a.(|3)[«,y.]  +  .a,(f3)[a,y,jH-  ... 

La  formule  de  pertmbalion  que  je  viens  de  donner  est  évidemment 
exacte,  quelles  que  soient  les  limites  dans  lesquelles  ii  puisse  varier; 
mais  si  12  reste  toujours  très-petit  ainsi  que  ses  dérivées,  les  quantités 

—  seront  elles-mêmes  très-petites,  les  quanlilés  a  varieront  très-peu, 
et  l'on  aura  une  valeur  approchée  d'une  fies  quantités  a  |)ar  une  qua- 
drature, en  regardant  le  coefficient   de -^^  comme  constant,  et  en  ne 

regardant  comme  variable,  dans  Q,  qui  est  fonction  des  «  et  de  /,  que 
la  quantité  / 
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Théorème  relaùja  l'intégration  d'un  système  d'éfiuatiotis 
précédemment  considéré. 

18.  Supposons  entre  les  2«  variables  7,,  ^),  l'cquation 
et  les  équations  conditionnelles 

[b)  /  =  ",     y.  =  0,...,      J2r=^- 

Nous  avons  démontré  (n"  8)  qu'on  peut  remplacer  les  2«  variables 
</,,/>,  par  2«  -  2/- variables  Q,,  Q,,--,  Q«-r,  '^,  P-i,--  »Ph-,  indépen- 
dantes entre  elles,  et  qui  satisfont  aux  2n  —  2 /équations  différentielles 
canoniques  renfermées  dans  les  deux  équations 

(')  ~7it   ~^  dVi''      ~di  ~        f/Q,' 

où  I  est  susceptible  des  valeurs  1,2,..  ,  h  —  r. 

.La  quantité  [a,  |3]  est  formée  avec  les  dérivées  de  «  et  ^  par  rapport 
aux  variables  </,,  /),  ;  formons  luie  ([uantité  qui  se  compose  delà  même 
manière,  au  moyen  des  dérivées  de  a  et  /3  par  rapport  aux  variables  Q,-, 
P,,  et  posons 

r        ,.,         do.     d^  dj.    d&  d-j.         f/3 

'       ''J  rfQ,    f/P,  rfQ,  rfPj  rfQ„_r    f/P„-r 

f/a     rfp  </x     d^  da         d& 

~    dP,    dQ,    ~~    dP.dQ,    ~     '     ^    dP„_r   dq„_r' 

Comme  il  n'existe  pas  d'équations  conditionnelles  entre  les  variables 
Q,,  P,,  la  fornudc  de  perturbation  du  numéro  précédent  par  l'emploi 
de  ces  variables  se  chancre  eu  la  suivante  : 


■o" 


(')  ^=1'>-M 


■'P 
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Les  coofficionls  des  dérivées  de  ii  doivent  élre  les  mêmes  dans  les 
deux  formules,  et  l'on  en  conclut 

(3)  [a,/3]'-[«,/3]^^fiL.(ri)[a,y.];-fx,(^)la,y,]-h  ..  +  /x,,(/3)[«,y„]. 
D';iprès  le  célèbre  ihéoréine  de  l'uisson,  si 

«  ■=  const.,     [i  =  const. 

sont  deux  intégrales  du  système  d'équations  canoniques  (i),  alors  la 
formule 

(4)  fa,  fi ]'=  const. 

est  également  une  intégrale  de  ces  équations,  à  moins  que  le  premier 
membre  ne  soit  identiquement  constant. 

Ce  lliéorème  provient  irailleurs  de  ce  que,  d;uis  la  formule  (2),  les 
coefficients  des  dérivées  de  12  sont  indépendants  de  /,  ainsi  cpi'on  en  a 
fait  la  remarque  à  la  fin  du  n"  17. 

Si  des  variables  Q,,  P,  on  revient  aux  variables  </,.  /?,  on  obiienl  le 
lliéorème  suivant  : 

Théorème.  —  Supposons  que 

a  =  const.,     [i  --  const. 
soient  deux  intégrales  du  sjstème  des  équations 
f,  =  0,    /j  -  o,...,    y^,  -r  o, 

'di   ~        V'p,)^       dt    ~         \dj^,j'       "       dt    ~~         \dp„)' 
dt    "^         \d,,,)'       dt   ~         \dqj dt    "  U/^J' 

alors  l'équation 

[«,^j4-,a,(/3)[«,/,]4-.      -/x,.(/3 )[«,/.,/]:-- const. 

sera  aussi  une  intégrale  de  ce  système  d'équations,  t'i  moins  que  le  pre- 
mier membre  ne  soit  identiquement  constant. 
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Ce  qui  augmente  l'iinportaiice  de  ce  ihéorètne,  c'est  que  le  passage 
des  variables  ry,,/;,  aux  variables  Q,.  P,  ne  peut  se  faire  que  par  des 
opérations  trés-cliHiciles  tUi  C.dcid  intégral,  de  sorte  qu'il  ne  serait  pas 
commode  d'appliquer  la  formule  (/|). 

Le  théorème  précédent  n'est  qu'un  corollaire  de  la  fornude  (3);  j'ai 
déjà  fait  remarquer  ailleurs  que  la  fornude  (3)  avait  été  donnée  par 
Jacobi  dans  le  cas  où  les  équations  corulitioiuielles  ne  renferment  que 
les  variables  (/,.  et  alors  cette  formule  prend  une  forme  toiile  différente 
et  plus  compliquée.  Dans  ce  cas,  en  effet,  en  désignant,  comme  au 
n"  10,  par 

/.  =  o,     /a^O,     .,    fr^o 

les  équations  de  condition  données,  il  faut  faire,  dans  la  formule  (3), 

/;-..=[/;, H],  A.^-[/„ii].     u  \fr.\\\. 

Tl  convient  aussi  de  faire  observer  que  la  formule  que  Jacobi  a  dé- 
montrée s'appuie  sur  une  transformation  particulière  des  variables  <y,, 
/?j  en  les  variables  Q,,  P,,  ce  qui  l'oblige  à  donner  deux  pages  entières 
à  l'énoncé  de  son  problème  {Nova  Methodus,  §  38,  OEuvres,  t.  III). 
Dans  mon  théorème,  au  contraire,  la  transformation  des  y,,  yj,  en  les 
Q,,  P,  se  faisant  dans  un  système  canonique  quelcorique,  son  énoncé 
est  très-simple.  On  pourrait  encore  faire  remarquer  que  la  transforma- 
tion, adoptée  par  Jacobi,  des  variables  y,,  pi  dans  les  variables  Q,,  P,, 
n'est  pas  applicable  à  l'équation 


dt 


prise  dans  toute  sa  généralité;  elle  s'appuie  essentiellement  sur  la  forme 
particulière  qu'elle  prend  dans  la  Dynamique,  où  H  se  compose  de 
la  somme  d'une  fonction  —  U  qui  ne  renferme  que  les  variables  y,, 
et  d'une  fonction  T  des/?,,  r/,,  qui  est  houîogèneet  du  second  degré  par 
rapport  aux  variables  yj,.  Toutefois  on  peut  reconnaître  que,  par  les 
coxisidérations  du  §  49  du  Mémoire  de  Jacobi,  on  peut  s'affranchir  de 
cette  dernière  restriction. 
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On  voit,  d'après  ces  n'flexions,  en  c()inl)ien  de  manières  la  lornudc 
(3)  est  généralisée,  de  sorte  que  je  crois  pouvoir  dire  (jue  le  tliéorèmo 
renfermé  dans  cette  lorniide  était  entièrenuMit  nouveau,  lorsque  je  l'ai 
énoncé  pour  la  picniière  fois  { Comptes  rendus  des  sédiices  de  /'^ïcnr/einie 
dt's  Sciences,  187/i,  t.  LXVI,  p.   1  i93j. 


Propriétés  de  r expression  j  a,  /3  j. 

10.  Nous  avons  vu  dans  le  n"  18  que  les  2«  variables  «y,,  p„  cpii  sa- 
lislont  aux  ik]uations  [a]  et  [b),  peuvent  être  rem|>lacées  par  i{n  —  r) 
variables  Q,,  P,  fonctions  des  premières,  et  qui  satisfont  à  un  système 
de  2(n  —  /•)  équations  différentielles  canoniques,  et  que,  en  posant 

r      av  '~V  ?''*  '''>         ''='  '^^  \ 

I  =  I 

on  a  la  formule 

(.)  [«,/3]'.-[«, /31  +  fji.f/3)[a,/.]-+-  ..-fi,,(^)[a,./,,,. 

Il  importe  de  démontrer  que,  dans  cette  formule,  a  et  /5  peuvent  être 
considérés  comme  deux  fonctions  quelconques  des  variables  Q„  P,  ou 
7i>  Pi'i  *^'i  sorte  que  cette  formule  servira  à  reuq)lacer  l'expression  [a,  /jj', 
où  a  et  /3  sont  deux  fonctions  quelconques  des  variables  Q,,  P,  par  une 
autre  expression  qui  ne  renferme  que  les  variables  9,,  p,. 

En  effet,  dans  la  théorie  exposée  ci-dessus, 

(2)  a  —  const.,     /5  =  const. 

étaient  deux  intégrales  du  système  canonique  renfermé  dans  les  éqtia- 

lions 

rfQ,  _  (in       ^.  _  _  '/li 
fit        d9i''     ~dt   ~  ~  dQi' 

où  /est  susceptible  des  valeurs  1,  2,..  ,  //    -  /•.  On  a  donc,  en  diffé- 
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reiitiant  les  équations  (2), 

(3)  [«,H]'-,-|  =  o,      (/3,HJ'4-'|  =  o. 

Ainsi  la  théorie  précédente  suppose  qu'on  peut  trouver  une  fonc 
tion  H  qui  satisfasse  à  ces  deux  équations  ;  ce  qui  limite  les  fonctions 
qu'on  peut  prendre  pour  a  et  /3.  Mais  imaginons  que  l'on  ait  obtenu 
la  formule  qui  donne  l'expression  [«,  p]'  au  moyen  des  variables  (/,, 
p,,  lorsque  a  et  p  sont  deux  fonctions  quelconques.  Les  variables  <y,, 
Pi  sont  des  fonctions  des  variables  Q,,  P,  qui  ne  dépendent  pas  de  la 
fonction  II,  ni  de  t,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  parle  n°  8;  pareille- 
ment, la  formide  considérée  qui  donne  [«,  ,'3]'  est  indépendante  de  H. 
Si  donc  on  suppose  ensuite  que,  dans  cette  formule,  a  et  /3  satisfassent 
aux  équations  (3),  il  ne  s'ensuivra  aucune  réduction;  donc,  récijjro 
quement,  la  formule  (i)  trouvée,  dans  la  supposition  que  les  équa- 
tions (3)  sont  satisfaites,  peut  être  étendue  à  deux  fonctions  quel- 
conques. 

20.  Au  lieu  de  la  fonction  donnée  pour  a,  mettons  dans  la  for- 
mule (1)  l'expression 

en  choisissant  pour  X,,X2,...  les  multiplicateurs  qui  donnent  à  a  sa 
forme  principale.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n°  12,  on  a 

[{ry.)J\]r=o,        [(«),y.]  =  0,        [(«),/..]=.  O. 

Donc  tous  les  termes  qui  suivent  le  premier  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (i)  s'annulent,  et  l'on  a 

(4)  [a,  |3]'...[«  +  x,/,-+-x,y,4-..  +x,,/,,,  p]. 

II  est  évident  que  je  n'ai  jias  à  mettre  («)  au  lieu  de  a  dans  le  premier 
membre;  car  a,  dans  ce  premier  membre,  est  exprimé  au  moyen  des 
variables  Q,,  P,,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  d'une  seule  manière. 
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De  uuine,  si  fi  a  sa  foruii'  |)rii)ci|)alc',  on  a 

/i,(/3)-o,     ^a(/3)^.-.  o,...,     p.^,(fi)r^o, 
et  l'on  conclut  encore  de  la  forinule    i) 

f«./3]-[«,(/3)l 


ou 


(5)        fa,/3]       |«.,S       iJ.,{ft)J,       ;u{[^)J,-y-  .    '-iJ.,r{fi)/,r  . 

Celle  ilernière  formule  se  vérifie  Ircs-ai  sèment;  car,  en  la  développanl, 
on  obtient 

[a,  fi]  -.  [a,  fij    -  ,x.  (fi)  [aj.  ]      ix,{[i}  [a,/,]  -  . 

[«W^,(r>)l/    ■■[o.,ix,{fi)]f,-^-..  . 

et  comme/i,y2,.'-  sont  nuis,  on  retrouve  l'équation  (i). 

Aux  formules  (4)  et  (5)  on  peut  évidemment  ajouter  cette  autre 

et  celte  dernière  revient  encore  à  la  suivante,  qui  est  formée  au  moyen 
des  dérivées  principales  de  «  et  de  /3, 


Les  formules  (4)  et  (5)  montrent  que  l'on  peut  modifier  les  formes 
des  fondions  a  et  /3,  d'après  les  équations  condilionnelh  s,  de  ma- 
nière à  rendre  1  expression  [«,  [j]  iiulèpendaule  du  choix  des  variables 
ffi,  pi.  On  peut  voir,  d'après  mon  Mémoire  sur  les  dérivées  princi- 
pales, qu'il  existe,  pour  les  expressions  de  «  et  /3,  d'autres  formes  qui 
conduisent  également  à  ce  but.  Toutefois,  je  considère  les  précédentes 
formules  connue  les  plus  simples  et  les  plus  curieuses. 


21      Dans  le  n"  \ti,  nous  avons  lionvr  la  rorniiilc  de  pprluihMlion 

J=  I 

en  posani 

(6)  «>..ft=i:'(S|-ê|'; 


Si   l'on  suppose  que  les  variahles  (jr,,  ^,  soient   tiansforniées  en  les 

rixs 


variables  Q,,  P,,  le  coefficient  de  — '  est  généralement   remplacé  dans 


celte  formule  par 


t=z  n~  r 


On  en  conclut   que  les  deux  dernières  expressions  sont  égales,  et 
l'on  a 


Je  terminerai  en  démontrant  celte  formule,  où  n'entrent  que  les 
variables  ^, ,  p^,  supposées  assujetties  à  des  équations  condition- 
nelles : 

[a,-,  a,]':'a,,  a*)  +  [a,-,  aj\'{a..,  ot.^}  -+-...+  [«,,  a2(„-r)J'(«3(«-r)»  «a) 
=  o  si  /  est  différent  de  k, 
=  —  1  si  /  =  k\ 

les  premiers  facteurs  des  termes  du  premier  membre  étant  donnés  pai 
la  formule 

w         [-'.r=i[(è)(ë)-(è)fê)]- 

«= i 
et  les  seconds  facteurs  étant  formés  d'après  la  formule  (6). 

Tome  XIX  [i'  série).  -  Août  1874  -îg 
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En   elJel,   (i  apit's   une  ibrrmile  connue,   on   a,   en    expriin.ml    les 
a(«  —  /■)  fonctions  «,  an  niovcn  des  varial)les  Q,,  I*,, 

fa,-,  a,J'(a,,a*)'-H[a,,  «,]''«.,,  a«)'-l-  ..-(-  (a„  a,,„_;.,  l'(aj,„_,,,  «*)' 
=  o  si  /  est  iliftérent  de  A, 
=  —  I  SI  /  —  A, 

en  posant 

et  («,,  «jt)'  étanl  (urine  d'après  la  loriniile  (7). 
Or  on  a 

(«»,«*)'=  («1,  a*)» 

et  les  deux  expressions  (8)  et  (9)  sont  é(|nivalenles.  On  en  cutii  lut  la 
formule  à  démontrer. 
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Sur  les  surfaces  isothermes  paraboloidalcs  ; 
Pau  m    g    lamé  (*). 


Dans  mon  Mémoire  sur  les  stiriaces  orlliogoii.iles  toutes  iso- 
lhertues['*  ],  j'ai  fait  voir  que  le  systèuie  paraboloïcial  n'était  qu'un 
cas  particulier  (les  surfaces  orthogonales  et  isothermes  du  second  ordre; 
mais  il  tie  sera  pas  inutile  de  recherciier  dueclement  ce  système,  afin 
d'éclaircir,  par  un  nouvel  exemple,  la  méthode  générale  qnej'ai  indicjuée 
pour  résoudre  des  (pieslions  de  cette  naliue. 

Soit  donc  proposé  de  trouver  les  surfaces  isothermes  comprises  dans 
l'équation 

(i)  2  /j:  +  mj^  +  «z'  =  I , 

laquelle  s'étend  à  tous  les  paraboloirles,  tant  elliptiques  qu'hyperbo- 
liques. 

Le  problème  d'Analyse  qu'il  s'agit  de  résoudre  consiste  à  regarder 
les  coefficients  l^m,n  comme  des  (onctions  inconnues  d'un  paramètre 
X,  et  à  déterminer  ces  fonctions  par  la  condition  que  le  quotient 


(2) 


d'I         d-\         rf'X 

1 1 

dx'         dy''         dz' 


(di.Y         (d\\-         IdlY 


[']  Ce  Mémoire  (le  mon  savant  ami  et  regretté  confrère  iloit  remonter  a  l'année  i843 
ou  au  moins  à  i844-  J'ignore  par  quelle  suite  de  circonstances  il  a  été  retardé  à  l'im- 
pression, puis  néglige  et  comme  oublié  par  son  illustre  auteur,  qui  n'est  mort  que 
longtemps  après,  en  1870.  Enfin  il  se  retrouve  aujourd'hui,  et  je  m'empresse  de  le 
commnni(iuer  au  public,  car  on  le  lira  encore  avec  plaisir  et  avec  profit.  Lami'  pos- 
sédait im  talent  très-pénetrant,  d'un  genre  tout  particulier,  et  en  ce  sens  on  peut  dire 
qu'il  n'a  pas  été  reni|)lacé  jus(pi'ici.  J-  L.iouvili.k.) 

[**  ]  Lu  à  l'Acadéiuic  des  Sciences,  le  i\  août  i843,  et  imprime  la  même  année  dans 
le  Journal  de  Mathématiques,  t.  VIII,  p.  897;  voir  aussi  p.  5i5. 

39.. 
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soil  expriiiiiihk-  fii  X  seul,  lorscjut',  consiili  r;iiil  k  la  fois  louiez  k-s  sur- 
faces comprises  clans  l'équalioii  (i),  ce  par.iim-tre  ).  devient  une  fonc- 
tion lie  .»  ,  j-,  z,  cloimée  par  celte  inèiue  équation. 

Désif^nons  par  T.  le  prciiiitr  riK  inluc  de  l'étpiafion  (i);  posons  pour 
siriij)lirici' 

(3)  l-  +  iirj-  -h  rrz-  =  M  ; 

enfin  employons  une  notation  connue,  en  représenlanl  par  la  mi  uie 
lettre  accentuée  une  ou  deux  fois  (F',  F")  les  dérivées  première  et 
seconde  de  toute  Ibnction  (F)  de  ).,  prises  j  ai'  rappfut  a  ce  paramétre 
seul.  Un  déduit  île  l'équation  ^i),  par  des  diirérenlialions  suci  «-ssivis  il 
l'élimination, 

'     (  i-'(S-Hp  +  S)=4(M'i/-Mr,'-^i;.), 

d  ou  I  on  conclut  pour  le  rapport  (2) 

M'L'-ML''-^îi±^L" 


ML' 

i-e  qui  réduit  le  problème  proposé  à  faire  en  sorte  que  l'équation 

(5)  M'L'-ML"-^!^-L" 
^  _  ?_ 

ML'  ~  ,p' 

dans  laquelle  9   ne  contient  que  X,  soit  vérifiée  en  même  temps  que 
l'équation  (1),  ou  L  ^  i. 

La  qtiestion   se  simplifie  encore  si  l'on  élimine  x    entre  les  équa- 
tions (i)  et  (5).  En  effet,  en  posant 

(6)  /'+  (////■  -  l'm)y-h{ln'  -  l'n)z'  =  N, 
la  valeur  de  X  tirée  de  l'équation  (i)donne 

/L'=N.      /l/=-.  N'. 


PURES  ET  Al'I'LIQUÉES.  309 

et  l'équation  (5)  devient 

(7)  M'N^  -  M(N'^  + Np')  -  îî^'yN^^o. 

Or  cette  équation  finale  doit  être  identique,  quelles  que  soient  les  deux 
seules  variables  indépendantes  j- et  s  actuellenient  présentes.  Donc, 
pour  trouver  les  familles  de  suifaces  isothermes  comprises  dans  la 
formide  (1),  il  siiHit  de  clierclier  les  loiictions  /,  m,  n,  (j/  de  ),  qui  peu- 
vent vérifier  l'équation  (7),  quels  que  soient  ^  et  z. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  (  7)  se  présente  sous  la  forme 
d'un  |)olynôme  du  quatrième  degré,  à  puissances  paires  de  ^  etz;  mais 
il  se  réiliiit  au  second  degré  seulemiMil  si  l'on  pose 

(8)  î-  =  ^  =  '-^, 

^  l  in  n 

car  N  (6)  se  réduit  à  /',  et  N'  à  /".  Les  équations  (8)  donnent  par 
l'intégration 

(9)  <!  =  «(]/,     TO  =  fi'i^,      «  =  7|, 

(|^  étant  une  fonction  de  X;  a,  jS,  7  des  constantes;  d'où  l'on  conclut 

(  1V1  =  d>^F,      M'  —  2<L(L  F, 
(lot  ; 

Toutes  ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  (7),  la  transforment 
ainsi 

(I.)  'î^^^^^^f.^f-j^^l±J-^ 

et  pour  que  cette  équation  soit  vérifiée,  quels  que  soient  y  et  z,  il 
faut  que  l'on  ait 

Rien  n'empêche  tie  prendre  ij*  =  ~   t''  <P  constant,  pour  satisfaire  à  la 


pretniere  é«|iialn)ii  [t2]:  \<  Idiiimlr  ^i^  devicni  alors 

(i3)  2y.x-^ft{j»-z')=}., 

cl  ie|»iéseiilf  une  f.iiiiiUi'  isolée  <le  paraltoloïclfs  li\  pt  rb  ilitjiies,  (|iii 
sont  «•videaiiiient  isollieiines,  puisijin  l.i  iontlioh  "/  i  >  salislail  h  I»- 
(|tialic)ii 

Clifichoiis  inaiiiteiiani  a  vérilier  recjnalion  (7)  sans  poser  lis  rela- 
tions (8).  Comme  celte  vérification  doit  avoir  lien  indépeiidaniinenl 
des  coordonnéi's  ^  et  :,  on  peni  If  s  supposer  conslanti  s  quand  )  varie, 
et  écrire  l'éipiaiion  (7  )  de  celle  uianieri-  ; 

, ,  f/  r  M  1        m  -t-  « 

c'est-à-dire  que  le  problème  proposé  sera  résoin  si  I  on    lait  en  sorie 
que  la  fiaetioii 

-.  N  /' -t-  ( Im'  —  ml' })■'-{- (In'— nr)  s' 

^*^l  M    °"  p-i-„,\r'-i-  n'z' 

se  réduise  identiquement  a  une  fonction  ^  de  Xseiil  ;  car  1  équation  (i4) 
deviendra 

et  servira  à  déterminer  la  fonction  (p. 

Pour  que  la  fraction  (i5)  soit  uidépendante  de  j  et  de  z,  il  faut  et 
il  suffît  que 

dl     ,L     „L 
(17)  _}_  _    ">  _   ". 

dk  tfk  fA  ' 

or  rien  n  empêche  de  |)rendre  pour  le  paramètre  ).  la  fonction  ->  d'oii 
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/=r-5  el  les  équations  (i  7)  donneronl,  |);tr  l'intôgratioii 


(18)  1  =  ^,     m  = 


I 
'     n  =  m ;' 


X  X(X-p)'  X{>-7) 

,3  el  y  étant  des  constantes  différentes. 

r 

On  aura  alors  (p  =  -  = —  i,   et  ré(|uation  (iti)  deviendra,  par    la 
substitution  des  valeurs  de  /,  m,  n,  ij>, 

(•9) 


<p  2\X—  p  X— 7 

é(]uatioii  dont  l'intégration  donnera 


(•io)  'f=:\'k  —  ^\/l  —  y,   ou   (0=  \1  —  ^  y^y  —  X,  ou   f  =  \/^  —  l\Jy  —  'k, 

suivant  que  X  surpassera  y  plus  grand  que  /3,  ou  sera  compris  entre  y 
et  j3,  ou  enfin  sera  moindre  que  p. 

Ces  trois  cas  différents  conduisent  aux  familles  conjuguées  des  para- 
boloïdes,  représentées  par  les  équations 

2a;    ^  y  ^  ï' 

(21) 


X  X  (X  -p)         X(X  -7; 

2  X  y-  z' 

T7  "^  x,(\, -p)  ~  x7(7  -  X, ) 

2  X  ^j''  z' 


\     l,  Xv'B  —  X;l  X,(7  —  X,)  ' 

dans  lesquelles  on  a  X  >  7  >  ) ,  >•  p  >  Xj  >  o. 

La  fonction  '^  étant  déterminée,  on  sait  que  la  tempérai ure  est  ex- 
primée par  le  binôme  ^  A  /  —  -H  B  U  A  et  B  étant  constants;  si  donc 

on  représente  par  c,  a,,  i.,,  l'intégrale  /  —.  priseentre  telles  limites  que 

l'on  jugera  co'ivenable,  pour  les  trois  familles  ^  21),  on   pourra  poser, 
d'après  les  valeurs  (  20)  de  9, 

(22)  £  =    I       -^L^ ^-:^=>    £|    =    / ^1:1-^;    cj   =    /      -; ^    , ■ 
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et  la  liuij)  r.ituK  st  r.i  mic  loiiclioii  liiM'iiin  de  £,  on  £,,  ou  £.j,  Minant 
le  systéiiu*  do  surfaces  isothermes  (ai)  que  l'on  aura  en  vue. 

Les  iiiléjjrales  (2i)  peuvent  soldeiiir  par  les  métlioile^  connues,  et 
l'on  trouve  cpu'  les  fonctions  ).  de  i,  }.,  de  e,,  Xj  de  £j  se  tn(  Itent  sons 
la  forme 

'■  =  (^)  -  ('-^)  (^> 

On  pourrait,  au  lieu  de  À,  X,,  ).j,  prendre  poin*  paramètres  des  sur- 
faces (21)  les  Iransceuilanles  £.  £,,  £0.  Les  limites  de  ces  nouveaux 
parauietres  sont,  puur  £,  zéro  el  l'inHni:  pour  £,.  zéro  et  n .  [iour  £j, 
zéro  et  l'intégrale  coinpiolc 

(24)  n=    r   -==-^ ' 

Jo     VP  — «V7-« 

ipii  est  telle  que  ion  a 

On  remarquera  que  les  limites  supérieures  el  inférieures  se  correspon- 
dent pour  À  et  £,  pour),  et  £,  ;  mais  ipi  il  y  a  réciprocité  entre  l'ordre 
de  ces  limites  pour  Xj  el  Ej. 

Les  valeurs  de  .r,  y,  z,  en  À,  ).,,  /.j,  obtenues  pai  I  éliiiunalion  a  I  aule 
des  trois  équations  (ai),  conduisent  aux  relations  suivantes  : 

!j"  =  X  -f-  X,  -H  Xj  —  /5  —  y. 


(  a6)  \  jy/-  ^=z  y  X  -  /5  V  X ,  -  [i  V  P  -  ^2 , 
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Ces  valeurs  vérifieiU  les  ('quations 

j'  «'  _ 

'  "^  (X  -  p)ô:^"p)  ~  (>-7)(7->7)  -  ''' 

lesquelles  »'Xf)i-iiii('i)t    que  les  trois   systèmes  tle  surfaces  (  ai)  se  eou- 
peiit  à  iuigle  droit. 

La  première  et  la  Iroisième  des  équations  (2  r),  aux  paramètres  >. 
et).2,  représentent  des  paraboloïdes  a\ant  leurs  axes  principaux  sui  la 
même  droite,  qui  est  Taxe  des  x,  mais  en  sens  opposés;  quant  à  la  la- 
milleau  paramètre  X,,  elle  se  compose  de  paraboloiiesliyperboliques. 
Si  l'on  fait  2=  o  dans  les  équations  (21),  on  trouve,  pour  les  équations 
des  courbes  d'intersection  par  le  plan  des  xy. 


2 


X 


|-X,  =  0-^+(^.r 


PV. 


c'est-à-dire  que  ces  sections  principales  sont  des  paraboles  a3ant  toutes 
pour  foyer  le  point  B,  dont  les  coordonnées  sont 

6 
z  =  o,     j  =  o,     x  =  ^- 

Pareillement,   si  l'on  fait   )•  =  o  dans  les  équations  (21),   on   trouve 
pour  les  équations  des  traces  sur  le  plan  des  zjc, 


X  +  i  -  X 
2 


7 

X  -h  - 
2 


Tome  XIX  (2"  siiiie '.  —  Aoit   iS^'i.  l\0 
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c'est-à-dire  que  ces  sections  piiiicip  îles  sont  (Jes  parnhnies,  .lyiinl  tontes 
pouilo\er  le  point  (.".,  cl(jut  les  cootiloniices  sont 


7 

^-  =  G,       Z  :=  (»,       X  = 


i 


Le  paraboloide  cllipliquede  la  famillejj,  (jiii  correspfjtid  àc,  =  ct(^24), 
on  à  ).,  =  o,  a  pour  éipiation 

(37)  Ç-<--  =  2.r; 

/'  P  7 

son  sommet  est  à  l'origine  A,  et  il  enveloppe  tons  les  antres  parabo- 
loïdes  tle  la  même  famille.  (  elni  qui  corre-pond  à  la  valeur  zéro  île 
£,,  ou  Xo  =  (i,  devient  nue  aire  plane,  sur  le  plan  des  zy,  on  y  =  o, 
Imiitée  exiérienrenient  parla  parabole  ayani,  mm-  Taxe  des  o:,  soti 
sommet  en  li  et  son  foyer  en  C 

La  surface  e  correspondant  à  £  =  0,  on  ).  =  '/,  est  une  aire  plane,  située 
sur  le  plan  des  jrj  ou  z  =  o,  limitée  extérieurement  par  la  parabole 
ayant  son  somin«'t  en  Ci  et  son  foyer  en  B.  Tous  les  autres  paraboloides  £ 
ont  leurs  sommets  plus  éloignés  que  le  point  C,  et  sont  tournés  vers 
les  abscisses  négalivcs;  leurs  sections  par  le  plan  des  .ry  ont  toutes 
leur  foyer  eu  B,  et  leuis  sections  par  le  plan  des  zx  eu  C. 

Tout  paraboloide  byperbolique  e,  a  son  sommet  en  D  sur  l'axe  desx, 

à  une  distance  de  l'origine  égale  à  — »  c'est-à-dire  entre  B  et  C;  sa  sec- 
tion par  le  plan  des  zjc  est  une  parabole  s'ouvrant  vers  les  abscisses 
positives,  ayant  son  sommet  en  D  et  son  foyer  en  C;  sa  section  par 
le  plan  des  xr  est  une  parabole  s'ouvrant  vers  les  abscisses  négatives, 
ou  vers  l'origine,  ayant  son  sonunet  en  D  et  son  foyer  en  B. 

Le  paraboloide  correspondant  à  £,  =  o,  ou  X,  :=  /3,  est  une  aire 
|)lane,  située  sur  le  plan  des  .nj'  comme  la  surface  £3  =  0;  mais  cette 
aire  est  limitée  intérieurement  par  la  |)arabole  ayant  son  sommet  en  B 
et  son  foyer  enC;  en  sorte  que  l'intérieur  de  cette  parabole  est  la 
surface  £3  =  o,  ou  X,  =  fi,  et  l'extérieur,  la  surface  £,  =  o,  ou  X,  =  ^. 

Le  paraboloide  correspondant  à  e,  =  ;r,  ou  X,  =7,  est  une  aire 
plane,  située  sur  le  plan  des  /x  comme  la  surface  £  =  o;  mais  cette 
aire  est  limitée  intérieurement  par  la  parabole  dont  le  sommet  est  en  C 
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el  le  loyer  en  B;  c'esl-a-dire  que  sur  le  pl.in  des  )  x  l'inlcrii'tir  de  celle 
parabole  est  la  surlace  £  —  o,  ou  X  =  /,  cl  l'exlérieiir,  la  surface 
s,  =  n,  ou  X,  =  y. 

JjCS  surfaces  (21)  formeni  donc  un  système  parlicidier  de  surfaces 
orthogonales,  qui  pourra  être  utilisé  dans  des  recherches  spéciales.  Si 
l'on  prend  X,  X,,  Xo  poiu-  paramètres  de  ces  surfaces  ou  pour  coor- 
données curvilignes,  les  paramètres  différentiels  (\\\  piemier  ordre 
/j,  A,,  ^2,  déduits  de  la  première  équation  (/<),  transformée  à  l'aide 
des  valeurs  (3),  (18)  et  (26),  sont 


(28)  i  '^=h,  =  2^ISEI'^''-^, 

fft,  _    .     _        y/p  —  >,  ^7  —  ^, 

Si  l'on  adopte  pour  paramètres  les  transcendantes  e,  e,,  e.^,  les  para- 
mètres différentiels  du  prenuer  ordre  ïj,  vj,,  yj.j  seront  plus  simplement 

(^9)  i;^  =  ^'  = 


2 

vi- 

2 

-X, 

v/i.- 

2 

-3k, 

r/j,      ^^      \J\  —  \,)/\  —  -k, 

Les  équations  (26)  serviront  de  formules  de  transformation  quand 
on  adoptera  les  paramèties  X,  X,,  Xo.  Dans  le  cas  011  l'on  choisirait  £, 
£,,  £2,  il  faudrait  se  servir  de  celles-ci  : 


2X  = 


^I±l)  +  ^I^)fE(£)-COS£.-|-E(£,)J, 

(3o)  (     .r  =  (7-P)E(i)sin(i;)c(ij), 


40. 
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ilaiis  U'squellos  on  a  posr  géiiéraliini'iil,  poiii- Miiiplificr, 

^■^i'  '   ■  '  '  =  r.(«),    ^~^'  =  £(«). 

et  qui  se  iléduiseiH  des  équations  (a6)  en  y  subslitu.uil  los  valcMirs(23). 

Dans  les  loiinnles  (28)  et  (29),  ds ,  <ls,,  ds.^  ic'|)n''senteiil  les 
éléuicnts  dos  courbes  d'intersection  des  surfaces  (ai),  combes  (|ni 
sont,  comme  l'on  sait,  les  lignes  de  courbure  de  ces  sinfaces. 

Four  faire  une  application  du  système  coordonné  qui  vient  d'élre 
iléfini,  proposons-nous  d'évaluer  le  volinne  compris  entre  le  parabo- 
loïde  £j  =  w  (27  ,  ou  ).2  ■=  o,  et  un  des  par,d)nloïdes  i.  I.a  (lillcreiiticllc 

du  voliune  est 

,   j      ,          </*  (tk,  ffk,       lit  (il,  i/i, 
as  as,  as.,  =     .  ,   , —  = » 

et  l'intégrale  tpi'i!  s'agit  d'obtenir  est,  <ra|)rés  les  valeurs  (28), 

ou,  d'après  les  formules  (29), 

(33)  V  =  ^f^fj'i^'  -  ^•^)  {>•-  >^=)(^  -  h)  de  de,  dt,; 

/,  /.,,  Xj,  dans  cette  dernière  intégrale,  étant  les  tonctions  respectives 
lie  £,  £,,  £2,  ilonnéespar  les  équations  (23). 
On  a  identiquement 

(X,  -  XO(X  -  X,)  (X  -  X,)  =  (X,  -  X,  !X»  +  (A,  -  X)XÎ  -h  (X-  X.  )X?, 
et  l'intégrale  (33)  se  décompose  ainsi: 

(34)  j  +Uj\:,di.,-i.y}.di)j\]di, 

[  +(£,  Cxr/£-£pv/£.)/>^/e.]. 

en  prenani  d'abord  toutes  les  intégrales  depuis  £  =  o,  £,  =  o,  £,  =  o. 
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Les  fonctions  (aS)    (lomiciil    succossivenieiit,   en    adopt.inl    la    nota- 
tion (;^i), 

fx,rf.,  =  (lii).,-(l^P)si 

XV..=('4i).-('-^).(,.), 

et cesvaleiirssubstituéesdansVi 34)  donnent,  toutesles  réduclio/islaites, 
i'  V=  ^"^~'^'°!£[E(éo)-cos£,  ]£(£,)  sine. 

(^^)  +£,[E(£)  +  E(£,)]i:(£)C(£,) 

\  —  e2[E(£)+ coss,  ]£(£)  sin£,  j. 

Enfin,  si  l'on  fait  £,  =  71,  £n  =  nr,  il  vient,  ponr  l'intégrale  (33), 

(36)  \  =  ^{y-^Y[E{s)  +  E{r.)m,)C{^). 

Si  l'on  remarque  maintenant  que,  d'après  la  formule  (a5), 

et  que  la  valeur  X  (23)  donne  successivement 

X  =  ^[E(£)+E(tr)l,     X-/3=^--=P[E(£)+iJ,     X -7  =  I^^[E(£)- .  j, 

d'où  réunissant 

^[E(£)H-E(^)]  =  x,   i=lc{,)=^^\zrp^^ïzi^^   yjz}c(r.)  =  s^f;. 
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et  en  miiltiplianl 

il^[E(£)-«-E(a)]C(OC(ïr)=v^/Xv):^v)-^. 
on  voit  que  l'intégrale  (36),  et  j).ir  suite  (3a),  ont  pour  valeur 


(37)  V  =  ^vp7^N>-/3v').-7> 

ou  que  l'on  ;i 

/     p^  ÇV     ri  (X, -X,)(>,-X)()i-À,>rfX<A,<A, 


(38) 


=  2  7rs/37XvX-fiV^-7. 


Les  deux  païaholoides  elli|)lKiues  opj)o.sés,  qui  liiiulcnl  le  volume 
V  (37),  sont  honiofocaux  et  se  coupent  à  angles  droiis;  X  est  le  double 
de  la  distance  qui  sépare  liiirs  soiuinets  :  ces  |)araholoïd('S  oui  pour 
équations 

>•'  z'  IX  y'        z' 

et.  par  rélimination  de  .r,  on  trouve 

pour  l'équation  du  cylindre  droit  à  base  ellipticpie  qui  roiili«'nf  leur 
intersection  à  double  courbiue.  Or  le  volume  de  ce  cylindre,  limité  à 
deux  bases  tangentes  aux   sommets  des  deux  |)araboloïdps,  et  qui   a 

conséquemment  pour  hauteur-»  sera  évidemment,  d'après  l'équa- 
tion (4o), 


^V/3vWX-/3n/X-7,     ou     2V(37). 


On    jieut    donc   dire   trés-sim[)lemeut  (|ue  le   volume  cherche  est    la 
moitié  de  celui  du  cylindre  droit,  a  base  elliptique,  qui  l'enveloppe. 
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Sur   les  fonctions  qui  différent   le  moins  possible  de  zéro; 
Par  m     1»    ÏCUEBICIIEF 


(Tire  des  Mémoires  de  l\4cadcmie  drs  Sciences  de  Saint- l'étersbourg,  I.  XXII  ; 
traduit  du  russe  par  M.  N.  de  Khaniiof.) 


I.  J'ai  montré,  dans  le  Mémoire  Sur  les  fonctions  semblables  à 
celles  de  Legendre  {'],  comment  le  proiédé  que  ce  géomètre  a  em- 
ployé [*'],  |)0!ir  établir  la  propriété  loiidametitale  des  fonctions  con- 
nues sous  son  nom,  pouvait  être  étendu  à  d'autres  fonctions,  plus 
compliquées,  qu'on  obtient  en  développant  l'expression 

(t  +  i  -)-  V^i  —  Isa:  -+-  S-)  (l  —  i-+-  \  I  —  7.SX  -\-  s'f 


y/ 1  —  7.ix  -\-  s' 

en  une  série  de  la  forme 

T„  +  T,  j:  -f-  T.s-  -t- . . . . 

Jacobi,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Unlersuchungen  ûberdie  Diffe- 
rentialgleichung  der  hypergeortietrischen  Reilie  ['"],  déduit  la  même 
propriété  des  fonctions  T„,  T,,  To,...,  à  l'aide  d'une  équation  diffé- 
rentielle à  laquelle  on  satisfait  au  moyen  de  séries  hypergéométriques. 
Je  me  propose  ici  d'appliquer  ces  fonctions  à  une  recherche  qui  mon- 
trera plus  clairement  encore  leur  rapport  intime  aux  fonctions  de  Le- 


f*]   Travaux  savants  de  l' Académie  des  Sciences,  i86g. 
[**J  Exercices  du  Calcul  intégral,  t.  II,  p.  aSo. 
[***]  Jacobi,  Mathematische  fVerhe.  Band.  III. 
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cendre,  (lolie  appliralioii  c(jiisislc   a  ilclermiiifi-  les  |>()l\  iioiuet.   de   la 

tonne 

.r"  -I-  A,  .."-'  4-  Aj  X"-'  -H. . .+  A„_,  .r  ■+■  A,„ 

(jiii,  sans  cesser  decrollre  ou  tlodécrnîtreconsianimciii,  titlredes  limites 
données,  différent  aussi  jieii  (jiic  |)os^d)l('  di-  /éio.  Le-,  polv  nt'nnes  d»- 
celle  espèce,  couune  nous  le  verrons,  s'expriment  à  l'aide  «les  fonc- 
tions de  Legfudr»*,  uniciiicnienl  dans  le  cas  où  //,  \t'  degré  du  poly- 
nôme, est  ini  nombre  impair,  el  le  poh  nùme  lui-même  est  une  fonc- 
tion croissante.  Dans  lous  les  autres  cas,  la  rléterminalion  de  ces 
polynômes  exige  l'emploi  d'anlres  fonctions,  c|ue  nous  venons  de  dé- 
signer par  Tu,  T,,  T^,.  . .,  et  que  l'on  obtient  en  développant  eu  série 
i'ex|)ression 

■  I  -t-  .t  H-  V  I  —  -y.sx  -(-.»')    (  I  —  s  -\-  \J \  —  7.  s.r  -\-  S'Y 


\Ji —  isx  -t-  s' 

pour  des  valeurs  de  X  et  rji,  différentes  <lezéro.  \a-,  |)ol\nômc^,  dét(  r- 
uiinés  de  cette  façon,  Irouvent  une  application  utile  dans  les  recherches 
de  l'Analvsc  pure,  comme  dans  Its  qneslioiis  de  Mécanifpie  pratique, 
ainsi  que  nous  ra\ons  monlié  dans  nolie  Counnunicalion  du  22  août 
1871,  faite  a  Kiev  lors  de  la  troisième  réunion  des  naturalistes  russes, 
de  même  (jue  dans  notre  article  sur  le  Hc^uldteur  centriju^e ,  im|)rimé 
a  la  suite  du  compte  rendu  do  l'École  teclinologique  de  Moscou,  pour 
l'année  187  1 . 

2.  Pour  siiiij)idier  les  (oniiiilcs,  ncjiis  supposerons  que  lt'>  limites 
des  valeurs  de  la  variable  .r  sont  réduites  à  —  1  et  -(-  1  (ce  qu'd  est 
toujours  facile  de  réaliser).  En  désignant  par  V{x)  le  polynôme 

x"  -i-  A ,  .r"-'  +  Aj  x"-'^  -t- . . .  +  A„_,  .X  -+-  A„, 

nous  ferons  reinarcpier  que  1  une  des  conditions  de  notre  problème 
impose  à  la  fonction  F(x)  d'être  constamment  croissante,  ou  constam- 
ment décroissante,  de()nis  jt  =  —  1  jusqu'à  jr  ^  -<-  1 ,  de  sorte  que  sa 
dérivée  première 

F':  a-', 
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doit  conserver  toujours  le  même  signe  entre  ces  limites;  pnr  consé- 
quent, les  valeurs  primitives 

F(_,)      et     F('+.), 

qui  correspondent  aux  valeurs 

X  —  —  i      et     X  ~  -h  t, 

représenteront  les  limites  entre  lesquelles  la  fonction  F(x)  variera 
dans  le  passage  de  x  =  -  i  à  .r  =  +  i .  Pour  que  le  polynôme  F(x) 
puisse  différer  aussi  |)eu  que  possible  de  zéro,  en  passant  de  l''(  —  i)  à 
F(-f-  i),  il  faut  que  le  plus  grand  des  nombres 

Fi-i),      F(-hi) 

soit,  en  valeur  numérique,  aussi  petit  que  possible  et  qu  il  ne  puisse 
devenir  moindre  par  aucune  variation  du  polynôme  F(jr),  compatible 
avec  les  conditions  de  la  question,  qui  déterminent  le  degré  et  la  forme 
du  polynôme 

F  {x)  —  .t"  -h  A ,  x"-'  + .  .  .  +  A„_,  jc  -h  A„, 

ainsi  que  le  signe  de  sa  dérivée  F'(.r). 

Il  est  facile  de  voir  que  le  polynôme  cherché  doit  être  tel  que  l'on 
ait  l'égalité 

r(+i)=-F(-0- 

En  effet,  si  celte  égalité  n'a  pas  lieu,  nous  n'aurons  qu'à  retrancher 
de  F{x)  la  quantité  constante 

F(-l-i>-+-F(-i) 


ce  qui,  évidemment,  ne  change  ni  la  forme  du  polynôme  F[jc),  m  la 
valeur  de  sa  dérivée,  et  nous  obtenons,  au  lieu  des  limites  anciennes, 

F(-i)     et     F(-m), 

Tome  XIX  (s«  série).  —  Seïtemdke  1874-  4  ' 
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(It'iix  iiouvflli'S  valeurs  que  voici  : 

F(-i-i)-t-F(-i)_  F(-i)-F(  +  i) 
F(-') ; -,  ' 

^     ^      .        F(-n)-4-F(-0^F(H-.        1         0 

En  comparant  les  carrés  de  ces  quantités  avec  la  moyenne  arithmé- 
tique des  carrés  de 

F(-i)     ot  de     F(-l-i), 
nous  verrons  quo 

|-F(H-,)-F(-i)T  _  rF(-i)-F(-4-i) 


T        rF(-i)-F(-4-i)-1' 

_  F='  <    1'  u  F'(-i)  _  I  F(-H)4-F(— 1)1' 


D'où  il  résulte  que  le  carré  des  nouvelles  limites 

F(+0-F(-i)      F(-i)-F(H-i) 
,     

2  3 

sera  inférieur  au  plus  grand  des  carrés 

F=(-i),     F^(+.), 

et  que,  par  suite,  les  nouvelles  limites  seront  inférieures,  en  valeur 
numérique,  à  h  plus  grande  des  anciennes  limites.  Ainsi  nous  sommes 
conduits  à  admettre  que,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  tous  les 
polynômes  cherchés  doivent  satisfaire  à  l'égalité 

F{+^)  =  -¥{-l). 

Cette  égalité  nous  donne  donc  les  moyens  de  trouver  la  valeur  des 
polynômes  que  nous  examinons,  à  l'aide  de  la  valeur  de  leur  dérivée. 
En  effet,  représentons  le  polynôme  F{jc)  par  l'intégrale 


F(jc)  =  /'    F'{x)dx  +  C, 
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et  mettons  colto  expression  dans  l'éf:;alité  trouvée  ci-dessiis,  nous  ob- 
tenons, pour  déterminLi-  la  constante  C,  l'ociualion  que  voici  : 

/      '  V  [jc)  dx -h  C  ^  -  C, 

J —  1 

crou  Ton  lire 

En  mettant  cette  valeur  de  C  dans  l'expression  de  F(a-  ,  on  a 
(i)  F(.r)  =   f'\^'{.x)dx  -  ^  f'^'F\:c)rU-. 

En  déterminant  les  vaiein-s  limites  du  polynôme  ¥{x)  correspondant 
à  X  =ii:  I,  nous  trouverons  qu'elles  sont  égales  à  l'intégrale 


^   f  '''f'{x)(17\ 


prise  avec  le  signe  -f-  ou  avec  le  signe  —  .  Il  s'ensuit,  de  plus,  que  la 
plus  grande  valeur  des  polynômes  que  nous  avons  en  vue  sera  égale 
à  la  valeur  numérique  de  l'intégrale 


;/_r^('» 


i/x 


3.   Passant  à  la  détermination  de  la  dérivée 

F(.T), 

nous  ferons  observer  que,  comme  nous  l'avons  dit,  c  est  une  condition 
des  polynômes  que  nous  considérons  d'avoir  une  dérivée  première 
qui  ne  change  pas  de  signe  entre  j:  =  —  i  et  a;  —  -l-  i  ;  non -seulement 
toutes  les  racines  de  l'équation 

F\x)  =  o, 

comprises  en  dedans  des   limites  x  =-  —  i    et  x  ^^  +  t  ^  doivent  être 

4i  ■ 
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imjlti|)li's,    mais    le    tlfjjii'   ilc    U'iir    iiuilli[)licili'   iloil    >  r\|>i  iiiiiT   «ii 
nombres  pairs. 
(  )i-,  liésignoiis  par 

(/.^^        7j,  .  .  . ,        SE„| 

toutes  les  racines  de  l'('(|iiali()ii 

F'{x)  =  G, 

sdpérieures  à  —  i  et  inférieures  à  -i-  i ,  |»ar 

les  det;rés  di>  mnlliplicilé  de  ces  racines,  et  supposons,  comme  cela 
est  permis,  que  l'écjuation  l'{x)  =  o  ait  X  racines  égales  à  -f-  i ,  et  X„ 
racines  égales  à  —  i;  nous  allons  prouver  que  la  somme 

).  -4-  Xo  -I-  aX,  +  aXj  + . . .  +  2X,„, 

qui  représente  le  nombre  des  racines  de  l'équation  F{x)  =  o  ne  dé- 
passant pas  les  limites  jr  =  —  i  et  a-  =  -H  i,  ne  saurait  être  inférieure 
à  «  —  I ,  ou  au  degré  de  celte  équation. 

Pour  nous  en  convaincre,  admettons  le  contraire,  c'est-à-dire  po- 
sons 

X  -4-  Xo  +   2X,    -(-  2X0  -+-     .  .  -f-  2X,„  <  H  —    I  , 

et  prouvons  que  dans  cette  hypothèse  il  est  toujours  possdjle  de  faire 
varier  le  polynôme  V[Xj  sans  déranger  ni  sa  forme,  ni  le  signe  de  sa 
dérivée  F'(x)  entre  les  limites  or  =  —  i  et  .r  =  +  i,  mais  de  manière 
à  diminuer  la  valeur  de  l'intégrale 


lf_"y'{:v)dx, 


qui  détermine  la  limite  de  l'écart  entre  le  polynôme  cherch<;  et  zéro. 
Pour  le  faire  voir,   nous  observerons  que,  d'après  ce  que  nous  ve- 
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rions  (le  dire,  réqiiMtion 

V'{x)  -  o 
et  la  suivante 

(.r  -  if{x  +  i)\{x  -  «,Y-^<  {x  -  cf^Y'.  ...{jc-  «)="■'"•  =  o 

amont,  entre  les  valeurs  limites  j:  =  —  i  et  j:  =  +  t ,  les  mêmes  ra- 
cines et  avec  les  mêmes  degrés  de  multiplicité,  et,  ])ar  suite,  le  rapport 

F'   -. 


(x  — l/(x-f-i)\(j.-  —  a,)-'.    .<—;/.;_-  ....  ^j  —  a„)'^'" 

ne  changera  pas  de  signe  entre  x  — -  —  i  et  a-  =  +  i  el  sera  com|)i  is 
entre  deux  quantités  distinctes  de  zéro.  Désignons  par  T.„  la  plus  pe- 
tite de  ces  quantités  en  valeur  munérique,  et  remarquons  que  la  diffé- 
rence 

PT^) . 

{x  —  lj>-{x  -*-  l)\(a:  —  a,J=^  (x  —  a,)'*..  .  .  (a:  —  a„y''"'  "' 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  -+-  i  et  supérieures  à  —  i , 
aiuM  le  même  signe  que  le  rapport 


(.r  -  l)^  (.r  -i-})\  {x  -  a,)",  {-r  —  c^,)'\ .  .  .  yx  -  ol^  f--' 

et  qu'elle  lui  sera  inférieure  par  sa  valeur  numérique.  La  même  chose, 
évidemment,  aura  lieu  pour  les  expressions 

F'(.r)  -  U[x  -  if  [x-^\f'[x-a,Y\x-OL.f''K..[x -(/.,„)■-'>■'■    et    V'{x), 

qu'on  déduit  des  précédentes  en  les  multipliant  par 

[x  -  if{x  +  0^"(^  -  «,)-''(j:  -  c(,Y''^...{x  -  a,„ )='"■; 

d'où  il  est  clair  qu'en  soustrayant  de  F'[x)  l'expression 

U{x-  iY{x-hi  /«  (.r  +  a,  )=>■.  {x  -  a,Y^^.  ..{x-  a,„Y''-, 
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Doiis  ne  cessons  pas  de  salisfairc  à  la  condition  de  conserver  le  niênit- 
signe  à  F'(x-)  entre  les  limites  x  =  i  i  ;  mais  nous  iliniinuons  par  là 
la  valeur  absolue  de  l'intéjjirale 


f     'V'{^)ih; 


qui  détermine  la  limite  de  l'écart  entre  le  polynôme  cherché  et  zéro 
Quat)t  à  la  forme  du  polynôme 

F(x)  =  ^"-f-  A,  a"-'  -i-Aj.r"-^'  +...-h  A„_,a-f- A„, 

après  avoir  fait  subir  à  F'(j:)  la   transformation  ci-dessus  indiquée, 
elle  restera  la  même,  car,  d'après  l'inégalité  (2),  l'expression 

L„  {x  -  \y{x  -+-  if'{x  -  a,f'>{x  -  «5)»^...(a  -  «„;»>-- 

ne  contiendra   pas  de  puissances  de  x,   supérieures  tout  au  plus  a 
«  —  2. 

Nous  voyons  ainsi  qu'en  admettant  la  possibilité  de  l'inégalité  (2) 
on  peut  rendre  le  polynôme  F(.r)  plus  ap|)roché  de  zéro,  en  lui  con- 
servant, conformément  aux  considérations  de  la  question,  la  forme 

X"  +-  A,x"-*  -h  AnX"--  -1-...+  A„_,  X  -f-  A„. 

et  sans  faire  varier  le  signe  de  sa  dérivée  première  entre  les  limites 
.r  =  —  I  et  j:  =  +  i . 

Or  cette  conclusion  est  absurde,  puisque,  par  hypothèse,  le  poly- 
nôme en  question  est  celui  qui  diffère  le  moins  possdjie  de  zéro,  ciitri 
les  limites  j:  =  —  i  et  .r  =  -f-  i . 

Bn  observant  que  cette  inégalité,  dont  le  côté  gauche  est  le  nombre 
des  racines  de  l'équation  F.'(j:)  =  o,  comprises  entre  les  limites 
x  =  —  I  et  a:  =  -I-  I ,  et  la  partie  droite  le  degré  n  —  1  de  cette  équa- 
tion, ne  peut  avoir  lieu,  non  plus,  avec  un  signe  d'inégalité  contraire 
au  premier,  nous  sommes  conduits  à  admettre  l'égalité 

>,   -+-   >.0  -1-   2  X,    -f-    2).j   -)-...+   a  ).„   —   «-  -  I  , 


PURES  ET  Al'I'IJOUÉES.  ia7 

d'où  il   rôsiillc  que  toutes  les  n  —  i    racines  tle  l'éqnation  F'(j'  )  —  o 
lui  seroul  coiuuiuucs  avec  réqualion 

[X  -  xf{x  +  i)>.(x  -  a,)"^  [x  -  «,)=>... .(.r  -  a,„f-, 

et  qu'ainsi  l'on  a 

F'(x)  =  C(.r  -  .-•",>        x)\{x  -  «,)»>.  [x  -  «,)•-■'.... (X  -  «„)^>", 

où  C  est  un  facteur  constant. 

Pour  trouver  la  valeur  de  ce  facteur,  nous  observons  que,  le  poly- 
nômo  cherché  étant  de  la  forme 

x"  +  A,  x"-^  ■+■  Aj  x"-*  -+-. . .-+-  A„_,  X  +  A„, 
sa  dérivée  sera 

¥'{x)  =  nx''  '  -^  [n  -  i)  A,  x""'' -t- («  -  2)  A,x"-^ -+-. . .+ A„_,, 

ce  qui,  étant  comparé  à  l'expression  ci-dessus  de  F'(.r),  nous  donne 

C  =  n. 

Par  conséquent,  ¥'{x)  peut  être  représentée  par  la  formule  que 
voici  : 

F'(.r)  —  n{x—  \f{x  4-  1)^»  [x  —  x,)-'^'  {x  -  a^j-^' .  . .  (x  —  ccnj""". 

Si  maintenant  on  désigne  par  q  et  </„  les  quotients,  et  par  p  et  p„ 
les  restes  qu'on  obtient  en  divisant  les  exposants  ),  et  >„  par  2,  celle 
égalité  pourra  être  mise  sous  la  forme 

F'{x)  =  n{x  -  i)p(j:  +  i)p» 

X  [(x  —  i)'  {x  -+-  i)''«  [x  —  a,)^i  [x  —  a2Y'...{x  —  «m)^"]*, 

ou  bien 

(3)  F'(x)  =  «(.r  -  l)P(x  +  I)f«U^ 


328  JOURNAL  Dli  MATHÉMATIQUES 

U  ét.ml  un  polynùiiu'  (loiiiii'- par  la  lorimili' 

U  =  (j:  -  i)'(x  +  i)».(:i--a.)>.(x-  a)^...(a- -  a,,,)'-. 

Les  nombres  p  et  po  de  la  formule  (3)  étant  les  restes  de  la  division  de 
y  et  )„  par  a,  ne  peuvent  avoir  que  les  valeurs  zéro  et  f ,  et  il  est  trés- 
aisé  de  voir,  dans  chaque  cas  particulier,  d'après  la  forme  du  nombre  n, 
degré  du  polynôme  ciiercbé  !•' (x),  et  d  après  le  signe  de  sa  dérivée 
première  F'(xJ,  entre  j:  =  —  i  et  x  =  -f-  i,  lequel  de  ces  deux  nom- 
bres doit  être  adopté  pour  p  et  pg  dans  l'expression  de  F'(jr),  par  la 
formule  (3). 

En  effet,  si  n,  degré  du  polynôme  F(.i  ),  est  un  nombre  impair,  sa 
dérivée  F'(.r)  sera  de  degré  pair,  et  dans  ce  cas  l'égalité  (3),  où  U''  est 
aussi  une  fonction  de  degré  pair,  indicjue  que  le  facteur  [jc  —  if{x-^  i)P» 
doit  aussi  être  une  fonction  de  degré  pair;  mais,  comme  il  n'est  pos- 
sible de  satisfaire  à  cette  condition,  ni  dans  l'Iiypolliése  de  p  =  o  et 
(5,,  =  I ,  ni  dans  celle  de  jS  =  i  et  p^  =  o,  on  est  forcé  d'admettre  que, 
dans  ce  cas,  on  aura  ou  p  =  o  et  p^  =  o,  ou  bien  f>  =  i  et  (5„  =  i . 

Pour  décider  lequel  de  ces  deux  systèmes  de  valeurs  de /s  et  po  doit 
être  adopté,  nous  observerons  fpie  le  |)reuiier  nous  ilonne,  d'après  la 
formule    3y,  l'expression 

et  le  second 

F'(^)  =  n{x-ï){jc-hi)U\ 

et  qu'ainsi,  la  variable  .r  demeTirant  comprise  entre  —  i  et  +  i,  dans 
le  premier  cas,  F'(x)  aura  une  valeur  positive,  et  que,  dans  le  second 
cas,  elle  aura  une  valeur  négative.  De  cette  façon,  il  est  clair  que  les 
valeurs  js  =  o  et  /Sg  =  o  doivent  être  adoptées  dans  le  cas  où  F(x)  sera 
une  fonction  constamment  croissante  entre  les  limites  x  =  —  i  et 
a:  =  —  I ,  et  p  i=  i  et  po  =:  i ,  dans  le  cas  où  F(x)  sera  une  fonction 
constamment  décroissante. 

Passant  à  la  considération  du  cas  où  n  est  pair,  nous  observerons 
que,  dans  cette  hypothèse,  le  degré  de  la  dérivée  première  de  F(j:) 
sera  impair,  et,  par  suite,  pour  satisfaire  à  l'égalité  ['i),  nous  devons 
assigner  à  p  et  pg  les  valeurs  tjue  voici  :  ou  bien  s  =  o  et  /5„  =  i ,  ou 
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vice  vcrsd  p  =  i  et  p„  --  o.  Or,  comme  iiour  ces  valeurs  de  ^j  el  c>„  la 
forimile  (3)  devient  respeclivemeiit 

F'(.r)  =  7î(x4-i)U'-, 

et  que  la  première  de  ces  deux  expressions  reste  constamment  posi- 
tive depuis  x  =  — I  jusqu'à  x-=  -Hi,  et  la  seconde  constamment 
négative  pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  nous  concluons  fpie,  dans  le 
cas  de  n  pair,  on  a  p  ==  o  et  p„  =  i ,  si  F(j:)  est  ini  polynôme  toujours 
croissant,  depuis  x  =  —i  jusqu'à  j?=-|-i,  et  p  —  i  et  p^  —  o , 
quand  F(.r)  décroîtra  constamment  entre  les  mêmes  limites. 

K.  Pour  déterminer  le  |ioiynùme  U,  qui  figure  dans  l'expression  ci- 
dessus  de  F'(x),  nous  ferons  remarquer  que,  d'après  le  n"  5,  ce  poly- 
nôme est  un  produit  de  la  forme 

[x  —  i)''(x  -\-  i)'»(x  —  a,)'<(a:-  —  «3)''...(x  —  «,„)'".; 

par  conséquent,  il  a  toujours  la  forme 

U  =  x'  4-  R,  x'-'  H-  Ba  x'--  -+-...+  B,_,  X  +  B^, 

et  la  valeur  du  degré  l  s'obtient  à  l'aide  de  l'égalité  (3),  qui  donne, 
entre  les  exposants,  la  relation 

(4)  n~i  =  p-h  po-^il 

D'un  autre  côté  nous  savons,  par  le  n"  5,  que  la  limite  de  l'écart 
entre  zéro  et  le  polynôme  cherché  F(,r),  depuis  x -=  -  i  jusqu'à 
■r  =  4-  I,  est  égale  à  la  valeur  numérique  de  l'intégrale 

-j_      Y'{x)dx; 

mais  cette  intégrale  (3)  se  réduit  à 

(-i)p"   r'\\  -[-  xY^[i  -  x)^\]- dx, 

Tomo  XIX  (a"  série).  —  Septembre  iSj/i.  'M 
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si  l'on  y  mit  pour  F'(r)  son  expression  (3),  et  ia  valeur  miinériiiue  tli- 
cette  dernière  intégrale  est  évidemment 

l  l"*"{i-^xy>{i-xY\J-'(tx. 

Donc,  en  dcsignnnt  par  L  la  limite  de  l'écart  entre  zéro  et  le  poly- 
nôme cherché  F^r),  nous  aurons 

(5)  Lr-^  /"^'(i  +  ^)P.(i  -    .r)PUVx. 

Ainsi,  pour  diminuer,  autant  que  possible,  la  quantité  L,  sans  chan- 
ger toutefois  les  conditions  de  la  question,  nous  aurons  à  déterminer 
le  polynôme  U  de  façon  à  rendre  minimum  l'intégrale 


r  ' {t-h xY'ii  -  x)^i5-(fx. 


Il  est  facile  d'v  parvenir  à  l'aide  des  fonctions 

qu'on  obtient  en  développant  l'expression 

(l  -I-  f  -+-  \/l  —  2SX  -(-*')  (l  —  *  -I-  \/T—  2.rx  ■+■  s^Y 

V^I  —  7.SX  +  t' 

en  une  série  de  la  forme 

To -t- T,  ^ -t- Tj  *» -f- . . . -+-  T,s'. 

Kn  effet,  on  sait  que  ces  fonctions  sont  de  degrés  o,  i,  a,...,  /,..., 
tt  qu'en  général  pour  tout  m  distinct  de  m,  elles  satisfont  à  l'équa- 
tion 

X-+-  I  T     T 
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(1(!  plus,  il  résult(i  de  ce  que  nous  avons  «'lahli   dans  nuire  Mémoire 
Sur  lesjractions  continues  [*J  que  rintégralc 


/:'„- 


Z  étant  de  la  forme 

x'  -+-  B,  x'-'  -H  Bj  x'-'  +  ...-\-  B,_,  X  -t-  B^, 

acquiert  une  valeur  minimum  lorsque  le  polynôme  Z  ne  diffère  de  la 
fonction  ï,  que  par  un  facteur  constant.  Nous  en  concluons  donc  que 
le  polynôme 

U  =:  x'  H-  B,  x'-'  -H  B.  x'--  + . . .  -h  B,_,  X  +•  B„ 
qui  correspond  à  la  valeur  minimum  de  l'intégrale 

sera  donné  par  la  formule  U  =  CT/  en  faisant  ).  =  —  p  et  fx  =  —  p„, 
dans  l'expression  de  la  fonction  T^,  qui  nous  est  fournie  par  le  déve- 
loppement en  série 

To  -!-  T,  5  -h  T,  i=  -h . .  .  4-  T;*'  4- . . . 
de  l'expression 

(l  +  J  -I-  V'i  —  2fX  4-*')^(l  —  f -4-  V^I  —  2.t.r  +  ■?')'' 
V  I  —  ISX  ■+-  s^ 

Désignant  par  K;  le  coefficient  de  .r',  dans  la  fonction  T/,  et  remar- 
quant que  cette  puissance  de  x  doit  figurer  dans  le  polynôme  U 
avec  un  coefficient  égal  à  l'unité,  nous  en  concluons  que  l'expression 
que  nous  venons  de  trouver  pour  U  entraîne  l'égalité 

[*]  Mémoires  scientifiques  de  l' Académie  des  Hciences,  de  la  i  "-'  et  île  la  3*  Classe,  t.  III. 

/,2. 
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d'où  l'on  lire 

et,  par  suite,  le  pul}  iiôme  U  est  compli-temenl  clélcrminé  par  l'ôcpialion 


(6) 


^  =  k;^'' 


où,  comme  nous  venons  de  le  dire,  la  fonction  T/  s'obtient  en  déve- 
lo[)pant  l'expression 


rt 


( I  -+-  *  -f-  ^i  —  2f X  -H f')"*'  il  —  s  ■+■  sfT^  ajx  +  J')' 
^1  —  7.SX  -+-  i' 


Or,  comme  ce  développement  pcnt  èlrc  représenté  par  l'égalité  que 
voici  : 

(i  +  j-f-  y/i  —  2.tj-<- 7)~''(i  — f  +  y/i  — a^j-f-.tO"'  —Vt      m 
y/i  —  2Jj;  +  j'  ** 

et  désignant  jiar  K.„„  K'„., . . .  les  coefficients  de  x"",  .r'""',.    .  dans  la 
fonclion  T,n  pour  une  valeur  quelconque  de  m,  nous  aurons 

{i  -^  s  +  sji—  .'..va;  -T-.t')~''f  I  —  *+  y/l  —  afx  + j')~' 


V^i  —  •j.sx-\-s' 

o 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  s  et  x.  Donc,  si  l'on  pose 


oc  =  -, 

s 


et  si  l'on  f.iit  ensuite  ^  =  o,  l'égalité  ci-dessus  se  réduit  à  la  formule 


v'i  —  20 


=2:k„ 


Cette  expression  nous  montre  (pie  K/,  coefficient  de  .i'  dans  la  fonc- 
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tion  T/,  s(Ta  idiMiliiiue  au  coefllcieiit  île  a',  dans  le  di-vcloppemeiit  en 
série  de  l'ex|)rossioii 

^I  —  2a 

Mais  comme  on  sait,  par  ce  que  nous  avons  dit,  dans  le  n"  4,  sur 
les  nombres  p„  et  o,  que  leur  somme  ne  |)eut  être  que  zéro,  i  ou  2,  la 


formule 


(.  +  / 


— 5  pour  ces  valeurs,  peut  être  remplacée  par 

yi  —  2a 


les  séries 

I       ,1.3,  1 .3.5. .  .{2I—  i)    , 

1  12  1.2.3.../  ' 

1  1.3  i3.5      „  i.3.5...(2/-i-i), 

2  2.1.2  2.1.2.3  2.1.2.3.,.  (/-M)  ' 

il        1  ^  11?  I  3  1 .3.5    2  I  /+  I   1 .3.5  .  .(2/-1-  i)    i 

22"*'23    7.2'^~'"24    7:^3  ''•'   "^"•••"^i    7T^      1.2. 3.  ..(/  +  !)     "^     "^  '  '  "  ' 

par  suite,  le  coefficient  R',  selon  que  l'on  donne  à  la  somme  çj  -\-  Og 
les  valeurs  zéro,  i  ou  2,  aura  les  trois  valeurs  que  voici  : 

1^    1 .3.5. .  .(2/  —  i) 

^' 1.2.3.../       ' 

,      ■.  ;   „  I  .  I  .3.5.  .  .(2/  +  1) 

(7)  \^'~ 


K^ 


2.1,2.3..  .(/-)-l) 

i.i.3.5...(2/+i)(/-n) 

2.  1.2.3.  .     (/  +  l)(/  +  2) 


6.  D'après  toutes  les  reclierches  précédentes,  il  sera  aisé  de  trou- 
ver, dans  chaque  cas  particulier,  un  polynôme  F  {x)  de  la  forme  de 

x"  +  A,  X"-'  -h  A._x"--  -)-...  -t-  A,,.,  .r  ^-  A„, 

qui,  tout  en  restant  toujours  croissant  ou  décroissant,  depuis  x  ^  —  ï 
jusqu'à  X  =  -\-if  diilére  le  moins  possible  de  zéro  entre  ces  mêmes 
limites. 

Nous  commencerons  par  déterminer  les  nombres  p  et  pa  en  obser- 
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vaut  <jiu',  cl'a|)iès  le  n"  i,  on  a,  n  étant  impair, 

p  =  o      et      p„  =:-  o, 
ou  bien 

p  =  I     et     po  =  I, 

selon  que  le  polynôme  cherché  croîtra  ou  décroîtra  constamment  entre 
les  limites  x  =  i  et  a:  =  ^-  i ,  et  que,  dans  le  cas  de  n  pair,  ces  mêmes 
nombres  seront 

(5  =  o     et     p„       I , 
ou  bien 

p  =  I     ,  t     p„-^--o, 

selon  que  le  polynôme  cherché  sera  constamment  croissant  ou  con- 
stamment décroissant  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  a:  ==  —  i 

jusqu'à  X  =  +  i. 

Connaissant  (j  et  Oo,  nous  trouvons,  à  l'aide  de  l'équation  (4), 

(8)  L  =  'l:rf-f'-\ 

puis  nous  cherchons  la  valeur  de  la  fonction  T/,  coefficient  de  s' 
dans  le  dével()i)[)euient  de  l'expression 

(n-  *  4-  \ll  —  7.sx  +  S^)~'°{l  —  S  -\-  \/l  —  2SX  ■+■  *')"' 

—-——_——-— , 

V  I  —  2  JX  -4-  j' 

selon  les  puissances  ascendantes  de  s,  et  la  valeur  du  coefficient  K/, 
par  la  formule  (7).  Les  valeurs  de  T/  et  de  K,  étant  connues,  à 
l'aide  des  équations  (3)  et  (6),  dont  on  élimine  la  fonction  U,  nous 
déterminons  ¥'{x),  dérivée  du  polynôme  cherché, 

V'{x)=l-,{x^-iY'(x-iri:f; 

mettant  cette  valeur  à  la  place  de  ¥'{x)  dans  l'équation  (i),  nous  ob- 
tenons enfin,  pour  l'expression  du  polynôme  cherché,  la  formule  cpie 
voici  : 
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Nous  trouverons  ainsi  le  polynùnio  cliorclié,  qui,  jouissant  de  la 
propriété  de  croître  ou  de  dccroitro  conslannucnl,  depuis  .r  —  -  i 
juscpi'à  .r  =  -H  I,  différera  de  /.éro,  moins  que  tous  les  autres  poly- 
nômes de  la  même  fornie. 

Maintenant,  pour  calculer  la  valeur  de  L,  limite  des  écarts  de  ce 
polynôme,  nous  observerons  que  la  fornude  (5),  en  y  niellant  l'ex- 
pression de  U,  tirée  de  l'équation  (6),  nous  donne 


L 


=  {l,£\i-^a:y'{i-xYVclx, 


ou  bien  en  mettant  pour  n  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (4),  c'est-à-dire 
la  somme  2/  -i-  p  -\-  p„  -+-  i, 

Nous  observerons  ensuite  que,  d'après  ce  que  nous  avons  établi 
dans  notre  Mémoire  Sur  les  fonctions  seiuhlahles  niixfonctiojis  de  Le- 
gcrulre  [Méni.  se,  1869),  sur  la  réduction  de  l'intégrale 


à  l'intégrale 


X 


„  .T:^(i-j-)^[i-stx') 


r.dx, 


la  valeur  de  l'intégrale  /       {\ -\- xy'[i  —  x^TJ  dx,  qui  entre  dans 

t.'  —  1 

l'expression  de  L,  sera  le  coefficient  de  [st'f  dans  le  développement 
de  la  formule  intégrale 
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suivant  les  puissances  ascendantes  di;  st.  Or,  comme  cette  inti'gralo 
devient 

~iog — Y  P°"''   /=  =  °   ^'   r^o=^f>, 


il       '      .        I  —  v'*'        locfi  —  Jf)l 


1       ot      p„     -  I  , 
-  L3(*')'      ■  «-♦-  V"  "  '        J 

et 

2St 


log(i  — */)     pour     (1  —  0     et     ^^  =  1, 


de  même  que  pour  (>  =i  et  /3o  ^^  o,  et  que  ces  trois  expressions  se 
dévelojipent  en  trois  séries  que  voici  : 


a. 2. 3^2. 3. 5        ^2.4.7^     '     '   ■■         2(/+2)2(/+3) 

^  +  r'-'-^w-^-+2(7V7)W-^- 

(i  +  x'f'  (i  —  jr)P  T'  dx  seront ,  pour 
—  i 

les  trois  svst(,'mcs  do  valeurs  de  p  et  p^  ^}^^  nous  venons  de  men- 
tionner, 

2  /+i  ,1 

et 


2/  +  I  7,(/  +  2)2(/-4-3)  2(/-t-l) 

En  mettant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  E  à  la  place  de  l'inté- 
grale qui  y  figure,  et  en  remplaçant  K/  par  ses  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (7),  nous  obtenons  pour  la  valeur  de  L  les  trois  cxprcs^sions  quf 
voici  : 

-        r       1.2.3.../      Y 

T    -  I    '■^3-(^+')l'  L±i 
^  L'-3-5...(2/  +  i)J   /-m' 

!_! .  J.5. .  .(2/  -^  i)J 
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correspondanles  aux  trois  liypollièses  sur  les  valeurs  île  '>  el  <Je  f/,, 

i"  f,—.oel     (',,  —  u, 

2"  (5  =;  I      et     /i„  =  I , 

et 

3"  p  =  o,     pg^=i,     (Kl  bien     p  =  i      el     f<„=o; 

mais,  d'après  (8),  ces  trois  systèmes  d'hypothèses  sur  les  valeurs  de  p 

et  o„  nous  donnent 

,         ri  —  l  ,        ri  —  3  ,        n  —  2 

/= )     /  — et     /  = ; 

1  2  2 

et  par  suite  les  expressions  ci-dessus  de  L  se  réduisent  à 


[     .2.3  ...^T 
^  "^  LtT3T5...(«~2)J   ' 

•••   ~T~  r>_ 

Li.3.5.  .  .(«  — 2j'J    « 

r  ..»3..;  ]■ 

^L'-3.5...i«  -i)J 


Les  deux  premières  de  ces  expressions  de  L  obtenues  dans  ]es  hypo- 
thèses 5  et  p^,  =  o,  et  r,  et  ^Sj,  =  i,  et  se  rapportant  toutes  deux,  d'après 
le  n°  G,  au  cas  de  n  impair,  peuvent  être  remplacées  par  une  seule 
formule 


1.  = 


qui  se  réduit  à  la  première  ou  à  la  seconile,  selon  que  dans  n  ±  i  on 
prend  le  signe  -r-  ou  le  signe  — .  Or,  comme  la  première  des  trois  ex- 
pressions ci-dessus  de  L  correspond  à  1  hypothèse  p  =  o  eX  p„  =  o, 
c'est-à-dire  (d'après  le  n°  5)  au  cas  où  le  polynôme  cherché  ne  cesse 
de  croître  entre  les  limites  de  .r  =  —  i  et  a  r=  4-  i .  et  que  la  seconde 

lome  XIX  {i'  série).  —  Septembre  18-4.  h^ 
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<Je  ces  exprt'ssions  a  été  obtenue  ilaiis  l'Iiypothése  de  p  =  i  el  p„=  i , 
c'est-à-dire  en  admettant  que  le  polynôme  clierché  décroît  constam- 
ment entre  les  limites  de  a.-  -  i  el  j- =:  4-  i ,  nous  concluons  que 
l'on  doit  f^aider,  dans  la  tornuile 


r....3.."-:^T- 

T l_  1±J 

L>.3.5...(«-2)J   /7±i' 


If  signe  -I-  ou  le  signe  — ,  selon  que  le  polynôme  clierclié  ne  cesse  de 
croître  ou  de  décroître  entre  les  limites  x  =  —  1  et  a-  =  -+-  i ,  bien  en- 
tendu dans  le  cas  où  »,  le  degré  de  ce  polynôme,  est  un  nombre 
unpair.  Quant  à  la  détermination  de  L  dans  le  cas  de  ri  pair,  la  \aleiir 
est  donnée  p.ir  la  troisième  expression  de  L,  à  savoir  : 


r  .-3.  .^  T 

Lr:T.5:..(»-i)j  ' 


L 

car  elle  a  été  obtenue  en  faisant  p  =  o  el  p„  =  i  ou  bien  jS  =  i  el  po  =  o. 

7.  Les  polynômes  de  la  forme 

X"  4-  A,  .1  '•^'  -1-  Aj x"--  -f- . . .  -l-  A„ .,  X  -4-  A„, 

déterminés  conformément  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  différeront  moins 
de  zéro,  entre  les  limites  x  =:  —  i  et  j:  =  -1-  1 ,  que  tous  les  polynômes 
de  la  même  espèce,  et  qui  seront,  comme  eux,  constamment  croissants 
ou  constamment  décroissants  entre  les  limites  indiquées  de  la  varia- 
ble X.  En  daulres  termes,  l'écart  entre  zéro  et  tout  polynôme  satisfai- 
sant aux  mêmes  conditions  ne  saurait  être  inférieur  à  L,  limite  des 
écarts  entre  zéro  et  la  valeur  des  polynômes  que  nous  examinons.  Les 
valeurs  de  L  que  nous  venons  de  trouver  nous  permettent  d'énoncer 
le  tliéorème  suivant  : 

TuÉORÉMi;.  —  Si  un  polynôme  /le  In  forme 

jc"-i-  \,x"''  -f-...-i-  A„-,x  -H  A„ 
ne  cesse  de  croître  ou  de  décroître  depuis  x  ^^  —  i  jusqu'à  x  =^  +  \ ,  sa 
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valeur  niiiiiériifur  ne  siiurrtil  être,  dans  ces  limites,  inje.rieiire  a 


I  .2.i.  .  .   -  I 

'•  I        • 

— 5-5 ; ;  I  SI  n  est  nii 

1 .3.5. .  .(/i  —  i)J 

r.  ,.3../i---'T^ 

V.  «  -f-  r      . 

— ■„— z ; r  I SI  a  est  impair 

Li  .3.5. .  .(n  —  2)J   n±i  ' 


2  I  — :ç—fi ; ;  I  SI  n  est  nu  nombre  ixiir, 

nu  bien  à 


Dans  la  dernière  Jbnnule ,  il  faut  prendre  dans  l'expression  n  ±1  \  le 
signe  ■+-  ou  le  signe  — ,  selon  que  le  polynôme  cherché  croît  ou  décroît 
depuis  jc  =  —  i  jusqu'à  x  =  +  1 . 

Ce  théorème  nous  pernu-ttra  d'en  déduire  un  aulro  plus  simple,  en 
remplaçant  les  valeurs  exactes  do  L  par  des  valeurs  a[)prochées,  mais 
inférieures  aux  premières.  Eu  effet,  ces  valeurs  approchées  s'obtiennent 
'  aisément  à  l'aide  de  la  formule  de  Wallis 

jr  2244  2  W  2  /»  2  //l  -f-  2    2  /H  +  2 

2         I    3  3  5  2  »;  —  I   2  //i  -t-  I   2  /«  +  I   2  m  -f-  3 

Notamment,  si  l'on  fait 

Y    2  /«  (  2  m  -(-  2  j   (  2  A«  -4-  2  )  (  2  «I  -)-  4  ) 

~     (2/n  +  \f  (2/n  +  3)' 

et 

l7.m  +  2)  (2/M  -+-  4)' 


Y  = 


(2m  -(-  i)(2/»  -t-  3)  (2m  ■+■  3)  (2/n  -f-  5j 
l'expression  de  -  devient 

■K    2244  "" 


et 


d'où  l'on  tire 


2        1  3  3  5 


75-        2244 


X 


lin 


2  I    3    3    5  21/1—1    2/«  -1-  I 

[i  .2.3.  .  .  m       T- 2 /« ir 
1.3.5.  .  .(2m  —  i)J    "  2'"^^X.' 

[1 .2.3. .  .  TO       "1-       {9, «;  H-  lyTT  ■ 
1.3.5. ..(2M  —  i)J    ~      3.""-^' Y     ■ 
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mais,  coininc  les  valeurs  trouvées  ci-dessiis  |i(tiir  \  cl  Y  pouvoiil  elrc 
mises  sous  les  forim-s 


X 


L  (2"»  +  r)'  j   [  (a/H  -H  3|'J 


I  + 


I  7.111  ■+■  3)  (2///  -f-  51 


L  (2»/  -+■  l)  (1.III  ■+  3)J   L 

il  est  ('vidiMil  f]iie 

X  <  I      et      V  >  I . 

Donc  ci\  siipprimaiit,  dans  les  é([iialions  pncédi'iitcs,  les  termes  de  X 
et  Y,  nous  obtenons  les  inégalités 


et 


[I  .  2 .  3 ...  /H  1  -         V.  /;/  r 

|.3.5...(2W  —  l)J    -^  2'-+' 

I 1    -J  .  3 . . .  w V^ 

L I   3 . 5 .  . .  (  2  »/  —  I  )  J 


•y.in  -4-  i)t: 


Ainsi  la  \aleur  de    — .   '    '    '  '  ' — - — .      sera  comprise  entre  deux  pro- 
Li  .3.5.  .  .(2m  —  i)J  '  ' 

duils  (|n'on  obtient  en  nuiltipliant -5;;^  par  2  in  et  2in  -+-  1  ;  donc  cette 

valeur  sera  égale  à    ,„^,  i  multipliée  par  une  certaine  valeur  moyenne 

entre  2in  et  am-f-i;  mais,  comme  cette  moyenne  peut  être  repré- 
sentée par  7.  m  ■+-  5,  où  l'on  a  5  >  o  et  <  i,  nous  pouvons  remplicer 
les  dernières  inégalités  par  l'équalion 

r       1.2.3...W/;       "l^ 2«/-(-'i,« 

Ll  .3.5..  .(2/H  —  I   J  2*™-^' 

En  tiisant,  dans  cette  formule,  m  =  pour    n  iMi|)air,  et  m  =^  - 

poiu'  Il  pair,  nous  obtenons 

2.3 


et 


Li.3.5...(/i-2)J    ~T'^" 

Ltij:5...(/z-T)J 


I  -\-0) 


= ,-.,  ("  +  ^)- 


l'URKS   ET  Al'l>IJ(JlJKIiS.  34  i 

Or.  cimitne  la  valeiir  de  0  ii't'sl  liiuiht;  que  par  zéro  et  i,  el  (|m!  la 
(liflorciice  I  —  5  se  trouve  clans  le  iiièuie  cas,  celte  tlUfércnce  pomia 
être  remplacée  dans  la  formule  ci-dessus  par  0,  ce  qui  nous  peruietira 
de  siin|)IHu'r  les  foriiudes  où  figun:  celte  difl'éreuce  et  d'écrire 


[, 


1.2.3. 


2"  ^ 


(ioni|)araut  les  égalités  que  nous  venons  d'obtenir  avec  les  expns- 
sions  de  L  du  n"  (î,  nous  voyons  que  ces  dernières  peuvent  être  reui- 

platécs  par 

//  +  I   «  —  Ô  ,  «  -i-  0 


Lr= 


«  in  I      2"  2" 


En  examinant  ces  valeurs  de  I-,  nous  remarquons  qu'on  obtient  la  li- 
mite inférieure  de  L  par  la  formule  L  =  '—r—  ^^^  rr,  en  v  faisant  0  =  i 

'  «±12"-' 

et  en  prenant  ±  i  avec  le  signe  -f-,  de  façon  que  cette  valeur  limite 
devient — u— tt.    On  voit  ainsi   que  L  surpassera  toujours  — ~^  ^,  et 
nous  sommes  amené  au  théorème  que  voici  : 
Théorème    —  La  valeurnumérique  du  polynôme 

x"  -+-  A,  x"'^  4- ...  4  A„_,  .r  +  A„, 
depuis  .ï  =  —  I  ef  a=  -4-  I ,  doit  surpasser  -    ,    n,  si  ce  polynôme  ne  cesse 


I 

2 

de  croître  ou  de  décroître  entre  ces  limites  de  la  variable  a . 


Si  nous  taisons,  dans  nos  formules, 


X  = 


b  —  „ 


el  si  nous  remarquons  que,  dans  ce  cas,  le  polynôme 

x"  +  A , X"-'  -)-  A j.*"-^  +  .,.-+-  A„_, X  -f-  A„ 
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ilaiii  iiiiilti|ilic  |)ar( 1    so  n'diiil  a  un  |)olyiiùmt' de  la  lormc 

z"-i-A's"-'-HA"s"--=-f-..., 

t't  que  les  liiniles  de  la  nouvelle  variable  z  devieniieni  z  =  «  poui 
x  =  —  I ,  et  z  =  i  |)Our  x  =  4-  I ,  nous  déduisons  du  théorème  précé- 
dent le  nouveau  théorème  que  voici  : 

Théorème.  —  La  valeur  nuine'rùjue  (ht  polynôme 

z"-H  A'z^'-l-A"z"--4-..., 

V 

depuis  z=  h  jusquà  z  =  a,  doit  surpasser  ("  —  0  ( — 7—  1  ^j  ■^'  ^^ 

polynôme  ne  cesse  de  croître  ou  de  décroître  entre  ces  limites. 

Or,  à  l'aide  de  ce  dernier  théorème,  il  nous  sera  aisé  de  conchue  : 

Théorème.  —  Si  la  valeur  numérique  dej  [b]  —  f{a),  différence  de  la 
valeur  de  f{z)  =  z"-f-  A'z""'  ■+-  A" z"-' -+-...,  pour  z  —  aetz  =  b,ne 

— -7—  j  TT,  la  dérivée f  (z)  change  de 

signe  entre  z  =  a  et  z  =  h. 

En  effet,  sij''{z)  ne  changeait  pas  de  signe  entre  r  =:  a  et  z  =  />,  le 
polynôme 

ne  cesserait  d'être,  entre  ces  limites,  ou  constamment  croissant,  ou 
constamment  décroissant,  de  façon  que  toutes  ses  valeurs,  depuis 
z  =  rt  jusqu'à  z  =  b,  seraient  comprises  entre  ses  deux  valeurs  extrêmes, 
qui  corrt  spondent  aux  valeurs  limites  de  z  que  nous  venons  d'indi- 
quer, et  qui  se  réduisent  à 


On  voit  ainsi  que,  depuis  z  =  a  jusqu'à  z  =  b,  lu  valeur  numérique 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  M^ 

lie  <l'(a:)  ne  surpasserait  pas  celle  do 

c'est-à-dire  ne  saurait  être  supérieure,  d'après  les  conditions  du  théo- 
rème énoncé  ci-dessus,  à 


-  a  f»  —  i)  (  — >--  \  n  =  [n  —  0  (— r— )  ^y 


I       ,  V  /  6  —  n 

1 


ce  qui  est  impossible  en  vertu  du  théorème  précédent. 
Faisons 

F(z)  =  (iH-4-i)  P(z"'+  B,  2'"-'  +  B,z"'-'-t-...)^/z. 

La  l'onction  F(z)  se  réduit,  dans  ce  cas,  au  polynôme 
z"+  A'z"-'  +  A"z"--  -h..., 
où  «  =  m  -+-  I  et  la  dérivée  première  de  F(z)  est 

F'(z)  =  (w  +  i)(z"'4-B,  z'"-'  H-  BaZ'"-- +...), 
On  a  donc 

F(A)-  ¥[a)  =  {m-^  i)  T (x'"  +  B,a'"   '  +  Bj.t'"-^  4-.. .)  r/.r. 

Nous  en  concluons  le  théorème  que  voici  : 

TnÉoRixME.  —  L'équation  z'"  4- B,  z'"- '  -h  Bj  r'"-' +. . .  =  o  doit 
nécessairement  avoir  au  moins  une  racine  entre  z  =^  a  et  z=^  h,  si  la 
valeurnumérique  de  l'intégrale 

I    {z'"  -+-  B,  z'"-'  -i-  Bj  z'"  -'  +  ...  )  dz 

Ja 

ne  dépasse  pas  la  valeur  de 

7.m         l'b  —  «N"*' 
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A    l'.iuif  (Iti    iiuiui'  ihc'orèine,    il    sera    aist-  d Ct.ililii    un    llK-orciiic 
nouveau,  concernant  la  série  «le  fonctions 

qui  servent  à  déterniiner  les  racines  iraprès  la  inéthoile  de  Koiirier. 
ÏHÉonÈMK.  —  Quelle  que  sait  la  valeur  l ^si l 'on pren/l  (huis  l  capres- 

sion  t  ±  4  (/-T-; —r. —  le  radical  avec  un  siane  contraire  à  celui  de 

V  4("  —  O'jï-'  ° 

la  Iraction  rr-r-x''  l^'  nombre  des  variations  de  signes  dnns  ta  série 

/(z),     /'(z),...,     /'"-'(z).     /""(a), 
où 

f(z)  =  z"  +  A'  2"  -'  -h  A"  :"- -  -h . . . , 

ne  saurait  rester  le  même,  si  l'on  j  met  consécutivement  pour  z  la  va- 


leur  de  t  et  celle  de  tzt.  [\  K/  y-, —    ,     , 

V  4 '"  —  i)'t* 


Il  se  présente  plusieurs  cas  différents  dans  la  démonstration  de  c<' 
tliéorènie,  suivant  le  signe  des  quantités  J{t)  q\  f'[t).  Nous  nous 
bornerons  à  considérer  le  cas  où  ces  deux  quantités  auront  le  signe  -\-\ 
mais  le  raisonnement  que  nous  suivrons  dans  cette  occasion  s'appli- 
quera facilement  à  tous  les  autres  cas. 

En  supposant  les  deux  grandeurs  f{t)  et  f'[t)  positives,  nous  de- 

vrons  prendre  dans  l'expression  t  ±  4  y  j-, — __   .,  .,  le  radical  avec  le 
signe  — ,  et  nous  aurons  à  démontrer  (jue,  dans  le  cas  de 

f{t)>o     et     f  t    >  o, 
le  nombre  de  variations  de  signes  de  la  série 


n'est  pas  le  même  pour  z=  <  et  pour  z  =  t  —  /\  i/  y- — _         ■ 


PURES  F;r  APF'LIQUKKS.  ^^l'i 

Pour  le  (lémoiilr(M',  nous  observerons  qu'il  esl  «'vidcnl  <]tic  loutes 
les  fois  ciii'onlro  les  limites  iiuliqnées  ci-dessus  l'iiiK'  des  deux  fone- 
lioiisy(s)  ouy(z),  ou  toutes  les  deux  à  la  fois,  s'évanouissent,  le 
nombre  des  variations  désignes  dans  la  série 

/(z),  j'{z),...,  y<"-"(2),  j^''^{z) 

doit  varier  ;  quant  à  l'hypothèse  qu'aucune  de  ces  fonctions  no  devient 
zéro  entre  les  limites  que  nous  considérons,  il  est  aisé  de  démontrer,  à 
l'aide  <lu  lliéoreme  |)rccédent,  (luelle  ne  peut  avoii'  lieu. 

Eu  effet,  siy^(i)  >  G  etj^{t)  >>o,  et  si  en  même  temps  Iv»  équations 
/'(z)  =  G  ety  (z)  =  G  n'avaient  pas  de  racines  entre 


«"/      fit) 
=  t    et    z  =  <  - /,  y/j-^-LL_ 


les  fonctionsy  (z)  et /'(s)  devraient  conserver,   entre  ces  limites,  le 
signe  -h  :  donc  on  aiu;iit 


et  la  valeur  numérique  de 

devrait  être  inférieure  à  la  valeur  luunérique  dey(^),  ce  cpii,  en  vertu 
d'un  théorème  précédent,  est  impossible;  car  la  différence^ (é)  — f{ci) 

pour  h  =  t  eX.  a  ^  t  —  4  (7 ti ; — ;'  d'après  ce  théorème,  doit  sur- 

passer 

En  appliquant  ce  dernier  théorème  au  cas  où  l'équation 
z"  +  A'z"-'  -+-  A"z"-=  + .  .  .  =  o 
n'a  pas  de  racines  imaginaires,  et  observant  que  dans  ce  cas  tout  chau- 

Tome  XIX  (2«  série).  —  Septembre  187^1.  44 
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geincDl  du  nombre  des  variations  de  signes  delà  série 

J\z),    f'{z),...,     /<"-'>{z),    f'iz) 

indi(jiu'  ia  présence  d'iiiu»  racine  de  l'équationy (z)  =  o  enirc  les  va- 
leurs de  z,  nous  sommes  con<luil  au  théorème  (jne  voici  : 

TnKORÈMK.  —  Quelle  que  soit  la  grandeur  t,  on  trouvera  toujours  au 
moins  une  racine  de  l'éijuationf[z)  =  z"  4-  A'z"^'  -H  A"z" 

en 

V  4  («  —  1  "w'         ' 

dical  le  signe  contraire  à  celui  de  la  fraction  jq-^^  si  toute/ois  l'ihjua- 


i  "  -n—  a 


tre  les  limites  t  et  t  ±  \    -. — — .  en  prenant  dans  ce  dernier  rn- 

V  4  ("  —  •    "' 

?a/  le  signe  contraire  à  celui  de  la  fraction  - 
tion  proposée  n'a  pas  de  racines  imaginaires. 


PURES  ET  AI'l'I.lOUÉES.  V17 

M  ('moire  sur  la  théorie  algébrique  des  /ormes  quadratiques  ; 
Pau  m    g.  DAKIÎOLX. 


Considérons  une  forme  quacir.itique  homogène  à  n  varialiles 
que  nous  écrirons  aussi  de  la  manière  suivante  : 

•      I 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  i,  2,  1-J,.  .,  n  de  /  et 
de/.  Nous  supposerons,  suivant  l'usage,  aji  =  aij;  par  suite  un  terme 
rectangle  se  trouvera  deux  fois  dans  la  somme  précédente  avec  le 
même  coefficient,  et  l'expression  développée  de  la  forme  sera 

Le  [)olyiiôme 


{•) 


A  = 


a,,     a,. 


a  n'y 


a„ 


sera  dit  l'invariant  ou  le  déterminant  de  la  forme,  et  nous  désignerons 
par  A,,  Aa,...  les  invarianls  des  formes  qu'on  obtient  en  annulant 
dans  la  forme  proposée  successivement  x„,  puis  J7„,  j:„_,  puis  x„, 
jr„_,,  J:„_a,..,.  On  aura  ainsi 


(3) 


A,= 


'  I  ,n—i 


^  n~i,n—i 
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Cela  post',   rrdi lisons,  par  Its  procédrs  connus,  f  à   iino  soinnu'  <lt' 
carn's  (le  la  forme  snivanic  : 

/=  e,(.r,  -H  a,a-,  +...  +  a„x„y  +  e,.  .r,. -+-  /îj.r,-»-  ,3„.r„)»  +... 
-+-  £„_,  (.T'„_,  +  InTnY  +  £„.r;  ; 

on  trouvera,  toiniiic  1';!  prouve  M.  litMiiiiic, 

—  A  -       —  _iL       -    —  i. 

*i|—  I  -il 

el  par  suite  on  aura 

(3)  /  =  A„_,XÎ-h^^X^+...+  ^X;, 

X,,  X..,...,  X„  étant  des  fonctions  linéaires  des^i  variables  :i,,j:j,...,  a  „. 
Il  résulte  de  cette  décomposition  de^  (pie  le  nombre  des  carrés  positifs 
fie  la  Tonne  est  égal  à  celui  des  permanences  de  la  suite 

(4)  ^'  ^1-  ^z^■■•1  ^"-M  i; 

quant  aux  fonctions  linéaires  X,-,  elles  ont  été  mises  sous  la  forme  de 
déterminants  par  divers  géomètres  et  notamment  par  M.  Weierstiass. 
Nous  ne  donnerons  pas  l'expression  de  ces  Jonctions,  parce  qu'elle 
résultera,  comme  cas  parlicidier,  des  formules  que  nous  établirons 
dans  la  suite  de  ce  travail. 

[-a  décomposition  en  carrés  qui  j^récéde  peut  devenir  impossible  si 
l'une  des  quantités  A,  est  nulle,  et  d'ailleurs  elle  est  trés-particidiére. 
Nous  nous  proposerons  d'abord  de  donner,  et  sons  diverses  formes, 
la  décomposition  en  carrés  la  plus  générale  d'une  forme  quadratique. 
La  résolution  complète  de  cette  question  se  rattache  à  l'étude  d'une 
série  de  formes  quadratiques  dérivées  de  la  forme  y  et  contenant  plu- 
sieurs groupes  de  vaiiables.  (Jomme  elles  joueut  un  rôle  esseuliel  dans 
toutes  les  recherches  relatives  aux  formes  quadratiques,  quelque.s-nnes 
d'entre  elles  ont  déjà  été  em|doyées,  et  elles  se  |)résenlent  d'ailleurs 
delà  manière  la  |)Ius  hatiirelledaus  l'application  de  l'Analyse  à  l'étude 
des  coniques  et  des  cpiadriques.  La  smte  de  ce  travail  montrera,  nous 
l'espérons,  tout  l'avantage  qu'il  y  a  à  les  introduire  nettement  et  à  en 
étudier  d'une  mauere  générale  les  propriétés  les  plus  importantes. 
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Di'fiiiisson.s  la  (onction  <]>^,  par  l.i  relation  snivanle 


(5) 


<1>  = 


<■/., 


(^^n 

XJ 

Xî      . 

•    X'; 

"in 

\1 

x^     . 

.     X'i 

"„n 

V. 

X;     . 

.    X'; 

X,: 

o 

o 

X'; 


x;:     G 


]m  fonction  4>p  contient  p  séries  de  variables 

X'i  ,     ••.,     X),,        /  =    F  ,    2,    J,      .  ,   /^, 

et  file  est  quadratique  par  rapport  à  chacune  de  ces  séries.  Ajoutons 
qu'elle  est  une  fonction  homogène  et  du  degré  n  —  p  des  coefficients 
(7,y  de  l.i  forme  fondamentale;  car  elle  est  une  fonction  linéaire  des 
mineurs  du  p"""'  ordre  de  l'invariant 

a,,      ...      a,. 


que  nous  désignerons  par  tl'o  pour  conserver  ia  symétrie  dans  les  no- 
tations. 

La  première  de  ces  fonctions 


(6 


1>. 


a„ 

x: 


a,„    x; 

X.: 


iirt 

1 


est  au  signe  près  la  fonction  adjointe  de  Gauss    !"n  ia  iiévelo[)pan(,  on 
peut  écrire 


*.=5:£;^''^/' 
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t'[  l'on  a  tle  iiniiu*  il'iiiic  maiiièie générale 


;b) 


,)<i'. 


p+i 


La  forme  <P„  se  réduit  évidemment  à 


(9) 


*«=(-  >)" 


X" 


X" 


D'.iillems  l'iiulice  p  tle  <I>p  ne  ])eiil  dépasser  «,  c.ir  pour  ^  >  n  le  dé- 
terminant <l>p  s'annnit!  identiquement.  On  obtient  donc  seulement  une 
suite  de  «  +  i  fonctions 

*o,   'I».,    ••■,  <!>«, 

des  degrés  «,  n —  i,...,  i,  o  par  ra|)port  aux  coefficients  de  la  forme  y 
et  contenant  o,  i,  2,...,«  séries  de  variables. 

Quand  il  sera  nécessaire  d  indiquer  les  systèmes  (.l'arbitraires  qui 
figurent  dans  les  fonctions  <l>p,  on  représentera  chacune  des  séries  de 
viiriables  de  la  manière  suivante  : 

A  ,  ,     A.  2  ,     . . . ,     A.„  . 

Chaque  série  sera  distinguée  par  l'indice  supérieur  et  l'on  emploiera 
la  notation  suivante  : 


(lOj 


«H        • 

■  •     a,n 

x;    . 

•    x»; 

X' 

X=     . 

.      Xf 

««.     • 

■■        »nn 

x„'    . 

■     X'„ 

Y- 

Y=      . 

yp  \~ 

Y}      . 

••     V„' 

o 

o 

y;    . 

..    y;: 

o 

o 

qui  s'applique,  comme  l'on  voit,  a  des  fonctions  plus  générales  qu'on 
pourrait  appeler  les  polaires  des  formes  4>p.  On  aura  alors 


f'O 


X'      . 

..    xp 

*/.= 

p 

X' 

..    xp 
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y^\ 


Un  théorème  liicii  connu,  concernant  les  niinenrs  du   premier  onin 
(l'un  déterminant,  nous  donnera  la  relation 


(.2) 


X'     . 

..     XP- 

XP      j 

X'     . 

..      Xr~ 

XP+.   j 

Y'      . 

..     Y''- 

y/' 

Y'      . 

•^P- 

Y/'+<    ) 

X'      . 

..    xp- 

.  XP+<   ^ 

X'      . 

..    xp- 

'XP 

Y' 

..     Y/-- 

Y/» 

Y' 

..     YP- 

(  Y/>+' 

X'      . 

..     XP- 

1 

jX'      . 

..    xp- 

«  XP  XP^' 

Y'      . 

..     YP- 

1 

Iy'     . 

..     YP- 

i  yp  yp+i 

qui  servira  âv  base  principale  à  nos  recherches. 


-."i 


II. 

Voyons  ('abord  ce  que  deviennent  les  formes  précédenles  quand 
on  souni'.  es  variables  x,  à  une  substitution  linéaire.  Nous  suppose- 
rons qu  -iKrs  les  variables  X', ,  X'g,...,  Xj,  seront  transformées  par  la  sub- 
stitution iTiverse,  de  telle  manière  que  la  fonction 

X  j  JTj  +  Xj  X2  ~\~  •  •  •  ~\~   X„  ^n 

se  reproduise  identiquement  après  une  transformation  quelconque. 

Cette  définition  étant  admise,  il  est  facile  d'établir  que  les  fonctions 
$p  se  reproduiront,  multipliées  parle  carré  du  déterminant  de  la  sub- 
stitution. 

Pour  le  prouver,  introduisons  la  forme  auxiliaire 

F  =f{x\  x^  ...x„)  +  2/,(X|x,  -I-...+  X,;  x„)  +... 

d  n -h p  variables  .r,,...,  a'„,  t,^...,tp,  où  les  X^  sont  regardés  connue 
des  coefficients.  L'invariant  de  F  sera  précisément  $p. 

Cela  posé,  effectuons  dans  F  la  double  substitution  définie  pai  h-' 
formules 

x,  =  V  of-ijx'i  au  déterminant  5,     i  —  \ ,  2,  3,.. .,  n, 

tç  =  t^j ,     .y  =  ; ,  2,  j, . . . ,  ^. 


>52  JOI  IINAL  DE  MATHEMATIQUES 

Lo  délermiiiiint  de  l'ensemble  de  ces  siibstiltitions  sera  5.  Appelons  F' 
ff  ijiie  devient  F  parcelle  siibsliliition.  Son  invariant  sera,  cela  est 
éviilent,  la  nouvelle  valeur  4>'^  de  <l>p  et  comme,  d'après  un  théorème 
connu,  cet  invariant  se  reproduit  multiplié  par  le  carré  du  déterminant 
lit'  la  sid)stiiiition,  on  aura 

Donc  les  fonctions  ^p  sont  des  contreva riants  (fui  se  reproduisent 
inultijiHés  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitution. 


111. 


On  peut  établir  la  propriété  générale  suivante  des  fonctions  <I>p  : 

Le  nombre  des  carrés  positifs  de  la  forme  f  est  égal  à  celui  des  va- 
riations de  signes  que  présente  la  suite  <1>„,  "I»,,  ..,  <!>„,  quelles  que  soient 
les  valeurs  des  arbitraires  X'  qui  figurent  dans  lesjornies  'l>p. 

Pour  démontrer  celte  proposition,  nous  allons  mettre  en  évidence 
une  décomposition  en  carrés  de  la  forme  y.  A  cet  effet,  nous  désignons 
par 

sans  indice  supérieur  \e%Aem\-àér\\écs,  de  J  par  rapport  aux  \ariabies 
ar,,ar2,..  ,  .r„.  On  sait  que y^  peut  se  représenter  |)ar  la  formule 


(i3j 


'l>o/=- 


X. 


a,„     X, 

''un        X„ 

..     X„       o 


qui  n'est  autre  chose  que  I  équation  bien  connue  de  Gauss,  relative 
à  la  forme  adjointe.  Du  reste,  on  vérifie  immédiatement  celte  formule 
en  retranchant  de  la  dernière  colonne  du  déterminant  qui  figure  dans 
le    second  membre   les  n  premières   mnliipliécs  respeclivenient   |)nr 
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Cela  |)OS('',  |)ailoiis  de  ridciililé 


3V-5 


('4) 


X"X 

X''X 


(t/in       X„ 


A,;      o 

x;;     o 
x„     o 


X',      X, 


x^l    x„ 


o 
o 


=  o 


et  a|)|)liqiioiis  successivement  la  formule  (i  2).  En  posant 


(.5) 


(1)  = 


X' 


X'      ...     X'' 


f  ) 

X' 

.     R„  ^:= 

p    '        /' 

X' 

X' 

A.= 

X' 

X"-''X  j 

X"-''X 
X'i-PX"-''-^' 


on  déduira  de  cette  formule  la  suivante  : 

En  donnant  à  ^j  diverses  valeurs,  nous  obtenons  le  tableau  suivant 


R,*„ 


A:  =  o, 

A^  =  R,  <!)„_,, 


R„  <l'«-P+ ,  -  A,?  =  Rp_ ,  <I>„_^ , 

î 

R,/P,        -  A,?  =  R„.,(I>o. 

Dans  la  première  de  ces  égalités,  le  second  membre  est  nul,  en  vertu 
de  la  formule  (i4)-  Ajoutons  la  formule  (i3) 

y*„  -  -  R„, 

et  nous   aurons  un  système  d'identités  propre  à  faire  connaître  R,, 
Rov-.R/ny  ci'ii  sont  des  fonctions  quadratiques  au   moyen  de  A,, 

Tome  XIX  (a"  série).  —  OcTOBnE  i8-.'|.  4-* 
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Aj,...,   A,  qui  sont  des  fondions   linéaires   des   dciui-dérivées  de  la 
forme  J.  Nous  obtenons  ainsi 


a;      r.  ^_a;_         a; 


en  général 

(i6)  -!^=Jd 


AJ 


a; 


>1'„<1'„-,         'I'„-,<1'„-, 


'i\,-P^.^'i' 


et  enfin 

(>7) 


,       *,_,*,., 


;.+.•'■„-;, 


A^,  A^    . 


c'est  la  décomposition  en  carrés  cherchée.  On  voit  qu'il  y  a  autant  de 
carrés  positifs  que  de  variations  de  signes  dans  la  suite 

1»o-   1* <IVr 

et  ainsi  so  trouve  établie  la  proposition  que  nous  avions  en  vue. 
D'après  les  équations  (i5),  on  a 


A. 


«,, 

...    fl,„ 

XJ     . 

..    X'; 

-"X, 

««, 

■•■         (t,n 

X,!     . 

..    x;, 

^"X„ 

XI 

...        X,| 

o 

o 

X7'' 

...  xr'' 

o 

o 

xv" 

...    x;;-"^' 

o 

o 

Si  de  la  dernière  colonne  on  retranche  les   n  premières  multipliées 


K  = 


l    |Jdl 

.-c,, 

m  ^ 

fl.. 

...     a,„ 

X! 

..     XV 

o 

a«. 

...     a„„ 

x- 

•  •    x;;-'' 

o 

X! 

...     X„' 

o 

o 

xr 

■p*l 

...  xr 

P+i 

o 

o 

'-'h    /;»-I 
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en  posant 

U,-  =  X',  a-,  -f-  XU',  +. . .+  X;,a;,. 

On  voit,  en  (l('velo|)panl  siiivnnt  les  t'Ii'nicnls  de  la  dernière  colonne, 
que  Ap  est  de  la  (oinie 

( 1 8 )  \,,zzz  hp,U,  -h...  +  h,,,„-,,^ ,  U„_/,+ ,  ; 

si  donc  on  effectue  sur  la  forme  /  la  substitution  définie  par  les 
formules 

(19)  U,  =  x',,...,      U„  =  x'„, 

A„  ne  contiendra  que  .x',  ;  A„_,  que  x\,  x'.^;  A,,^,,  que  x\  — ,  j?',,.  On 
retrouve  ainsi,  après  la  substitution  (19),  la  décomposition  en  carrés 
particulière  dont  il  a  été  question  au  début  de  ce  travail.  Cette  re- 
marque met  en  évidence  ce  fait  essentiel  que  nous  avons  ici  In  décompo- 
sition en  carrés  la  plus  générale  de  notre  Jorme,  car  il  est  clair  que  celle 
décomposition,  la  plusgénérale,  peut  toujonrss'obtenird'abord  en  effec- 
tuant sur  les  variables  Xi  une  substitution  arbitraire  telle  que  celle  qui 
a  été  définie  par  les  équations  (19),  puis  en  appliquant  le  procédé  de 
Gauss  que  nous  avons  d'abord  rappelé. 


IV. 

Nous  allons  maintenant  étudier  plus  complètement  les  fonctions  *^ 
et  en  particulier  discuter  d'une  manière  précise  les  conditions  de  poi>- 
sibilitéde  la  décomposition  en  carrés  donnée  par  la  formule  (17). 

Nous  avons  vu  que  la  fraction  «l^,  qui  contient/^  systèmes  de  va- 
riables 

XI  Y  1  Y;'  Y/' 

,,...,    A„  ,..  .,      A,  ,..  .  ,    A„, 

peut  être  considérée  comme  une  forme  quadratique  des  variables  de 
chaque  système.  La  remarque  suivante  indique  une  propriété  essen- 
tielle des  fonctions  $^  considérées  sous  ce  point  de  vue. 

Par  suite  même  de  l'équation  de  définition,  il  est  clair  que  <1)  ne 
changera  pas  si  l'on  remplace  les  variables  de  l'un  des  systèmes  X'', 

45.. 


iSG 
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X;;  par  oxtMiipIc,  pai-  K's  snivaiilos  : 

X'; 


>.,X';- 


'•/>  I 


X|. 

X';  -i-x.X';-'4--.+ V.X5. 


Cela  revient  en  effet  à  ajouter  à  la  dernière  ligne  et  à  la  dernière  co- 
lonne du  déterminant  <!>/,  d'autres  lignes  et  d'autres  colonnes  uiulti- 
pliros  \)Av  ).,,...,  1^,.  11  suit  de  là  que  (1^,  considérée  connue  fonction 
(les  seules  variables  X'^,  n'est  pas  une  forme  cpiadratique  géuéiale  et  ne 
dépend  au  fond  que  de  n  —  p  -h  i  fonctions  linéaires  deces  variables. 
C'est  en  effet  ce  que  montre  la  formule  (16).  Rp  n'est  autre  chose  que 
la  fonction  'l',,-^,.,,  dans  laquelle  ou  a  remplacé  la  dernière  série  d'ar- 
bitraires par  X,,  Xj,...,  X„,  et  l'on  voit  que  R^,  considérée  connue  fonc- 
tion deces  seules  variables,  se  réduit  bien  à  une  somme  de/j  carrés  et  ne 
dépend  par  conséquent  que  de  p  fonctions  linéaires  de  ces  variables. 

Les  fonctions'!',,  nous  conduisent  aussi  à  une  classification  des  formes 
quadratiques.  Nous  nous  appuierons  sur  la  proposition  suivante  :  La 
Jonction  <!>,,  ne  peut  être  identiquement  nulle  que  si  tous  les  mineurs 
d'ordre  p  du  déterminant  de  lajorme  sont  nuls,  et  alors  toutes  les  Jonc- 
tions précédentes  <Pf,_,,...,  <l\  sont  aussi  identiquement  nulles. 

En  effet,  si  une  forme  quadratique  F(jr,,.r2,...,  .r,„)est  identiquement 
nulle,  d  en  est  de  même  de  ses  dérivées,  et  par  suite  de  la  polaire 


J>" 


— 


'^'■^''"dr' 


Appliquant  cette  remarque  aux  différentes  séries  de  variables  que 
contient  la  forme  '!>,,,  nous  voyons  qu'elle  sera  identiquement  ludlc  eu 
même  temps  que  la  suivante  : 
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Or  on  pont  mainlenanl  disposer  des  varial)les  X,  Y  en  leur  donnant 
les  valeurs  o,  i,  ~i,  de  telle  manière  cpie  celte  forme  se  réduise  à 
l'un  quelconque  des  mineins  d'ordre  /;  de  l'invariant.  Il  Tant  donc 
que  tous  ces  mineurs  soient  nuls,  ce  qui  démontre  la  première  partie 
de  la  proposition. 

D'ailleurs,  si  tous  les  miiu'urs  d'ordre  y»  sont  nids,  il  en  esl  de;  même 
de  tous  les  mineurs  d'ordre  p  —  </,  et  la  forme  <I>^,_^,  qui  est  une  fonc- 
tion linéaire  de  ces  mineurs,  sera  identiquement  nulle. 

Ce  premier  point  étant  établi,  on  peut  démontrer  que,  si  pour  un 
certain  système  de  valeurs  ries  variables  tl>^,  n'est  pas  nul,  on  pourra 
toujours  choisir  les  noui'elles  variables  (jui  entrent  dans  •!',,+ ,,  de  telle 
manière  que  cette  nouvelle  forme  ne  soit  pas  nulle. 

En  effet,  d'après  l'équation  (8),  on  a 


Si  donc  'I>p^.|  esl  nulle,  quelles  que  soient  les  nouvelles  variables,  ou 
aura 


Toutes  les  dérivées  de  <]',„  par  rapport  aux  coefficients  a,j,  étant 
nulles,  et  <I>^  étant  une  fonction  homogène  de  ces  coefficients,  <i>p 
devrait  aussi  être  nulle,  ce  qui  est  contraire  aux  hypothèses  faites.  On 
pourra  donc  toujours  choisir  les  X'^  ^  '  de  telle  manière,  que  <I>,,_^,  ne 
soit  pas  nulle.  Eu  continuant  ces  raisonnements,  on  obtient  la  propo- 
sition suivante  : 

Quand  une  des  fonctions  «I^  ne  sera  pas  nulle^  on  pourra  toujours 
disposer  des  nouvelles  arbitraires  entrant  dans  les  formes  suivantes,  de 
telle  manière  que  <P^^.|,  'IV+jv-m  *ï*n  "<^  soient  pas  nulles. 

Ces  propositionspréliminairesétantadmises,  considérons  une  formey 
pour  laquelle,  tous  les  mineins  du  p  —  i"'"'  ordre  de  l'invariant  étant 
nuls,  ceux  de  l'ordre  p  ne  le  sont  pas  tous.  On  pourra,  d'après 
ce  qui  précède,  disposer  des  arbitraires  contenues  dans  les  formes  <I>, 
de  telle  manière  quCl)^,  (I>^^. ,,...,  *„  soient  différentes  de  zéro;  mais  <^„, 


358  JOUKNAL  DE  MATIlÉ.MATigCES 

<I',,  '!>„.,  seroui  i(Uiitiqiumeiil  nulles.  Examinons  co  que  devieut  alors 
noire  décomposition  en  carrés. 
La  formule  (i6)  nous  donnera 


R„  ,  _ 

A, 

—  r       1 

4- 

. .  -î- 

A? 

'  20  i 

"V 

i>.,  ' 

*„-.*„ 

On  a 

rtn 

'^'i 

x;    . 

X'; 

X, 

"/,, 

c,,^ 

X,:    • 

X',; 

x„ 

.^0 

R, 

-/'  ^^ 

X', 
X, 

x„' 

X!., 
x„ 

0 

0 
0 

0 

0 
0 

Multiplions  les  n  premières  colonnes  par  —  x,,  —  a-j,  —r„;  ajou- 
tons-les à  la  dernière,  et  opérons  de  même  pour  les  lignes.  Nous  trou- 
verons 


(22)  R„= 


X'. 
XI 


a, 


X'; 


..     a„„     X„'      XS 
..      X'       o        o 


-u, 

x;;    o      o       -  Up 

o        — U,    -Uo    ...    —VI,,  --J\x,,x.,,...,jr„) 


U,,  Uj,...,Up  étant  des  fonctions  linéaires  qui  disparaîtront  dans  le 
développement;  car  leurs  coefficients  sont  des  fonctions  linéaires  des 
mineurs  d'ordre  p  —  i  ;  il  reste  donc 

(a3)  R«-,.=  -  */./(J"m  ■r.,...,.x„:, 

et,  par  suite,  en  substituant  dans  la  formule  (20), 

(24) 


A'  A  = 

J[a-,.....,  JC„)  =  -  ;— —  —  ^  _  ,^_^  ^ 


Ainsi  la  forme  se  réduit,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  à  une  somme  de 
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n  —  />  carrés,  et  par  conséquent  ne  tlépeiid,  au  fond,  que  de  n  —  j)  va- 
riables, fonctions  linéaires  des  n  premières. 

Il  est  facile  de  montrer  (|u'elle  ne  |)ent  dépendre  d'un  moindre 
nombre  de  variables;  car,  si  l'on  pouvait  l'exprimer  en  fonction  de 
n—  p  —  q  variables  _7',,...,  7  „..^_,^,  alors,  en  effectuant  une  substitution  et 
exprimant  .r,,  .r,,...,  x„  en  fonction  luiéaire  de  >  ,,  ;  j,...,  ;„_,^,,et  de 
/'  -f-  Y  autres  variables,  tous  les  coefficients  des  termes  où  devraient 
figurer  ces  autres  variables  seraient  nuls;  il  y  aurait  donc  dans  le  dé- 
terminant de  la  forme  p  +  r/  lignes  dont  tous  les  éléments  seraient 
nuls,  et  par  suite  tous  les  mineurs  d'ordre /j  -\-  q  —  i  de  ce  détermi- 
nant seraient  nuls;  la  forme  «t,,,  qui  est  une  fonction  linéaire  des  mi- 
neurs d'ordre /J,  serait  donc  identiquement  nulle.  Or  cette  forme,  étant 
identiquement  nulle  après  la  substitution,  devrait  l'être  avec  les  va- 
riables primitives,  ce  qui  est  contraire  aux  bypotbèses  adoptées. 

Nous  obîenons  ainsi  une  classification  très-remarquable  et  Ires- 
simple  des  formes  quadratiques  d'après  la  considération  de  la  suite  <]',,, 
$,,...,$„.  Il  y  aura  n  classes  de  formes.  Pour  la  classe  zéro,  composée 
des  formes  les  plus  générales,  <!>„  ne  sera  pas  nulle;  pour  la /j'""*  classe, 
\es  p  premières  fonctions 'I>o,...,  <l>p_,  seront  identiquement  nulles  sans 
que  <\>p  le  soit.  Les  formes  de  la  p'""^  classe  ne  dépendent  que  de 
n  —  p  variables.  Remarquons,  de  plus,  que,  dans  ce  cas,  la  suite 

réduite  à  n  +  i  —  /;  fonctions,  conserve  la  propriété  d'indiquer  par  le 
nombre  de  ses  variations  celui  des  carrés  positifs  de  la  forme. 

V. 

Arrêtons-nous  un  instant  à  la  classification  que  nous  venons  de  faire, 
afin  de  bien  marquer  les  caractères  essentiels  des  différentes  classes  que 
nous  venons  de  distinguer. 

Si  l'on  considère  le  système  suivant  d'équations  du  premier  degré  : 

i/r,  =  r?, ,  X,  -f-  r/ , ,.£-2  -f- . . .  -^  a,„a-„  =  o, 
{J[.,  =  fi2,  X,  -h  rtoo  j:,  -I- . . .  -f-  rto,,,.r„  =  o, 


(25) 


îJ.L  =  (i>nJ'-,  -h ...  -h  a„„ x„=  u, 
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à  clijqiie  classi'  de  iorines  correspoiulronl  des  propriétés  particulières 
des  solutions.  Poiif  les  fortnes  générales,  le  déterminant  •!'„  n'étant  pas 
nul,  les  équations  précédentes  ne  donneront  que  la  solution  inadini>- 
sibleen  coordonnées  liotu()i;;enes  j',  =  x^  =  . .  .=  .ï„  —  o;  mais,  pour 
li  p"""  classe,  les  équations |)récédentes  se  réduiront  À  n  —  p  distinctes. 
Cela  résulte  de  la  théorie  bien  comme  des  équations  du  |)reuiiei  degré. 
Par  exemple,  si  le  mineur 


«M 


'  t  II  -p 


a 


p  < 


2  /<--/> 


^/l~p,  fl~-/i 


d'ordre  p  n'est  pas  nul,  on  pourra  des  ii  —  p  premières  équations  lirci 
a',,  jr .,,...,  x„^p  eu  fonction  do  Jr„-,,+  i,..-,  J"„,  et,  en  portant  ces  valeurs 
dans  les  dernières  équations,  les  premiers  membres  de  ces  équations 
deviendront  des  fonctions  linéaires  des  mineurs  d'ordre  /;  --  i ,  tous 
nuls  par  hypothèse,  et  par  conséquent  ces  équations  seront  identicpie- 
nient  satisfaites.  Il  suit  de  là  qu'il  y  aura  p  systèmes  de  solutions  des 
équations  précédentes 


(a6) 


X,  ■■ 


« 


•  •  5   >^«   "/i  1 


w 


,  .r, 


=  //'' 


linéairement  indépendants,  au  moyen  desquels  le  système  le  plus  gé- 
néral de  solutions  se  composera  de  la  manière  suivante  : 


(27) 


X,  =  X'  u\  -h  i- u-, -h . . . -h  yru'i  =  V, , 


(  ^„  =  X'"i 


-H...-HÀ''U,':  =  i^„, 


>.',).-,...,  >.''  étant  des  arbitraires  quelconques.  D'ailleurs,  tous  les  sys- 
tèmes v,,,..,  v,n  donnés  par  les  formules  précédentes  et  satisfaisant  aux 
équations  faS),  |)ossedeMt  de  nombreuses  propriétés. 
1"  On  a  identiquement 

/',  :    /;  =  o,...,/;  =  o. 
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cl,  |>ar  Miilc, 

"./,',  + . . .  1-  »'„/;„  =  xj,\  -t- . . .  -h  x„/'.  =  <>• 

J/idoiilitô  priVcdcntc  constitiio  une  relation  linéaire  idcnlicjuc  entre 
les /t  dérivées  y,'  ,..., y,'  .  il  y  a  donc  autaiil  de  relations  de  ce  genre 
qu'il  y  a  de  systèmes  i',,...,  c,,  linéairement  iniié|)endanls,ce  (jui  donne 
les  p  équations  suivantes  : 

(28)  

Réciproquement,  toute  relation  identique  entre  les  dérivées 
entraîne  les  équations 

y;.  («', ,...,  «'„  )  :=  o,  /,.  =  o,  y,--  n, 

ce  qui  montre  que  «',,..,  (/■„  forment  un  système  de  solutions  des  équa- 
tions (aj).  Il  n'y  a  donc  pas  d'antres  relations  entre  les  dérivées  que  les 
équations  (a8)  et  leiu's  combinaisons  linéaires. 

Ainsi,  il  j  a  p  relations  linéaires  distinctes  entre  les'de'rivées  d  nue 
jointe  de  la  p""""  classe. 

2°  On  a  identiquement 

J{Xi  +  V,  ...  x„  +  v„) 
=J[.i-,,x.,,...,  a;.)  +  aj\.^  +...-t-.r„/,;,  +y(i',,  i',,...,  v„), 

et  counne 

/,  =  o,...,    /„  =  o,      2j(i>,,...,i'„)  --  i^,/;,  H- . . .  4-  i'„/.'„  =  o, 

il  suit  que  l'on  aura 

(39)  J{jc,-hi> r„  + ('„)  =y(a-,,.r„,...,x„). 

Tomo  XIX  (j»-'  série).  -  Octobre  187/i.  4t> 
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CoHe  (''qiiation  est  iiiiportaiile,  car  on  pi-ul  toujours  ilispos»'!'  cU-s 
arbiliiu les /',...,  X'' coiittiiues  dans  r,.  .,  «',..  dt-  nianit-ic  à  annuler  /' 
des  variables  J-,  +  i», ,.  .,  j-„  ^-  v„. 

V.n  (  ITct,  tons  1rs  ilétcrniinaiils  ([u'un  |iiul  lonner  en  [)renant  p  co- 
lonnes dans  le  sysléuie  suivant  : 


n' 


ne  sont  pas  nuls,  sans  quoi  les  p  systèmes  de  solutions  iC  "«  seraient 
pas  Iniéairemcnl  indépendants.  Sup|)osons,  |)ar  exemple,  que  celui 
qu'on  obtient  en  prenant  les  p  premières  colonnes  ne  soit  pas  nul. 
Alors  on  pouira  déterminer  À',.-.,  )''  par  les  équations 


+  f  1 


^'p  ■+-  *'/'  —  "  ; 


X',.,.,   X''  deviendront  des  fonctions  linéaires  de  a,,...,   x,,,  et  l'on 
aura,  en  vertu  de  l'équation  (29), 


f'{jc,,  x.,...,x„)  =  J{o,  (),...,  o,x,,.,  H- p',,.,.. 


••*•«+»'',.). 


où  v'p^t,...,  v'„  sont  des  fonctions  linéaires  de  j^,,  .  ,  X/,.  La  forme  ne 
dépendra  plus  que  de  n  --  p  variables;  et  connue  il  n'y   a  aucune 

relation  entre  les  dérivées  /",    , /  ,,,  il  sera  facile  de  reconnaître 

qu'on  ne  pourrait  faire  dépendre  la  forme  d'un  nombre  moindre  de 
variables. 

En  résumé,  chacune  des  propriétés  suivantes  caractérise  les  formes 
de  la  p"''"''  classe  : 

1"  Tous  les  mineurs  d'ordre  />  —  i  de  l'invariant  sont  nuls,  mais 
non  tous  ceux  d'ordre  /). 

2"  Il  y  a  /;  relations  distinctes  entre  les  dérivées  de  la  forme. 

3"  La  forme  4>,,^,  est  identiquement  nulle,  mais  non  la  forme  «J^. 

4"  La  forme  ne  dépend  (jiie  de  //  p  fonctions  linéaires  des  va- 
riables. 

5°  Il  y  a  /'  systèmes  de  solutions  linéairement  indépendants  des 
équations  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  de  la  forme. 
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On  pput  ôlal)lir  il'.uilti";  in-nprii'lrs  en   s';ippiiy;nil   sur  la    Iransfnr- 
malinn  suivante,  doiil  Sdiil  siisccpliblcs  les  loniics  <l'^,. 
Multiplions  l,'i  (oDclion 

X'        ..      X'' 

X'      ...      X/" 


(ifiix  fois  siicc<'ssivoinrnt  |)ai'  lo  (jéloi-minant  II, 


Tl 


.r;     . 

. .        X" 

o 

o 

.. . 



o 

... 

o 

.r,!      . 

■  •    < 

o 

... 

... 

t) 

1 

o 

o 
r 

o 

o 



... 

o 

I 

(Iti  même  nombre  de  lignes  et  où  les  quantités  .t[  sont  quelconques. 
Eu  posant 


nous  trouvons 


%W-^ 


«,,    ...    a,„    u;    ...    Uf 


u; 


«„„  u'„    ...   u;; 

u:,  o   ...    o 


U';     ...    u:;    o 


Supposons  que  les  /)  .systèmes  de  variables  .r[,  x},,  .r^,...,  .r;,  x^, 
.r;;  soient  ceux  qui  annulent  les  dérivées,  alors  on  aura 

«y  —  o, 

toutes  les  fois  que  l'un  des  indices  /,  /  sera  égal  ou  inférieur  à  p,  et  il 

/,6. 
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{3o)    %}V={~  iY 


U! 


u; 


U'! 


U'.; 


«,.-. 


/■H    I  .   /)  I     I 


a,,. 


««. 


/" 


7'  '- 1 ,  " 


'•//,  // 


Ainsi,  (l;iiis  lo  c.is  des  formes  qnadraliques  de  la  />'  ""  classe,  la  pre- 
mière fonction  qui  ne  s'nninde  pas,  *!>,„  devient  le  carré  parfait  d'nn 
déterminant  du  p'""''  ordre. 

Les  éléments  U  J ,  U,',  de  ce  déterminant  étant  égalés  à  zéro,  les  équa- 
tions 

ujr=o,..,    u; --0, 

deviennent,  quand  on  y  remplace  X^  par  fl  ,  les  /)  relations  distinctes 
qui  existent  entre  les  dérivées. 

Ajoutons,  en  terminant  cet  article,  une  curieuse  remarque.  La  for- 
mule (i3)  de  (lauss,  relative  à  la  foruîe  adjointe,  est  susce|)tihlc  de 
généralisation,  et  a  son  analogtie  pour  chaque  classe  de  formes  (pia- 
dratiques  dans  l'équation  (a3). 

Mais  on  peut  étendre  cette  équation  à  ini  autre  point  de  vue,  en 
considérant  un  cas  qui  se  présente  très-fréqueinment,  celui  d'une  forme 
quadratique  de  n  variables,  x, ,  jr„,  entre  lesquelles  on  établit  p  re- 
lations : 

j  X;  .r,  +...-f-  X,;.r„rr-o, 

(    X^^,  -H.    .-4-X^r„=:^0. 


(3i) 


On  pourrait  alors,  en  exprimant,  au  moyen  de  ces  équations,  /)  va- 
riables en  (onction  des  antres,  ramener  la  forme  à  ne  dépendre  que 
des»  --y;  autres;  mais  la  symétrie  serait  ib-ti-uite,  et  il  vaudia  nueiix 
opérer-  comme  il  suit  : 

Dans  la  formule  (22)  la  rpiautiti'-  désignée  par  U,  est 

U,-  =  X\x,  -h... -h  X'„.r„. 

Par  conséquent,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  en  prenant 
pour  les  X^  les  coefficienls  qui  (igureul  dans  les  équations  (3i),  U,,  U^ 
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sont  KlciitiquciiHiil  mris,  cl  l'on  a  encore 

I.a  formnio  (24)  s'ii|)|)liqn(>ra  (lotie  cl  (l')inu'ra  la  décomposition  de  la 
forme  en  une  somme  de  n  —  />  carrés.  On  ;iiua  ainsi  évité  réiiminalion 
i\c p  variables,  ce  (iiii,  en  (Jcométiic  analytiqne  parlicnlicrcnicnl,  |)ciit 
offrir  do  t^rands  avantages. 

VI. 

Les  remarques  précédentes  vont  nons  permettre  d'établir,  en  tonte 
rignenr,  ini  théorème  relatif  anx  formes  qnadratiqncs,  qui  a  reçu  les 
applications  les  pins  im|iortantes,  mais  dont  la  démonstration  n'a  pas 
été,  je  crois,  présentée  jns(|n  ici  d'iuie  manière  complète. 

SoitJ{T,,...,œ„)  une  Jormc  quadrntuiuc  dont,  les  coefficients  sont 
des  Jonctions  réelles  et  continues  de  1.  Si,  pour  deux  valeurs  ).n,.X, 
de  1,  lajbrmc  n'a  />ns  le  même  nombre  de  carrés  positijs,  si  la  diffé- 
rence entre  le  nombre  des  carrés  positifs  de  la  Jonue  dans  les  deux  ras 
est  égale  à  k,  je  dis  que  l'équation  en  ).,  qu'on  obtient  en  égalant  l'in- 
variant de  la  forme  à  zéro,  admet  au  moins  k  racines  réelles  égales  on 
inégales,  comprises  entre  X„  et  X,. 

Ponr  démontrer  cette  proposition,  formons  la  snite 

des  fonctions^.  Onelles  que  soient  les  valetirs  des  arbitraires  conteinies 
dans  ces  fonctions,  ponrvu  qn'ancnnc  des  fonctions  no  soit  nnllo,  le 
iKMnbre  des  variations  de  la  snilc  indiqne  le  nombre  des  carrés  de  la 
forme,  l'onr  les  besoins  de  la  démonstration,  nous  pourrons  donc  sn|)- 
poser  qu'on  change  ces  arbitraires  tontes  les  fois  que  cela  sera  néces- 
saire, car  le  nombre  dos  variations  do  la  snite  ne  (léjiend  ancnnemont 
de  leurs  val(Mir.>  jiarticulières. 

Supposons  que),  varie  de  ).„  à  X,.  T.e  nombre  des  variations  de  la 
suite  no  ponria  changer  cpn;  si  X  passe  par  des  valeurs  ainnilanl  soit 
des  fonctions   intermédiaires,    soit    la  fonction  <!>„.  Si,  pour    une  va- 
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leur  )' ilo),,  iino  on  plusieurs  fonctions  iulciinédiaires  s'annulout,  je 
<lis  ([lU-  le  ii()iiil)rc  (K's  varintious  no  pourra  iliangrr.  Kn  cHVl,  au  lii'u 
(1(>  consiilércr  la  suite  [)récéilente  |)oin-  les  valeurs  de  /,  voisines  de  /', 
changeons  les  arbitraires  X^  de  telle  manière  qu'aucune  des  fonctions 
ne  s'annide  plus  pour  /  —  ).',  ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  la 
première  ne  s'aniuiie  pas  (art.  IV).  Alors  on  ain-a  substitué  à  la  suite 
précédente  une  nouvelle  suite  tlonl  le  nombre  des  variations  indique 
aussi  le  nombre  des  carrés  positifs  de  la  forme,  et  dans  cette  nouvelle 
suite  aucune  fonction  ne  s'auuulaiil  jiour/  /  ,  le  nombre  des  varia- 
tions ne  changera  pas  quand  1  passera  de  ).  s  à  X'  I-  e,  £  étant  suffi- 
sauuneut  petit.  Donc  le  nombre  des  carrés  positifs  de  la  forme  et  par 
consécpuMit  le  nombre  de  variations  de  la  suite  primitive  ne  peut 
changer,  quand  une  ou  plusieurs  fonctions  intermédiaines  s'annident 
pour  une  valeur  de  ),. 

Suppo.sons  maintenant  que,  pour  ).  —  ),",  <I>„  s'annule,  et  que  les  fonc- 
tions <1>|, 'I';,...,<1'^,  s'aniudeiit  eu  même  temps,  c'est-à-dire  supposons 
quêtons  lesmiueiu's  d'ordre/;  —  i  de  <!>„  soient  nuls,  sans  que  tous  ceux 
(l'ordre /j  le  soient,  pour  )>  —  ).".  Dans  ces  conditions,  on  pourra  (art.  IV) 
changer  les  arbitraires  dételle  manière,  que  •I>^,<f^,  c-  ,'!'„  ne  s'annulent 
pas  i)our  Xr-^À",  et,  par  conséquent,  aussi  pour  toutes  les  valeins  deX 
comprises  entre  X"—  £  et  X"-f-  z,  s  étant  sufhsanunent  petit.  Alors,  (piand 
X  aura  passé  de  X  "  —  £  à  X"  +  £,  les  seules  fonctions 

<I>n,....     V. 

se  seront  annulées,  et,  par  conséquent,  la  nouvelle  suite  aura  gagné 
ou  perdu  au  plus p  variations.  Il  en  sera  de  même  de  la  suite  proposée, 
qui  admet  le  même  nombre  de  variations  que  la  précédente  pour  les 
deux  valeurs  X    -•-  £,  À"  --  s. 

Or  il  est  facile  de  reconnaltie  <pu'  À  est  une  laciue  de  lècpiation 
^)„  -^  o  d'ordre  au  moins  égal  à  p,  car  la  dérivée  (j'""''  de  <J'„  par  rap- 
port à  X  est  évidemment  une  fonction  linéaire  des  mineurs  de  <I'„ 
d'ordres  égaux  ou  inférieurs  à  q,  et,  par  conséquent,  elle  s'annulera 
pour  )  —a",  tant  que  q  sera  inférieur  à  f\  puisque  tous  les  mineurs  de 
«Po  sont  nuls  jusqu'à  ceux  de  l'ordic />  i  inclusivement.  Ainsi  X  est 
une  racine  de  d'ordi  r  dr  inidliplicilé  au  moins  à  />.  I-e  nombre  des  va- 
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ii;ilioiis  |)iTiliifs  on  i;;ignées  |);ir  la  siiili'  des  idiidioiis  '1'  isl  ilum-  :iii 
pliist'fjalà  l'oidio  (l(Mui!lti|)licil(';  (h;  celte  laciiic.  Ainsi 

Le  nombre  des  cdirés  positijs  de  Li  Jonne  ne  peut  clinn'^er  (jne  si  ). 
prisse  par  une  racine  de  /'e(juatiun  ohlenne  en  e^(dant  l'i/ivcirianl  à  zéro, 
et  dans  ce  cas  le  nombre  des  carrés  positijs  de  la  jorinc  ne  peut  varier 
d'une  quantité  supérieure  à  /'ordre  de  inultiplicité  de  la  racine  consi- 
dérée. 

C'est  le  théorème  qu'il  s'agissait  (rétablir;  mais  il  donne  lieu  à  une 
remarque  essentielle:  c'est  que,  clans  sou  énoncé,  on  pourrait  enteniire 
|iai'ordre(le  nudtiplicité  d'une  racine,  non  plus  len  ndiredestlérivées, 
mais  le  nombre  des  fonctions  'l',,,  ..,  '!'„  qu'aïuiule  cette  racine,  ([ui  Is 
que  soient  les  arbitraires  figurant  dans  ces  fonctions.  Ainsi  une  racine 
nudliple  pourra  être  considérée  connue  simple  si  elle  n'annule  pas  tous 
les  mineurs  du  premier  ordre;  »onane  double  si,  ainiulant  tous  les  mi- 
neurs du  premier  ordre,  elle  n'aïuiulc  pas  tous  ceux  du  second  et  ainsi 
de  suit»'. 

faisons  (juelques  applicationsde  ce  théorème.  Soit  d'abord  la  forme 
quadratique 

/(.r,,a-,,...,  a-„)  -l{x\A-xl  +  ...-\-3cf,). 

L'équation  qu'on  obtient  en  égalant  l'invariant  à  zéro  a  été  traitée 
d'abord  i)ar  Cauchy,  puis  par  une  foule  de  géomètres  :  MM.  liorchardl, 
Sylvester,  etc.  On  déduit  la  réalité  de  ses  racines  du  théorème  que  nous 
venons  d'établir. 

En  effet,  il  est  évident  et  il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître  par 
les  signes  de  la  suite  des  fonctions  <I>que,  pour  X  sullisaminent  grand,  la 
forme  précédente  a  le  même  nombre  de  carrés  positifs  que  la  suivante  : 

Donc  pour  X  très-grand  négatit  il  y  aura  n  carrés  positifs;  pour  >.  infini 
positif  il  n'y  aura  plus  de  carré  positif.  Le  nombre  des  carrés  positifs 
varie  donc  de  n  à  zéro  (juand  X  varie  de  x;  à  -:  ao  .  L'équation  en  ). 
aura  donc  au  moins  n  racines  réelles,  et  comme  elle  est  du  degré  n  on 
voit  qu'elle  n'a  pas  de  racine  imaginaire.  J)e  plus,  si  elle  a  des  ra- 
cines multiples,  une  racine  d'ordre  p  devra  annulerions  les  mineius 
d'ordre />  -   i  de  l'invariant.  La  méthode  de  JNL  Sylvester  seule  permet 
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(le  cliiuoiilrcr  co  dernier  poinl  et  ileciiiier  la  (Urficiillé  rehilive  :iux 
racines  mnltiples,  qui  se  présente  dans  les  luétliodes  de  Caucliy  et  <1«' 
M.  Ilorchardt. 

C.oiisidéroiis  encore  la  forme 

/(.r,,...,  a-,,)  -Xç>(.r,,...,a-„)  -  l^{.r,,.. .,  x„), 

ou  nous  supposons  ijue  les  deux  fonues  J  et  i{/  soient  définies  posi- 
tives, c'est-à-dire  soient  des  sommes  de  ti  carrés  positifs.  En  subsliluanl 
—  ao  ,  o,  -H  3S  ,  on  trouve  o,  n,  o  carrés  positifs.  L'équation  de  degré  in 
qu'on  obtient  en  égalant  l'invariant  à  /éro  aura  donc  2»  racines  réelles, 
/i  positives  et  /i  négatives. 
Soient 

deux  équations  algébriques  en  x,  /  que,  pour  plus  de  simplicité,  nous 
supposerons  du  même  degré  en  y  et  que  nous  écrirons 

?{j)^o,       /(j)--=.-o. 

Des  recherches  de  MM.  Hermite  et  Cayley  résulte  la    règle  suivante 
|iour  former  l'équation  finale  en  x,  résultai  de  l'élimination  de^  . 
Formons  le  quotient 

»(/)/(j-.)-f(j.)/>/)    . 

cl  après  la  division  introduisons  les  puissances  o,^",^"  dans  les  termes 
qui  ne  coutientient  pas  j  ou/,.  Puis  remplaçons  /",  7', .••,/""' ; 
;  ",  }[,...,  /[  '  par  la  même  série  de  variables  z„,  z,,...,  z„  ,.  On  ob- 
tiendra ainsi,  à  la  place  d'une  lonction  des  deux  indéterminées  j',  y,, 
une  forme  quadratique  des  n  variables  z^,  z,,...,  z„_,.  Le  déterminant 
de  cette  forme  sera  la  résultante  cherchée. 

Or  la  forme  quadratique  ayant  ses  coef(icipiils  fonctions  de  a-,  si,  en 
substituant  deux  nombres  .Vg,  -r,  à  la  place  de  jc  on  trouve  une  dif- 
férence /.  entre  le  nombre  des  carrés  positifs  de  la  forme  pour  x  =  O"» 
et  pour  .r  —X,,  on  cfjuclura  (pie  l'uivarianl  de  la  loi  nie,  c'est-à-dire 
l'équation  liiiale  eu  x,  a  au  moins  k  racines  réelles  comprises  entre  x„ 
etx,.  Si  en  particulier  on  substitue  —  oo  ,    i- 2c  à  la  place  de  x,  on 
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pourra  ni  11  si  o  bleuir  11  ne  liMiitoinf(''rioiirc  du  iK)iiiIir(Ml(  s  \  a  leurs  rérllos 
de  X. 

Pour  examiner  quel  est  le  noiul)re  des  carrés  positifs  de  la  forme 
lorsque  x  est  Iros-yrand,  (ju  pourra  se  borner  eu  général  à  conserver  les 
termes  qui  contiennent  la  plus  liante  puissance  de  .r.  C'est  la  règle 
que  nous  avons  déjà  suivie  plus  haut  et  qu'il  est  bien  facile  de  justifier. 

Soit  en  effet 

J=  x"'A  +  x"'-/'IJ  +  .. 

la  forme  quadratique  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x;  A,  15  sont 
des  formes  (piadraliques,  et  nous  supposerons,  ce  qui  est  suffisant  |)oin- 
le  but  que  nous  voulons  atteindre,  que  A  ait  son  déterminant  de  zéro 
et  appartienne   par  conséquent  à  la  classe  des  formes  quadratiques 

fonctions  de  n.  variables  distinctes.  Posons  a.'  =  —  ^  on  aura 

a'' 

/=x"'(A  +  h.x'''  +...)■ 

La  forme  A  +  Ax'p  r-  . .  aura,  pour  x'  suffisamment  petit,  1<>  même 
nombre  de  carrés  positifs  que  A,  et  par  conséquent  y  aura  pour  x  suf- 
fisamment grand  le  même  nombre  de  carrés  positifs  que  Ax'",  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Nous  avons  eu  l'idée  d'appliquer  la  méthode  précédente  à  la  dé- 
monstration du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  et 
de  prouver  par  une  méthode  qui  nous  paraît  tout  à  fait  nouvelle  que 
l'équation  algébrique 

/(,r)  =  o, 

à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  admet  une  racine   de  la  forme 

n  ^-  /;  y  —  i . 

Et  d'abord  il  est  clair  qu'il  suffira  de  démontrer  la  pro|)osition  pour 
une  équation  à  coefficients  réels;  car  à  toute  équation  de  la  forme 


A  -f-  B  sf^^  —  0 
on  peut  substituer  la  suivante  : 

A=  +  IV  =  o. 

loiin'  XIX  (2"^  série).  —  Octobre  187/1.  ^7 
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On  ppiit  ilitilItMirs  «'ciiilor  les  ôqualioiis  de  {!cj;r«''  iii)|);iir.  Il  miIHi  dnin- 
(!«'  traiter  le  cas  d'une  énualioii  à  coeHitients  réels  it  de  degré  pair  m. 
A  cet  effet,  remplaçons  dans  l'équation  proposée  o"  par  a  (i  -\-\J/i) 
et  .T(t  —\Ji).  Il  snftira  de  démontrer  ., c  lesdeiix  équations 

y[a:(.+vÂ)]=r.  (,,       f\.c[i  ^v70l  =  o 

sont  vérifiées  par  des  valeurs  réelles  dc.r  et  de  //,  c'est-à-dire  que  l'é- 
(pialion  finale  en  .r  que  l'on  olitieni  en  éliminant  h  entie  ces  é(|iialions 
a  lies  racines  réelles.  Nous  ft-rons  remarqnei-  qne  jt  est  la  demi-somme 
de  deux  racines. 

Donnons  aux  équations  ipii  précèdent  la  forme  suivante  : 

rs{/i)  —  J\x   !-  x\ii)  -f-/(.r  -  x\jli)  —  o. 

Il  est  facile  de  reconnaître  rpie  w(//),  i|>(/0  sont  des  fondions  ration- 
nelles de  h  d'ordre  —  et  (lue  le  résniial  île  l'élimination  de  h  entre  ces 
deux  équations  donnera  l'équation  aux  di mi-sommes  des  racines  non 
débarrassée  des  racines  de  la  proposée.  Il  suffira  de  démontrer  que 

cette  étpiation  a  îles  racines  réelles.  Formons  suivant  la  régie  inriiquée 
le  quotient 

(^)  irri,\ ' 

et  après  la  division  remplaçons  les  puissances  de  //,  //,  p.ir  de  nouvelles 
variables,  comme  il  a  été  indiqué.  Les  coefficients  de  la  forme  «piadra- 
lique  ainsi  obtenus  sont  des  fonctions  de  x  du  degré  2  m  —  i .  Connue 
nous  voulons  reconnaître  la  variation  «lu  nombre  de  carrés  positifs  de 
cette  forme,  quand  j:  varie  de  — »  à  -!-30  ,  variation  qui  donne  une 
limite  inférieure  du  noud)re  des  lacines  réelles,  il  suffira,  d'après  ce 
que  nous  avons  vu,  de  chercher  la  forme  quadratique  qui  forme  le 
coefficient  de  x-'""'  dans  le  quotient  précéilenf.  Dans  v!{h),  les  termes 
de  degié  le  plus  élevé  eu  x  sont 

^.'"[(,.Hv/7/)"'-^(>-vÂ)"'|- 
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Dans  <\i(h),  ils  sont 

.r"'-V/7((i+s//0"'    -(.-s//;)''']; 
c'est  donc  tlii  (piolicMil 

^^-^■-"-'  [(.  4vÂ)"'h-  (i  -  s/Â)'"  |s;/.:|  (.  -HV'/..)'"-  (.  -v//^)"'J 
(M')  '  ' 

.^-i^x-"  •[(, -H^.)"'.i  (.  -^v/';)"']vÂ[(.-hv//?)"'-(. -v/')'"] 

qiu!  proviondra  le  coefficient  de  .r'-'"^'  dans  l'expression  (M),  lleujpla- 

çant  ensuite  //",  //',  Ir,  fi'      par  z,,,  z,,  r„,     ,   on  aura  la  forme  qua- 

dratique  A,  qu'on  peut  substituer  à  la  proposée  pour  les  valeurs  très- 
grandes  de  .r.  Celle  forme  quadratique  a  d'ailleurs  son  déterminant 
différent  de  zéro  ;  car  les  deux  équations  en  h 

(r    H  s/70'" -H       ((    --v''^)"*-o, 
s/Ml  -\-s/h)'"^-s/h{i     -s/h)'" ^o, 

au  moyen  desquelles  elle  est  formée,  n'ont  aucune  racine  commune,  el 
par  conséquent  le  déterminant  de  la  forme  quadratique  qu'on  forme 
avec  elles  d'après  la  méthode  exposée  plus  haut  est  différent  de  zéro. 

Effectuons  maintenant  la  division  indiquée  dans  l'expression  (M'); 
nous  aurons,  en  groiqiant  deux  à  deux  les  quatre  termes  du  numé- 
rateur, 

-  ..X--'  -' V (,  ^- V Â)"'  -"(.  !-  v/^ )'-^'(.   - v/i)"-*  (i  -  v'^rS 

et,  en  ajoutant  et  réunissant  les  termes, 

-  2x"-"'-'i[{i  +vA  )'""(.  -v'Â  r'^-(i  -v/^  )'"-"(.  H-v'/^  r'i 
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la  somme  étant  étoiidiic  à  Idiites  los  valeurs  de  p  depuis  i  jusqu'à  —  - 
Les  expressions  entre  crochets  sont  des  fonctions  rationnelles  sem- 
blables de  //,//,  d'ordre  y- —  1  en  A,  A,.  Quand  on  remplacera  les 
puissances  par  des  indéterminées  r„,...,  z,„  ,  elles  deviendront  des 
linéaires  de  ces  indéterminées,  et  l'on  aura  la  forme  quadratique 


20;- 


-'rxï4-x^i-...+  xr|. 


Quand  x  variera  de  —  x:  à  -h=c  ,  on  voit  que  le  nombre  des  carrés  po- 
sitifs aura  varié  de  —,  donc  l'écpialion  aux  demi-sommes  des  racines 

aura  au  moins—  racines  réelles,  ce  qui  démontre  la  proposition  que 
nous  avions  en  vue. 


VllI. 


Les  fonctions  «1»^  prennent  des  formes  remarquables  quand,  à  la  place 
des  arbitraires  X^,  on  met  en  évidence  d'autres  variables,  en  remplaçant 
une  ou  |)lusieurs  séries  de  ces  arbitraires  par  les  expressions  suivantes  : 


X:  =  ^  ;^J(-^Î  •••  ^'Di  =  ',2,...,  n. 


Pour  ne  pas  donner  trop  d'étendue  à  ce  travail,  nous  examinerons 
seulement  le  cas  où  la  substitution  précédente  est  étendue  à  tous  les 
systèmes  de  variables  X*. 

Soit  alors 

..   xr 


(32) 


}   Y' 


a,,      . 

•    ".» 

x; 

a,„      . 

",n, 

X,: 

v;    . 

■     Y,| 

0 

Y';     . 

.    y;; 

0 

X! 
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et  posons 


^;|/(-i  •••-:),   Y:=.i^/(ji...j:). 


En  relranchanl  des  ('■léincnis  île  la  //  i-r/""""  colonne  ceux  des  n 
|ircinièi-es  nudiipliés  par  .r(,...,  .r;(,  elopéranlde  même  pour  les  lignes, 
on  trouvera  sans  dilticulté 


X' 

Y' 


Y'' 


On 


n„ 


-  {^"J'I 


où  l'on  désigne  par  {x^j'^)  l'expression 


(34)  (*•«  jP)  =  1  a-  ^  +  r  -x-  -t'-»  +   •  •  1-  r  ^r,  ~ ■ 


2     'VM- 


On  a  évidemment 

(35)  {x\x^)  =  f{x:...x:.). 

D'après  cela,  si  l'on  adopte  la  notation  nouvelle 

{.x'j')     ...     {x-Pj 


(3G) 


on  aura 


(3?) 


x" 

r 

'■   X' 
Y' 


,.     xP 


xp^ 
/"J 


(x'j")      ...      {.xPf) 


X.P 
YP 


h'->-[r  :  ;} 


Alors  aux  fonctions  ^l),  définies  plus  haut  correspondent  des  fonctions 
Wp  définies  par  la  formule 


(38) 


"¥, 


_  r  a?'    ...    x-p  I 
~[  x'    ...   x-p  y 
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et  l'on  a 

(39)  %.=  {-i)"^K^,; 

d'où  il  suit  que  le  nombre  des  varialioiis  de  la  suite  '!'„,. •■,  'l'„  est  égal 
à. celui  des  pcnuanences  de  la  suite 

(40)  I,     ^1 ,     %, 

Ou  peut  aussi  exprimer  uniquement,  au  moyen  des  fonctions  M',„  la 
décomposition  la  plus  générale  d'inie  forme  quadratique.  Posons,  en 
effet, 


(4i) 


r  .r  1  r  X  x'  ...    xP-'  1 

^'=1    a<  r    '  ^"^[.r-  x^  ...     xr       y 

r  a'  ...     xP  1                r  .r'  ...  x'"     X  1 

''""L'-ï".  •••     ^''  }         ''"[.x'  ...  xi'     X} 


en  considérant  les  x]  comme  des  arbitraires  et  le  système  x{x ,,....,  x„) 
comme  contenant  seul  les  variables.  Alors  ^,,  sera  une  fonction  linéaire 
des  variables,  cl  l'on  établira  sans  difficulté  les  é(iualions  suivantes  : 

^^    '  4',,  MW-,  '^'M-'''" 

et 


(43)  •f  —  i',''^^. 


Aï  A, 


+  ...-I- 


»  n— I  'n 


Cette  décomposition  en  carrés  n'est  qu'une  transformation  de  celle  qui 
a  été  donnée  à  l'article  III.  La  relation  entre  les  fonctions  <1>  et  *F  est 
d'une  grande  importance  en  Géométrie  analytique;  mais  nous  nous 
contenterons  des  indications  qui  précèdent,  et  nous  passerons  à 
l'examen  d'une  autre  question,  lai.ssant  même  de  côté  pour  le  moment 
l'examen  des  décompositions  cpii  correspoiident  à  lU)  système  de  fonc- 
tions <I>  ou  ^J,  lorsque  quelques-unes  de  ces  fonctions  sont  nulles  pour 
certaines  valeurs  des  arbitraires  qu'elles  renferment. 
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VIII. 

Après  avoir  étudié  une  seule  forme  quadratique,  examinons  les 
questions  relatives  à  deux  formes  considérées  simultanément  i  *).  Ou 
sait  qu'en  général  deux  formes  quadrnliqiu's  peuvent  être  transfor- 
mées en  deux  sommes  composées  des  mêmes  carrés.  Nous  allons  re- 
prendre dans  tous  ses  détails  l'étude  de  cette  importante  question,  et 
nous  examinerons  aussi  les  cas  où  cette  décomposition  cesse  d'être 
possible. 

Soient 

/  =  llaijXiXj,     <p  ==  22  bijXiXj 

les  deux  formes  proposées.  Posons 

p, /•      ,         „  \  d?  \    df       1  '  '^? 


(*)  On  pourra  ronsnllor  pniir  l'otiidc  de  colle  qncslion  les  travaux  suivants  : 

Sylvesteh.  —  Eniinieration  of  the  contacts  of  Unes  and  surfaces  nf  ihc  srcnnil 
ordcr;  on  the  relation  bctiveen  thc  niinor  déterminants  of  lineartv  équivalent  quadrnlic 
functions.  [l'hil.  AIngnz.,  p.  1 16,  3.<)5,  4i5;  i85i.) 

Weif.rstrass.  —  Ueber  ein  Theorem  die  hnmogenen  Functionen  d.  i"'"  grades  bc- 
treffend,  ncbst  Anivend,  aufd.  Théorie  d.  kleincn  Sciwingungcn,  [Comptes  rendus  de 
l'Académie  ds  Berlin,  p.  507;  l858.) 

Wkierstrass.  —  Zur  Théorie  der  bilincarcn  und  quadratischcn  Formen.  (Même  Re- 
cueil, p.  3io;  186S.) 

Kronf.ck.er.  —  7,ur  Théorie  der  bilincarcn  und  quadratischcn  Formen.  (Même  vo- 
lume, p.  239.) 

Kronkcker.  —  Uebcr  Schaaren  von  quadratischcn  Formen.  (Blême  Recueil,  janvier 
et  mars,  1874-) 

Painvin  (L.).  —  Discussion  de  l 'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre.  {Nou- 
velles Annales,  1868.) 

Camille  Jordan.  —  Mémoire  sur  les  formes  bitinéaires.  {Comptes  rendus,  et  p.  35  de 
ce  volume.) 

Les  riTlieicIies  fpte  nous  publions  actuellement  ont  été  présentées  à  la  .Société  m.T- 
tliénialique  dans  la  séance  du  i  i  mars  1874;  •""fs  avaient  été,  quelque  temps  aupara- 
vant, le  ?.S  février,  cnmuiuui([uées  avec  de  grands  détails  à  la  Société  Pliilomathiqne. 
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on  aura  idoiiliiiiii-incnl,  en  vcrlti  d'ime  lot  imilcdrjà  ili'ini)nli('c(p.  ^.'ia), 

a,,  +  '/.h,,      ...     fi, „-■)./>,„      \, 


(44)  y>^?  =  F  =  -r(» 

A(X)  désignant  le  déferniinaiit  delà  forme  F, 


X. 


a„„\   '/.h 
X„ 


X 


(45) 


A(X)  = 


a 


du  degn-  /z  en  ),  dans  le  cas  général.  Dans  réqualion  (44)»  considérons 
X|,. . .,  X„  comme  des  arbitraires  particulières  ;  le  second  membre  sera 
ainsi  une  fraction  rationnelle  de  ).  que  nous  pourrons  décomposer  en 
fractions  simples.  Soit  X,  une  quelconque  des  racines  supposées  inégales 
de  l'équation  A^X)  =  o;  nous  aurons 


(46)  y-i  x?---  --1.^7ik^> 


fi, 


>/^.. 


n,„-^l,h,„     X, 


X. 


X„  o 


Les  déterminants  qui  figinent  dans  le  second  membre  sont  tous  des 
carrés  |)arfaits;  car  ils  sont  égaux  à  la  lonction  adjointe  dans  laquelle 
on  a  remplacé  par  X  une  racine  X,  de  l'invariant,  et  l'on  sait  que,  lorsque 
le  déterminant  d'une  forme  quadratique  est  nul,  la  fonction  adjointe 
devient  un  carré  parfait.  On  a  donc 

(47)  /+>-y-S(x-M^-(x.V 

où  les  U,  sont  de  la  forme 

(47)'  U,=  A,-.X,+  ..4-A,„X,-, 

A,,,-  1  A,„  étant  des  fonctions  de  X,. 
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Or,  si  dans  l'cNitMlion  {/\(>),  (\iù  ost  une  iclonliu'-,  on  rcinphicc  inain- 

li'iianl  lesX,  [)ar  leurs  ex|)rcssions- (  ^  +  ^"T"  )'  '*»  obtient  une  ex- 

pression  nouvelle  des  déterminants  qui  figurent  dans  le  second  rneui- 
Ijrc.  Si  l'on  innlliplie  les  n  premières  lignes  |iar  .r,,  x^,...,  .r„.  ([u'on 
les  retranche  de  la  dernière,  et  qu'on  opère  de  uiènic  sur  les  colonnes, 
les  déterminants  conservent  leur  forme;  mais   X,  est  remplacé   par 

(^  —  ).j)  —^-  Effectuons  celte  substitution  dans  la  formule  (47/)  o"  aura 

V,iie  contenant  plus  X,  et,  par  suite, 

ce  qui  donne,  eu  égalant  les  coefficients  de  X  et  les  tenues  constants. 

C'est  la  réduction  des  deux  formes  à  des  sommes  composées  des  mêmes 
carrés. 

Remarquons  qu'en  vertu  de  l'identité 

i  X  j  j   a  1  _ 

î  X  !  i  a  r 

on  a 

u,-  = 

ce  qui  donne  une  expression  très-générale  des  fonctions  U,,  et  par 
suite  des  V,. 

La  méthode  précédente  est  en  défaut  dans  plusieuis  cas  :  i"  si  le 
déterminant  de  o  est  nul,  le  coefficient  de  X"  dans  A(X)  sera  nul,  et 
A(X)  ne  sera  pas  du  degré  n.  On  peut  toujours  éviter  celte  difficulté 

rome  XIX  (i"  siiiie).  —  Otrouiit  iS/Zi.  •  4o 


^ 

i^         X 

a 

!  « 

1  "^     X 

c: 

X  1 

a 
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eur,iuticsaii;ilogu(S(iiii  se  pn-scnleroiU  dans  la  suili*,  en  substituant  aux 
lormes  /,  ip  des  ronclioiis  lini-aircs, 


m 


f  :nf,     m'f-\-n'r, 


de  ces  deux  formes;  i"  si  l'rcjualion  A(X)  :  :  o  a  d»'s  racines  ninlliples; 
3"  si  elle  est  idciitiiniemciit  véiiliéo,  quel  que  soit  À.  Nous  allons  étu- 
dier successivement  ces  cas  exceptioiniels. 


IX. 


Commençons  par  examiner  le  cas  où   ré(juation  en  X  a  des  racines 
multiples.  Reprenons  l'équation 


(49)    F(X,,...,X„,X)==:/H-X?=:-^^ 


a,„-hlh,„  ...  «„„-!  Xi„„  X,, 


X, 


o    I 


Soit  X  -=  X,  une  racine  multiple  :  d'après  un  théorème  dû  à  Lagrange, 
on  sait  que  l'ensemble  des  fractions  simples  correspondant  à  la  racine 

multiple  X,  sera  le  coefficient  de  .  dans  le  développement  de 


(A) 


F(X„..,X„,X,-4-//) 


>  —  >,  —  // 
suivant  les  puissances  de  //.  Or  on  a,  d'après  l'équation  (17), 

F(X ,X„,  X,  •  /O- 


A! 


*n*<i-i  *«-l  *ii    J 


*■*. 


A,,  Ao,...,  A„    étant  des  fonctions  linéaires  de  X,,..,  X„  définies  pai 
les  fornuiles  (i5).  En  substituant  cette  ex|)ression  de  F  dans  (A)  nous 

serons  conduit  à  chercher  le  coefficient  de     dans  le  développement 

d'une  suite  de  terme  tels  que 


(B) 


1/1  (i+i 


*„_,*„  X—  X,  —  /; 
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Supposons  que  le  l'acteur  X  —  X,-  entre  au  degré  «„  dans  'l>o  —  A,  (z,  dans 
«J'i,  «^,  dans  «l',,.  ••,  ji'  dis  qu'on  a  iiricssaircnienl  cZy  ^«,  ^(A,..-.  En 
eit'i't,  si,  (luclles  (jiie  soient  les  (iihitidira  ilc  <)>,,  ).  —  /,•  entre  au  degré 
a,  dans  <l>,,  tous  les  mineurs  du  preiniir  ordre  de  <l>o  contiendront  en 
facteur  (X  —  X/y^i,  et  la  dérivée  de  <1>„,  qui  est  une  fonction  linéaire  de 
ces  mineurs,  admellra  (X--X/)''  coaur.e  facteur;  donc  il>„  admettra 
(X— X,)  avec  un  exposant  «q  supérieur  à  a,.  On  démontrerait  de  même 
que  a,  est  plus  grand  que  a^,  etc.  Posons 


a,  ^=  <?,,•••,  «A- 


«*  =  e*, 


Quand  on  remplacera  X--X,  par  /«,  les  fonctions  <l)p,<l>p_,,  qui  dépendent 
linéairement  des  mineurs  d'ordre  p.p  —  i,  contiendront  en  facteur 
ïi'^fh")'-',  et  l'on  pourra  poser 

Ap,  Ap_,  étant  des  fonctions  de  /«,  de  X,-  et  des  arbitraires  qui  figurent 
dans  la  décomposition  en  carrés.  Ces  fonctions  A^,  A^  ,  ne  contien- 
dront plus  h  en  facteur,  si  l'on  ne  fait  aucune  hypothèse  particulière 
sur  ces  arbitraires. 

Quant  à  A„  p^,,  son  expression  développée  est 


a,,   h  ili'\-h)b, 


a. 


(X/  -1-  ll)b,n 

x; 


X';-' 


X,; 

X,! 

o 

x;;  ' 

o 

x„ 

o 

X'; 
xc 

G 

O 

o 


Retranchons  de   la  dernière  ligne  les  n  premières  multqjliées  par  x^ 
jîo,...,  x„,  cette  dernière  sera  remplacée  par  la  suivante  : 


Ôo 
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c.w  \,  ).  v^    -I    f-<--)   U,,   U.,,...,    l!„   (lésigiiciil   des  l'oiutioiis  li- 

■-•.       O-i-,  O-r,  I  o 

nûaires  des  varial)les  jc,,  Xn,...,  a-„.  En  l'éuiiissant  les  termes  (|ui  con- 
tiennent ().  —  ).,  —  //),  on  îiin'.i 

A„..p,.,  —  B„. ,, . ,  ().  —  X,  —  //)  -i-  C„  I,, , . 

C„_p^ ,  désigne  rensond)le  dos  ternies  en  Ij,,...,  U^,.  Il  est  (.tcili'  do  re- 
coiinaitre  que  les  coeflicienls  de  ces  derniers  termes  sont  des  (onctions 
linéaires  des  mineurs  d'ordre /J  —  i  de  <I>o  :  C„_,,+  |  contiendra  donc  en 
facteur /A-i.  Posons 

Quant  à  n„_/,^.|,  c'est  la  fonction  A„  ,,+  ,,  dans  la(nullc  on  a  remplacé 
X,,...,  X„  par-  ().  —  >,/  —  //)  y-i---  On  a  donc 

B„-;,.,    =    /A(X-X,-/i)B„.,„ 

B„„  étant  une  fonction  linéaire  des  dérivées  —-■,■■■■,  -^  qui  contient  en 
outre  /./  et  11.  Le  terme  (li)  prend  donc  la  forme 

_  [/>'p(X-  >,-  /i)B„,^  +  /»■/■- C„.^]' 

et  dans  son  développement  le  seul  terme 

_  (X  — >,  — A  )/.'•/- B,; 

peut  donner  des  puissances  négatives  de  //.  Remplaçons  /A  '/•  ■  par 
h~'e,  nous  aurons 


(C)  -[-^--1 


-À  —  >/  —  h 


Développons        "'''    suivant  les  |)uissances  ascendantes  de //;  R„    con- 
tenant  linéairement  x,,  .Tj,...,  a„,  il  en  sera  do  même  des  coefficients 
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(lii  clévclopppinciil  ri  l'on  ;iiiia 


B,.,;, 


v'^.^-. 


|,-H^J,.H?,/r  +.  ., 


f,,  £o,  S;,  étant  des  fonctions  linéaires  de  .r,,.  -,  -t,,.  Le  coefficient  de- 
dans le  terme  (C)  s'obtient  ensuite  sans  difficulté;  il  est 

+  ?.  ?.  c.,-.  •+-  ^■A.,.-2  +  • . .  +  £r„-.  s, . 
En  séparant  le  coefficient  deX  et  les  termes  constants,  on  aura 

(49)  /=-l-2X,[?.2,^4-.  .] 

Ce  sont  les  formules  de  M.  Wcierstrass. 

On  s'assuiera  aisément  que  le  nombre  total  des  fonctions  linéaires  § 
est  égal  à  «;  par  conséquent,  commey  +  Xç»  dépend  en  général  de 
n  variables,  il  faut  qu'aucune  des  fonctions  linéaires  S,  ne  soit  nulle  et 
qu'elles  soient  linéairement  indépendantes. 

la  réduction  des  formes^ et  (p,  telle  que  nous  l'avons  donnée,  con- 
duit à  la  solution  d'une  des  principales  questions  qui  se  présentent 
dans  la  théorie  de  deux  formes  quadratiques  : 

Étant  données  deux  formes /j  ç>,  quelles  sont  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  poin- ({u'on  puisse  les  transformer  par  une  même 
substitution  linéaire  en  deux  autres  formes  J',  ç'? 

Pour  répondre  à  cette  question,  posons 

F=/-!-X'^,       F'=./'+Xf. 

Les  deux  formes  F,  F'  devront  pouvoir  se  transformer  l'une  dans 
l'autre  par  une  substitution  linéaire  dont  les  coefficients  seront  indé- 
pendants deX.  Or  formons  pour  la  fonction  F  la  suite 

<1),„  4),,...,  a»,,, 


382  Jt)UUNAI.  \)i:  MAlIlKMATIQliKS 

et  (Vrivrtns  aii<si  pour  la  foinu'  I"'  la  suite  aiialopiiK» 

il)'       <!)'  0)' 

*  0  '  i  '  •     ■  '  Il   • 

D'après  l'artich'  II,  si  F  est  la  traiisfoiiiiie  de  F,  les  fonctions  il>' se- 
ront égales  aux  fonctions  <I>  correspomlanles,  inuitipliées  par  une  con- 
stante: Jecarréihuléleriiiinant  de  lasubsliltilion  linéaire  qui  transforme 
V  en  F'. 

Il  suit  de  là  que,  si  un  facteur  X  —  ),,  figure  avec  un  certain  exposant 
dans  <I>„,  il  doit  figurer  avec  le  niéme  exposant  clans  <1>'„  ;  que  si,  en 
outre,  il  entre  dans  un  certain  nombre  des  fonctions  <!>,,  iK  qui  suivent 
tl'u,  il  doit  figurer  avec  les  mêmes  ex|)osanls  dans  les  fonctions  corres- 
pondantes '!>',,  <1>.,.  Tout  cela  se  déduit  immédiatement  de  ce  que  les 
fonctions  >I>  sont  des  contrevariants. 

Les  conditions  précédentes  sont  donc  nécessaires,  mais  de  plus  la 
réduction  à  des  formes  canoniques,  que  nous  avons  doiuiée  a])rés 
M.  Weierstrass,  monirc  qu'elles  sont  suffisantes,  puisque  cette  forme 
canonique  est  entièrement  déterminée  ijuand  on  connaît  les  facteurs 
X  _  }.-,  ainsi  que  les  exposants  avec  lesquels  ils  figurent  dans  les  fonc- 
tions <!),,  *o,.... 

£n  terminant  cet  article,  nous  ajouterons  un  mot  relatif  à  un  cas 
exceptionnel  (jue  nous  avons  négligé.  L'équalion 

A(X)  =  o 

est  en  général  du  degré  //,  mais  il  peut  arriver  dans  quelques  cas  parti- 
culiers que  son  degré  s'abaisse,  c'est-à-dire  que  quelques-unes  de  ses 
racines  deviennent  infinies.  Cela  aura  lieu  toutes  les  fois  (jue  le  déter- 
minant de  y  sera  nul  ;  mais  il  suffira  de  substituer  à  9  ç  ^-  ////,  m  étant 
une  constante  convenablement  cboisie,  et  l'on  reconnaîtra  aisénient 
qu'une  racine  infinie  ne  peut  donner  que  des  termes  de  la  forme  sui- 
vante : 

.r,x,;  -•-  Jc.^x„_,  -4- ..    i-  jr„.  o.To  +  a-„.r,  dans^ 

et 

a-,  x„  .,  -h  x.,x„  ..  -f  .  .  r  Jc„_iX.,  -;-  x„  I  a\  dans  9. 

l'.n  réunissant  tous  les  résultats  précédents,  nous  pouvons  énoncer 
Il  |)roposition  suivante: 
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Fj(tnl  (iniirii'i's  deux  farines  f,  ç  Ici  les  (/ne  le  d'Iermiiutnl  de  /^-  X^ 
ne  soit  pas  identiijueinenl  nnL  on  peut  toujours  leur  donner  les  formes 
suh'dntes  : 

J^A,  -!    A,  -I-  .H-B,  -;-B, +... 

<p^A.\  •!-  A', -i    .    :    I!',    )    B'„  +  ..., 
où  les  groupes  tels  que  A,  A'  sont  de  la  forme  suivante  : 

/x    wC  I  ^  ii'—^  ~i      «-^  2  «X  //— 2  "i"  •    •     t     '^ n^^       1      '"         //   - 1         I 

A   —  iX^  I  «X^/j  "H  OC  .\0C  fj     I  ~7~  -  .  .  *T—  OC  f^_  ,  Juj  — 1    «X;jj>|  f 

et  les  groupes  tels  que  (B,  IV)  de  lajorme 

X>  '^^^  X ^  X,t       -I  ■  Xo.T,,.  I  -'-...         '^'«-i  •^■1  ~r  X„Xf , 
15  —  iX|  Xn~\  ^'-     ^'2^'rt~2  ~T~  .  .  .  '    ■  Xff     ^  JC ^  , 

Si  pour  plus  de  symétrie  on  a  commencé  par  siibstiluer  aux  fouclions 
/  et  (p  clos  fonctions  linéaires  m/  4  «y,  m'J  -]-  n'rp,  on  aura  la  proposi- 
tion suivante,  plus  générale  et  plus  simple. 

On  peut  décomposer  les  formcsy,  9  en  groupes  partiels  A,  A',  tels 
que  l'on  ait 

A  =aY  '\-b  T 

A'^--a'Y   \-  b'V, 
V  et  V  étant  des  formes  suivantes  : 

V     —    »X  I  ».C  ^^  .  j  ~T~     •     ~T~  OL  f^ —  I  i]c  I  - 


C^onsidérons  niaintenaul  le  cas  où  l'équation  A(X)  :  o  est  identi- 
quement satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  À.  Alors  le  déterminant  de 
la  forme 

F=^-hXç5,    ■ 
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égal  à  <1)„  ou  A(),),  est  iclciuiqucrncnt  nul.  H  ju'iil  nnivii-  aiissi  (iiic  Ks 
l'oiictions  'l',,<l'j....,'lV'  't'iitt'^^'^  ;<  celle  l'orme  soieiil  nulles,  (juelies 
que  soieul  les  valeurs  des  arbitraires  qui  y  enlrenl,  ou,  en  d'aulres 
ternies,  que  tous  les  mineurs  d'ordre  p  --  i  du  délermiuant  A(X)  soient 
nuls  sans  que  tous  ceux  d'ordre  p  le  soient.  Nous  adopterons  cette 
hypothèse,  qui  com|)rend  tous  les  cas  possibles,  et  alors,  d'après  l'ar- 
ticle V,  la  fonction  F,  pour  une  valeur  quelcou([ne  de  ).,  ne  dépendra 
que  de  u  —p  fonctions  linéaires  des  variables  :  il  y  aura  p  relations 
linéaires  identiques  entre  ses  dérivées.  Représentons  pai  «,,  n.,...,  u„ 
ces  dérivées,  c'est-à-dire  |)osons 

^        '  '   ~  dxt         d3:i  dxt 

Les  relations  linéaires  entre  les  dérivées  «,  peuvent  être  à  coefficients 
constants,  mais  elles  peuvent  aussi  dépendre  de  )..  En  les  ordonnant 
par  rapport  à  cette  variable  ).,  leur  forme  générale  sera  la  suivante  ; 


(5.) 


A ,  =  X''.  U^  -  X?.  '  U I  -1-  Xf.-'UJ  - . . .  zh  XU-J'  -'  --  UV  =  o, 
Ao=X'''U^-X'^-'Ui-i-  ..=  o, 


A^=X'/-U;-...±U^'': 


les  symboles  U)  représentant  des  fonctions  linéaires  à  coefficients 

constants  de  ii,,  u. ,  u„.   Si    l'une   des  relations,  la  première    par 

exemple,  ne  devait  pas  contenir  X,  il  suffirait  de  supposer  7,  =  o. 

Les  ^  relations  entre  les  dérivées  peuvent  prendre  dos  formes  très- 
variées.  Nous  allons  d'abord  montrer  que,  si  toutes  les  fonctions  U 
qui  y  figtnent  ne  sont  pas  linéairement  indépendantes,  on  pourra  tou- 
jours remplacer  quelques-unes  des  relations  par  d'autres  qui  seront 
d'un  degré  moindre  en  X. 

A  cet  elfet,  nous  commencerons  par  remarquer  que,  si  l'on  remplace 
les  dérivées  m,  par  leurs  expressions  tirées  îles  formules (5ù)  eu  .r,,..., 
x„,  X,  elles  deviennent  des  fonctions  linéaires  de/  <pii  doivent  satisfaire 
identiquement  aux  relations  (5i).  On  trouvera  facilement  que,  pour 


l'UHES  ET  APPLIQUÉES. 
•  IMil  en  soit  ainsi,  il  laïUquc  l'on  ail 

uj  =  ixi  -h  V-r, 


1.  Ul'  =  -k.iJ.t'-\ 


les  quantités  ij.  indépendantes  de  X  étant  des  fonctions  linéaires  à  coef- 
ficients constantsde  a:, ,  jTj,.  . .,  .r„.  On  déduit  des  équations  précédentes 

fx<  =U.'   -XU.", 
(53)  {  fx„2  =U.2  -XUJ  -;-X=U», 


I  fx^-"  =  U2«-'  -  X  U2--'  -H  X=  U2«-'  - . . .  ±  X'/«-  '  ur . 

Admettons  maintenant  que  les  fonctions  XJ  ne  soient  pas  linéairement 
indépendantes,  que  quelques-unes  d'entre  elles  figurant  dans  les  re- 
lations 

Aj,=  o,     Aa'  =  o,      A^»  =  o,... 

satisfassent,  par  exemple,  à  la  relation  identique 

(5/,)     r7«u:+r7jU,'  +...--a2«U2'4-fl°U°+,..  +  r7«U«-i-...=  o,- 

où  les  coefficients  al  désignent  des  constantes  quelconques.  Remplaçons 
les  fonctions  U  par  leurs  expressions  tirées  des  formules  (Sa)  dans 
l'identité  (54)-  Le  coefficient  de  X  et  le  terme  constant  du  premier 
membre  devront  être  nuls  séparément,  ce  qui  donne  les  deux  relations 


(55) 


fl«  a«  -T-  «i  p..'  + . . .  +  fl2'->2«-  4-  rt,V« 
^1  f-I'  -H . . .  +  al'^J-'i"''  4- ...  —  o 


entre  les  fonctions  {j..  Si  maintenant,  opérant  d'une  manière  inverse, 
nous  remplaçons  les  /x  parleurs  expressions  déduites  des  formules  (54) 

Tome  XIX  {-i"  série).  -  Octobbe  187/1  ^9 
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MOUS  obtiendrons  les  deux  équations 

V  ^-  rtf  U,"  -1-  rtj  (  Uj  -  XU:  )  -I-  <-  (  U.-  -  X 13,'  H •  X^"  UD  I-  . . . 

w  ==  ni  v:  -»-  «:^  (  uj  -  xuD + . . .  -t-  «:  u»  + . . .  =  o, 

c'pst-à-dirc  doux  nouvelles  relations  identiques  entre  les  dérivées  de 
la  forme  1".  Il  est  faciN-  d'ailleurs  de  reconnaître  (jue  l'on  a  identique- 
ment 

(56)  XV-!- W  -Ha'i»A,H-<-A..  4-...=  <). 

Il  suit  de  là  qu'on  pourra  reirancher  du  système  des  relations  entre 
les  dérivées  une  ([uelconque  des  relations  Ag  =  o,  Ay  =^  o,  à  la  con- 
dition d'ajouter  les  deux  nouvelles 

V  =  o,     W  =  o. 

Or,  si  Aa  est  la  relation  de  degré  le  plus  élevé  en  X,  V,  W,  d'après  leur 
composition  même,  seront  de  degréinférieur  à  A»  :  on  aura  donc  rem- 
placé une  des  relations  du  système  par  deux  autres  de  degré  moindre 

V  =  o,     W=o. 

On  gardera  à  la  place  de  A^  lune  de  ces  deux  relations  ou  une  combi- 
naison des  deux;  l'autre  sera  une  conséquence  du  nouveau  système 
ainsi  formé.  11  restera  donc  un  système  de  p  relations  entre  les  dé- 
rivées, dont  l'une  sera  nouvelle  et  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  la 
relation  qu'elle  remplacera  [*]. 

En  coniinuant  de  cette  manière,  on  arrivera  nécessairement  à  un 
système  réduit  de  relations  entre  les  dérivées  jouissant  de  la  propriété 
que  toutes  les  fonctions  U  qui  y  figurent  soient  devenues  linéairement 
indépendantes.  Admettons  donc,  dès  à  présent,  que  les  formules  (5 1) 
satisfont  à  cette  première  condition. 

[  *  ]  Ce  raisonnement  ne  pourrait  se  faire  si  le  coefficient  rt^«  était  nu),  mais  on  verra 
que  ceUe  circonstance  ne  pourra  plus  se  présenter  si  aux  deux  formes/,  oon  substitue 
des  fonctions  linéaires  de  ces  formes  ni/ -r  n^,  m' f  A    n'i^. 
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Puisque  les  fonctions  U  sont  toutes  iiulépeiulantes,  il  faut  f[ue 
leur  nombre  total  soit  inférieur  au  nombre  n  des  variables.  On  a  donc 
l'inégalité 

(],  4-  I  -f- . . . n- 7,, -h  lin, 

P  -i-Ç,  -l-<72  -)-... -4-7,,:://. 

En  second  lieu,  et  pour  la  même  raison,  nous  [)Ouvoiis  affirmer 
qu'on  pourra  effectuer  sur  .r,,  x.,-,..-,  x„  une  substitution  linéaire  au 
déterminant  différent  de  zéro,  et  qui  réduira  cliacune  des  fonctions  U 

à  un  seul  terme,  par  exemple  U"  à  «,,  U[  à  lu-, Eu  effectuant  une 

telle  substitution,  les  relations  entre  les  dérivées  prendront  une  forme 
extrêmement  simple  et  comprise  dans  le  type  suivant: 

(57)  x'f;,,-  X'-'f:.^  +  X''--f:,  -...±  r..^^^  =  o. 

Or  une  telle  équation  exprime  que  F,  considérée  comme  fonction  des 
variables X,,  Xj,...,  x,+i,  ne  dépend  que  des  combinaisons  suivantes  : 


Z,  =  X,  -r  XXj,       2-2  —  X..  -\-  Xx^,...,       Z,i  =  X^  -h  \X, 


V+I-- 


Si  donc  on  exprime  x^,  x.,...,  x,i  en  fonction  de  z,,  z..,.,.,  z,/, 
Xg^ii  F  deviendra  une  fonction  entière  de  1  et  des  z,  mais  ne  con- 
tiendra plus  Ji;,+,. 

En  répétant  le  même  raisonnement  pour  chacune  des  relations  entre 
les  dérivées,  toutes  semblables  à  l'équation  (5^),  mais  de  degrés  diffé- 
rents en  général,  on  voit  qu'après  avoir  effectué  sur  nos  variables  la 
substitution  qui  ramène  les  relations  entre  les  dérivées  à  ces  formes 
simples,  il  y  aura  p  -h  i  groupes  de  variables  :  1°  les/;  premiers  groupes 
correspondant  aux  diverses  relations  entre  les  dérivées 

'Y'  ■  "V^  '  'y*  1  'Y*  ' 

1"  h  autres  variables 

/.9- 
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on  nombre  tel  que  l'on  ait 

//  ^-  p  -T-  r/,  H-  <7s  ^- . . .  ^-  q^  --  «. 

D'après  ce  que  nous  avons  reconnu  en  examinant  l'équation  (57)  et 
ses  conséquences  relatives  à  la  forme  de  F,  si  l'on  pose 

I  z\  =  x\  -f-  Xx'.^, 

la  forme  F  deviendra  une  fonction  entière  do  ).  et  des  variables 

en  nombre  égal  à  h  —  /». 

Une  conséquence  nouvelle  peut  se  déduire  de  ce  que  F,  sous  sa 
première  forme,  quand  ou  l'exprime  en  fonction  des  x  et  des  ë,  ne 
contient  X  qu'au  premier  degré.  Il  suit  en  effet  de  là  que  F  ne  peut 
contenir  les  carrés  et  les  produits  des  variables  s  ;  car  si,  pour  revenir 
à  l'expression  première  de  F,  on  remplace  les  z  par  leurs  expressions 
tirées  des  formules  (58),  on  verra  sans  peine  que  dans  ces  produits  et 
ces  carrés  les  termes  de  degré  le  plus  élevé  en  X  ne  pourraient  se  ré- 
duire les  uns  avec  les  autres.  11  faudra  donc  que  les  variables  z  entrent 
au  premier  degré  seulement  dans  F,  qui  sera  de  la  forme 

(59)  f=2j'.  ^\  -H  jU2+---+n.^;/,-+-^(?.....,i/,)+xw'(=:,, ...,?/,), 

les  variables  y  étant  des  fonctions  linéaires  de  ^,,Ç2,...,  2/,  et  le  nombre 
total  des  variables  z  et  ^  étant  n  —  p,  ce  qui  est  bien  d'accord  avec 
cette  propriété  que  les  formes  <I>o,  •!', ,.  •  >  ''V-i  >  relatives  à  laformeF,sonl 
identiquement  nulles  [*]. 

Comme  la  forme  F  ne  peut  dépendre  d'un  nombre  de  variables 


(*]  On  peut  encore  étahlir  ce  point  de  la  manière  suivanir  :  considérons  d.ins  la 
forme  F  les  ternies  qui  contiennent  seiilemen  t. j-,,  x,,...,  .»■,+,,  c'esl-à-dirc  qui  renferment 
les  carrés  et  les  produits  de  ces  variables.  L'ensemble  de  ces  termes  doit  satisfaire  à 
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moiiulro  que  n  -  p,  il  suit  de  là  qu'il  iio  |)Ciit  y  avoir  aucune  rolalion 
linéaire  identique  entre  les  fonctions  y.  l'ar  exemple,  si  l'on  avait 
y\  =  a)\ ,  l'ensemble  des  termes 

serait  remplacé  par  j\  {z\  +  az'„),  et  F,  au  lieu  de  dépendre  elfecti- 
vement  de  z\,  z'^,  ne  varierait  qu'avec  la  somme  z\  -+-  az'.,  :  F  devien- 
drait donc  fonction  de  moins  de  n  —  p  variables,  ce  qui  est  impossible. 
Le  raisonnement  qui  précèile,  bien  que  fait  sur  un  exemple  simple,  est 
tout  à  fait  général. 

Pour  éviter  des  notations  compliquées  dans  ce  qui  va  suivre,  nous 
supposerons  que  les  séries  en  nombre  égal  à  p, 

qui  figurent  dans  F,  se  réduisent  à  une  seule  [*].  Alors 

F=7,  Z-,   +roZ2+...-l-jAZA4-tJ(^„...,|A)  +  Xw'(|,,...,?A), 


l'équalion  (57  ),  ce  qu'on  reconnaîtra  aisément  être  impossible,  si  ces  termes  ne  dis- 
paraissent pas  tous  de  F. 


En  second  lieu,  soit 


V/'r, -W'-'F',,,  4-. 


une  nouvelle  relation  entre  les  dérivées,  jointe  à  l'équation  (69 ).  Les  ternies  de  F 
qui  contiennent  les  produits  des  variables  .r  par  les  variables  x' ,  doivent  satisfaire  à 
la  fois  à  l'équation  précédente  et  à  l'équation  (Sy),  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  tjue  si 
leurs  coefficients  sont  tous  nuls.  Cette  double  remarque  justifie  la  forme  de  F,  adoptée 
dans  le  texte. 

[*]  On  peut  encore  justifier  cette  simplification  jiar  la  remarque  suivante,  (|ui  pouna 
être  utile  dans  d'autres  occasions.  Plusieurs  séries  peuvent  toujours  se  déduire  d'une 
seule,  en  supposant  que  quelques-unes  des  variables/  deviennent  nulles;  par  exemple, 
la  suite  simple 

j,  (a-,  -t-  Ix:,]  4-/3(^-2  +  ^^-3)  +  J3  [x,  -f-  lxt]-{-  y,  (T^  -\-  \x,,)  -t-/5(.ri  -h  \x^) 

se  décompose,  si  l'on  égale  J3  à  zéro,  dans  les  deux  suivantes  : 

Tl  (-^'l  +  ^•''2)  -I-  rs  i.^:  +  '^■■^i), 
V,  {Xt  +\Xi)   +  Xi  (Xs  -f-  \x^). 

Ainsi  l'on  peut  toujours  supposer  que  les  suites   -^ô-»  1"*-'  "ous  considérons  se 
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ou 


(  p^r.  (•*■< -'^-^^'a)  ^-.ra(^. -t-^^j)  ^-•• 


ce  qui  donnera 

f=x,y,  4-...  +  x*_;a  +  w(S,,H,,...,?a), 


(6.) 


Les  Ibiiclioiis  jK  étant  indépendantes,  nous  pouvons  exprimer  f[uel- 
ques-unes  des  variables  '%  en  l'onction  des  j-,  et  écrire 

/=  X^y^  +...4-  XA7>  +  CT,(  =  ,,?2,--.la.jMr2 ïli)-, 

Décomposons  les  fonctions  cr,,  w',  en  trois  groupes  de  termes  :  i"  les 
termes  contenant  les  variables  y\  2°  les  termes  contenani  les  va- 
riables :;  3"  les  termes  contenant  les  produits  des  variables^-  par  les 
variables  H. 

Ou  aura 

Il,,  n'   désignant  des  fonctions  linéaires  des  variables  S,  et  l'on  aura 

F  =  j.  r,  +...-I-  j* z-A  -I-  ^  +  >•'!''  +  j.  (n,  +  ).n', )+..  -f-  «r  +  xt. 

Il  est  à  remarquer  que  le  nombre  total  des  variables  dont  dépend  F 
est  égal  à  «  —  I ,  puisqu'ici  /j  =  i .  On  a  donc 

aA -+-  a  —  «  —  i; 

déduisent  d'une  seule  dans  laquelle  quelques-unes  des  variables  y  sont  ensuite  égalées 
à  zéro.  Toutes  les  fois  qu'il  s'agira  uniquement  de  dénionlrer  que  cerlaincs  idcnlifica- 
lions  sont  iiossibics,  ce  qui  est  le  cas  actuel,  on  pourra  donc,  avec  un  jjrand  avantage 
pour  la  simplicité  des  notations,  réduire  les  séries  à  une  seule;  car  si  l'identincalion 
est  possible,  quelles  (luc  soient  les  valeurs  des  variables.v,  elle  le  sera  a  fortiori,  quand 
quchpics-uncs  de  ces  variables  seront  éjjalées  à  zéro. 


PURES  ET  APPEIQUÉES.  :i(,i 

mais,  F  dépcmlanl  en  général  de  êi  —  i  variables,  il  faut  qu'en  la  cou- 
sicléranl  comme  fonclioii  des  vaiiables  y,  z,  ç  son  déterniiiiaiil  soil 
en  général  dilïérenl  de  zéro.  Or  ce  déterminant  se  réduit,  cunnnc  i\ 
est  facile  de  le  voir,  à  celui  de  la  ronction 

i{.(^,,...,?0  +  H'(s ,?,), 

considérée  comme  fonction  des  seules  variables  Ç,,...,  £»•  Ce  dernier 
déterminant  n'est  donc  pas  nul,  quel  que  soit  X,  et  nous  pourrons 
tout  à  l'heure  appliquer  aux  deux  fonctions  <]/,  f\i'  la  méthode  de  l'ar- 
ticle IX. 

Cela  posé,  faisons  une  troisième  substitution  et  remplaçons  '^,,c.,,..., 
S,a  par  ^,  -h  u,,,..,  Sa  -+-  Uai  "n  ^i-i-'-i  ^a  étant  des  fonctions  linéaires  à 
déterminer  des  variables  j\  Après  cette  substitution,  les  termes  qui 
contiennent  les  produits  des  variables  ^  et  '£,  dans  F  deviendront 

7,  (n,  ^-x^',)  -i-jrs(n, -f-xn;)-i-... 

Un  calcul  facile  |  '  |  prouve  qu'on  peut  donner  à  l'ensemble^  de  ces 

[*]  Soient  en  effet 

u,  =  flî,  j,  +  .  .  .  +  fl.j J«, 

les  expressions  tles  fonctions  u  où  les  coefficients  a  sont  inconnus.  En  exprimant  la 
condition  énoncée  dans  le  texte,  on  aura  des  équations  telles  que  la  suivante  : 

M'  M  M'  dl,  (li, 

n ■-+-<■' 11-  -i;r  H-  «il  -7-  +■ .  ■  ■  -r-  «a.  ->  —  ".+■  -^  «1, i-i-'  -,--  -+-...  -^  o., ,+i  -77-  • 
«?i  "1:2  f/ça  «çi  ";« 

Si  l'on  égale  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  variables  £,  on  a  un  système 
d'équations  qui  font  connaître  n„-,  «,,,...,  a^i  en  fonction  de  a,i+i,...,  «,,,+,,  et 
dont  le  déterminant  est  le  même  que  celui  de  la  fonction  y  qu'on  peut  toujours  sup- 
poser différent  de  zéro.  Donc,  étant  pris  arbitrairement  a,/,,  rt,j,.  .  .,  «a*,  on  détermi- 
nera <7i,*_f,.  .  . ,  «a,«-i,  puis  «i,«_i,  «ï.t-s,.  .  .,  «a,J-j,  etc. 
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termes,  en  disposant  des  arbitraires  cotitemies  dans  les  fonctions  u, 
la  ioriiie 

f,  (P,  4-  XP,)  +  7,(P,  -i-  U\)  -4-.  .-^  Ja(P*  +  XPa..). 

Un  verra  de  même  que  le  nouveau  terme  'K  -+-  IW  peut  toujours 
recevoir  la  forme  [*j 

J.  (Q.  +  ).  Q, )  -h  j,  ( Q,  +  ). Q,  )  ^-  • .  •  4-  JA  ( Qa  -h  >^ Qa..  ) • 

En  tenant  compte  de  ces  résultats,  F  s'écrira  sous  la  forme 

F  =>,  [.r,  +  P,  -+-  Q,  -4-  X(j:,  -+-  P^  -H  Q,)  ] 

■^J-»[x2  h-Po-hQî  -f-X(jr3  -h  P3  4-Q,)]  -+-...+  ^  4-Xf. 

Remplaçant  enfin  Xj  -r-  P,-  4-  Q,  par  x,,  nous  aurons  la  forme  défi- 
nitive 

F  =j,{x,  -t-Xxo) -+-... +-Ja(-ï'a+>-ï"*+i)  +  <j/ -t- Xf, 
et,  par  suite, 

/=x,j, -i-  a-o jj -H . . .  4-  XytjA-;-  <|/(H,,  £,,...,  Sa), 
9  =  jTo r.  +  ^'3 j2  +  •  •  •  -I-  J^»+( Ja -h  <^'{^, ,  £2,- •  • ,  ?a)- 

En  opérant  sur  plusieurs  séries,  nous  eussions  trouvé  de  même 


(63) 


y  =  2  •^".  .r',  +  •  ■  •  +  .x'i,  ?\  4- 1(2.  ,?.,■•• ,  ?a), 


comme  forme  définitive  de^^et  dey.  Les  deux  fonctions  ij;  et  <|/'  étant 
telles,  que  le  déterminant  de  ^  -+-  Xi|/'  soit  différent  de  zéro,  donneront 
des  ternies  de  la  forme  de  ceux  trouvés  à  l'article  IX,  ce  qui  conduit 
au  résultat  général  suivant. 

[*]  Il  suffit  de  prendre  pour  inconnues  les  constantes  figurant  dans  les  fonctions  P. 
Les  ('(|ii:iti(ins  du  premier  degré,  auxquelles  on  est  conduit,  se  résolvent  sans  aucune 
difficulté. 


PIJRKS  F,T  AI'PI.IOnRES.  '^Ç)'^ 

Klaiit  (loniK'OS  deux  formes  (|ii;i(liMliqucs  /  et  y,  on  peut  toiiiours 
ilccomposcr  la  l'ormo  y  "  X-p  cmi  plusieurs  groupes  ayant  l'uiie  <l<s 
•  rois  lorincs  suivantes  : 

1°      j,(.r,  hXxj)  4-jr2(x2+Xa-3)  -l-...-)-jA(x;i  +  X.r<^.,); 
2"        (>.  —  ^)("5r,.r„-i-a\a-„_,  -t-...-|-  x„_,.r2  4-  .r„,r,) 

-|-  \^X,  JC„_,  -i-  X<^X„_.,  -\-  . . .  -4-  X„_,  .7",,  )  ; 

3°       .r,  .r„  +  . . .  +  a-„.r,  -f-  \[x,  .r„_,  +  . . .  -i-  .r„.  ,  :r,  ). 

Ce  rt^siiltal  concorde  avec  ceux  qui  ont  été  trouvés  par  MM.  Weierstrass 
et  Kronecker;  mais,  après  l'avoir  établi,  il  reste  à  indiquer  d'une  ma- 
nière précise  sous  quelles  conditions,  étant  données  deux  formes  /,  çp, 
elles  peuvent  être  transformées  en  deux  autres  formes  J\  <p'.  Voici 
quelles  sont  les  conditions  qui  résidtenf  de  noire  théorie  des  Ihrnies 
<I>o?*iv»  *«•  Formons 

F=/-hXy,     F'-/'-4-X9'. 
Il  faut  : 

i"  Que,  pour  F  et  F',  le  même  nombre  de  formes  <l>^  soient  identi- 
quement nulles; 

2°  Que,  pour  les  formes  F  et  F',  les  relations  entre  les  dérivées  des 
formes  soient  des  mêmes  degrés  par  rapport  à  X; 

3°  Il  peut  arriver  que,  <1»^,  étant  la  première  des  fonctions  (jui  ne 
s'annulent  pas  identiquement,  l'équation  en  X, 

0»^=  o, 

admette  des  racines  X,  indépendantes  des  arbitraires  qui  entrent  daiis 
<P^.  Supposons  alors  que  X  ~  X,  figure  à  la  puissance  u^  dans  <l>p,  a,,+  , 
dans  <I>^,_|  I ,...,  a^,^,,  dans  <I>,,+4.  Il  faudra  que  le  même  facteur  entre  avec 
les  mêmes  exposants  dans  les  formes  <!>',,,  <I>'^,^,,...,  relatives  à  F'. 

Démontrons  que  ces  conditions  sont  nécessaires  et  suÛîsanles. 

La  première  est  évidente  et  ne  donne  lieu  à  aucune  difficulté. 

Quant  à  la  seconde,  pour  la  rendre  plus  précise,  nous  avons  à  étu- 
dier ce  que  nous  avons  appelé  les  systèmes  réduits  de  relations  entre 
les  dérivées  et  à  indiquer  quelqiies-unesde  leurs  propriétés  communes. 

Supposons  qu'on  ait  obtenu  un  premier  système  réduit  de  relations 
entre  les  dérivées 

A  ,  ^r:  o,        A  2  =:  o, .  . . ,        A,,  =  O, 
romc  XIX  (•.'■■  soriiO;.  —  NovRMuni.  i!<7'|.  30 
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nii  l'on  ;i 

A,       l  l'A".  -  U,!X" 

D'apn-s  la  (léliiiitioii  (|ii('  nous  avons  (Ioiuk'c  d'iiii  \v\  systeiuc,  il  no  peut 
y  avoir  auciini'  relalion  liiirairc  cnli''  les  fonctions  li.  ]t'  dis  rpiil  ré- 
suite  de  là  qu'on  ne  pourra  ohltnir  de  nouvelle  relation  entre  les  ai'- 
r'w^e.i  sons  forme  entière  qu'en  multipliant  A,,  A..,...,  A,,  par  des  poly- 
nômes entiers  en  ).,  et  en  égalant  à  zéro  la  MJinmc  des  résultats  ainsi 
ohlenns. 

Supposons  en  cltet  (|ii'on  multiplie  A,,  A.,.  .,A^,  par  des  lonclioiis 
de  X,  I.,,  I.o,...,  r.p,  ou  aura  entre  les  dérivées  l'équation 

A,L, -hAJ.o-h..  -f-A,,Lp— o, 

si  !>,,  Lj,...,  I.,,  sont  fractionnaires,  soit  ).  :  //  une  valeiu'  de  ).  qui  rend 
infinie  une  ou  plusieurs  des  fonctions  1..  Un  (léconq)osaut  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente  en  fractions  simples,  ou  aura  uw 
terme  en  —  dont  le  numérateur  sera  luie  fonction  linéaire  des  poly- 
nômes U,  et,  par  coiisétjucnt,  ne  pourra  élre  lud.  puisqu'U  n'y  a  au- 
cune relalion  linéaire  eutic  les  vaiiables  IJ. 

Il  suit  de  là  que,  ét.uil  donné  un  système  réduit  de  relations  entre  les 
dérivées,  pour  avoir  toutes  les  relations  entre  les  ilérivées  entières  par 
rapport  à  X,  il  suffira  de  multiplier  les  équations  de  ce  premier  sys- 
tème par  des  polynômes  en  )..  Supposons  que,  en  opérant  de  cette 
manière,  on  ait  sid^stitué  au  système  primitif  de  relations  le  suivant  : 


B,  —  o,     B,  — o,...,   B,,  —  o, 
où  l'on  a 

''a 


B,-=vn^-v'>/.-' 


Les  fonctions  V  seront  évidemment  des  fonctions  linéaires  des  anciennes 
fonctions  IJ.  Si  donc  elles  sont  en  plus  grand  nombre  que  les  fonctions 
U,  le  nouveau  sysiènu'  ne  sera  pas  réduit. Or  le  nombre  de  fonctions  V 
est  égal  à  la  somme  des  degrés  en  X  des  écpiations 

b,-^  o,     Bj  —  o, . . . ,   B,,  —  o, 
augmentée  de  />.  Il  fuit  donc,  pour  que  le  nouveau  système  soit  réduit. 


PIJUKS   l'.T   M'I'LIQDKES.  i^ç):". 

tjiie  la  soiiiiiic  des  'Icf^irs  des   (''qii;ilioiis  nouvelles  soil  l;i  mm  me   ijiie 
|K)m'  le  sysleiiie  priiiiilil.  De    I  i   iV'siilli!  la  règle  siiivanle,  |)OMf  passeï 
(l'un  syslonie  réiliiil  particulier  au  sjsléuie  le  plus  {général  : 
Etant  clonuées  les  rtîlalious 


A„  -  :  o, 


on  ajoutera  à  chacune  d'elles  toutes  celles  i\u  même  degré  niulti|)liées 
par  dos  constantes  arbitraires,  toutes  colles  do  degré  inférieur  d'une 
uuil('',  multipliées  par  d(>s  |)olynôniesdu  |)romier  degré  en  X,  el,en  gé- 
néral, toutes  colles  de  degré  inférieur  de  A  unités  nndiipliéos  par  des 
polyuôtnes  d(^  degré  /■.  Ou  formeia  ainsi  le  système  réduit  le  plus  gé- 
néral de  relations  entre  les  déiivées. 

IL  résulte  de  cette  règle  i/ne,  dans  deux  sysicines  réduits  de  relfitùms 
entre  les  dérivées,  il  )  a  de  part  et  d'autre  le  même  nninbrc  de  relations 
du  même  degré  en  X. 

Alors  notre  seconde  condition  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Pour  les  deux  formes  F,  F',  les  relations  réduites  entre  les  dérivées 
doivent  être  en  même  nombre  et  des  mêmes  degrés. 

Quant  à  la  troisième  condition,  elle  est  évidenunent  nécessaire  :  cela 
résulte  de  ce  que  les  formes  •!>  sont  des  conlrevarianls;  mais,  comme 
elle  achève  de  déterminer  l<i  forme  canonique,  nous  voyous  que,  jointe 
aux  précédentes,  elle  suflit  à  assurer  l'équivalence  des  doux  foiines 
F,  F'. 

Il  est  donc  démontré  que  nos  trois  conditions  sont  à  la  fois  néces- 
saires et  suffisantes. 

Comme  première  application,  nous  traiterons  les  deux  formes 

f  —  ~  a  (a-,  7',  -;-  x.y.  4- . . .  -i-  x^j\)  -+-  x„j,  + . . .  -f-  x,,^.,y^, 
?  =  x,7■,^-...^-XA;•/i. 

Posons 


^■3=  rt-.r,H-  iax„-\-  «3, 


x^+y  —  a.i\  -\-  /cax\  H -a-x^-h. 


oo. 
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Soil  aussi 

r3-i-3rt7,-(-  ■■■- fi-, 


on  Irouvera 


/Il  I        j 

f     I  II 


Soienl  enfin  iloiix  formes  quaternaires  qui,  ép[alées  à  zéro,  repré- 
sentent «lenx  surfaces  du  second  degré,  nous  obtiendrons  les  ("ormes 
canonif|ues  suivaiilcs  : 

iii  a-'^-t-ô  xi  -hc  xl-hci x^,  \  (i  x-,  -h  b  x,x.,-h  c  xl-h  H x^, 

\  n'x]  +  h'jil  +  c'x\  -I-  d'x'i  ;  \  a'x]  -t-  b' x ,  x.,  -\-  c' xl  -h  ci' xi\ 

axl,-\-b  x,x.-hc  xl  -+  (l XjXi,   [a{2X,Xj-hxl)  +  b  x,x,.-i-L'  x'î, 
(l'x!,  ^-  b'x,x.,  -+- c'x-  -{-ilx^x^ ;   (  «'(2 x, x^  +  xV)  +  b' x ^ x ..  + c' x'^; 

n{x^X^.-^X..X:i)-^-b{^l.X^X.i-hxl),   Uî  X,Xo-+-  b  XJ, 

ti'ixtX^+x-jX^jA-b^-xx^x^+xi);  [a'XfX^  +  b' x], 

que  nous  avons  réiluiloà  au  inouidrc  nombre,  en  supposant  cpic  les 
coeflicienls  «,  b,  a',  b\...  puissent  devenir  nuls  ou  égaux.  Ces  résultats 
sont  d'accord  avec  ceux  de  M.  Puinvin,dans  le  travail  déjà  cité  p.  385. 


PIJHES  KT  AI'PI>IQ(]r:i:S.  3(j7 

Me/noire  sur  la  réduclion  ci  la,  li Kiis/unnation  des  sf  sternes 

qtiadrati(ju('.'>  ; 

Pau  m.   Camiili;  .I<)IVI>A\. 


Dans  lo  paraj^raplic  I  ilc  ce  Méaioirc,  nous  donnons  une  méthode 
[)Oui'  réiluire  à  une  lornie  canonique  un  système  de  deux  fonctions 
quadratiques. 

Nous  montrons  ensuite  (§  11)  que,  pouc  cjue  deux  si  inhlaljlcs  sys- 
tèmes soient  è(jui\alents,  \\  faut  el  il  suiiil  (jue  leurs  réduites  soient 
identiques. 

Il  reste  à  déterminer,  dans  le  cas  de  l'équivalence,  toutes  les  substi- 
tutions qui  transforment  ces  systèmes  l'un  dans  l'autre.  L'une  d'elles 
est  fournie  inuuédiatemont  par  le  procédé  même  de  la  réduction.  Pour 
obtenir  les  autres,  il  suliîl  de  déterminer  toutes  les  substitutions  qui 
transforment  l'un  des  systèmes  en  lui-même. 

Nous  résolvons  ce  problème  tians  le  paragraphe  111,  en  montrant 
que  toutes  ces  substitutions  résultent  de  la  coudjinaison  de  certaines 
substitutions  simples,  que  nous  déterminons  a  priori. 

I.  —  Réduction  des  systèmes  quadratiques. 

1.  Soit  P  une  fonction  quadratique  de  tu  -h  n  variables  .r,,...,  a,„; 
fir-ijn'i  o'i  iuira  évidemment 

P-Q.-+-B,,-f-Q,., 

Qj.  étant  quadratique  par  rapport  aux  jt,  Q^.  quadratique  par  rapport 
aux  j,  et  B.,,  bilinéaire  par  ra|)porl  aux  a-  et  aux^-. 

Cela  posé,  nous  [)ouvons  établir  les  deux  propositions  sunanles; 
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'2.  I, i:\nii:  I.  -  Si  i),  se  réduit  à  zcm,  n/i  poniid.  jxir  iiiic  snhsli- 
liitioii  coin'ciiiihti',  on  les  y  seroiil  reinplticés  par  (la  Juncliuiis  des  y 
seidemeni ,  incttie  l'  sous  lu  Jorine 


(«) 


a-,  7-,  +. 


^*JH- Qi, 


Q,  étant  une  jonction  iiitmlrtUinue  de.  y,^.^^^...^  y„seidcnu'nt . 
Soit  en  cllcl 

Y|,    ..  Y„,  l'Iaiil  (li's  foiuiioiis  litHMircs  clcs^'.  Admelioiis  (|ue  Y, .  ...Y/; 
soicnl  des  functions  inch^peiiilanles,  mais  qu'on  ait  au  conliaite  |)our 

l'y  >•  /l 

Yp    -  rt,,Y,  -h..  -:-  rr,.Y,.. 
Ou  aura 

Ba-,  —  (J?,  +«,+  ,,,  *•/,+,  H-.  .+  ^/„,,.r„,)Y,-!-... 

+  (-^'a  +  <■'*!  I,*-^A+|  +.--I-  f/,„(ia'„,  )\^. 

Soient  Y',^,,...,  Y'„  des  foui  lions  (juelconques  dos^-,  (|ni  joiulcs  à 
Y,,...,Y;i  forment  un  systènu;  de  /«  fonctions  jud'-pendanles.  Elfec- 
tuons  sur  les  y  la  subslilulion 

I  Y,,...,  Y/.,  Y/,  ,.,...,  Y„     _7'i,.-.,  y,i  j; 

P  prendra  la  (orme 

[x^  -'■■-  rt*4i,i-^'/,  ,  :-  ■■).?■,  ;-.■■  >  (-n  i-  rt/;.,.A-ï'*M  :--)r*-i-  Q'>, 

où  Q',  est  tnie  foiutiou  quadratique  des j-,  que  l'on  peut  mettre  sous 
la  forme 

j, y; +...-+-/*/, -i-Q,, 

Q,  ne  dépendant  plus  que  de  /a   1  •    -i  ym- 
Effectuons  maintenant  la  substitution 


(^) 


•^1        ''^1  ^A  4-1,1 -^A  II 


y. 


^k       •■'^A  "      <ÏA  .  I  ,A -^Am   —     •     — /a 

P  se  trouvera  réduit  à  (i). 
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o.  Lemmi'.  Il  —  Si,  Q,.  n'éhtnf  /)((s  it/cnlùiitrmcnf  ni4l,.ia/i  (/l'/cnni 
iiatit  A  dijfji-ic  (If  zr'ro,  on  pi>iiri(i  luire  (lispniiiîlir  les  /rniics  l>ili- 
iK'iiiros  \\, ,  iHir  une  xubsliluliun  de  In  )i>rnic 


(3) 


.r,       r,    !    //,,  r,    •   ..     ;r/,„  y,, 


oit  les  coefjiciciils  a  seront  entièrement  déterminés. 
Soil  en  effet 

y,....,  9„  étant  des  fonctions  linéaires  des  .r.   Effectuons  la  substitu- 
tion (3);  P  prendra  la  forme 

la  portion  hiliiiéaire  B',^,  étant  égaie  à 


(/'■, 


Elle  s'annulera  idenliquenient  si  l'on  a 


a 


(4) 


().r. 


a„ 


^"'«ïï;r  +  ?n  =  "• 


Si  dans  la  première  de  ces  équations  on  égale  séparément  à  zéro  les 

coefficients  de  :r a,,,,  on  aura  entre  les  coefficients  rt,,,...,  n,„,  un 

système  (l(>/;i  équations  linéaires  ayant  A  pour  déterminant;  on  pourra 
donc  les  calculer  sans  difficnlté.  Les  équations  suivantes  détermineront 
de  même  (7, a....,  r/,,,,.,...;  a,,,,  ..,«„,,,. 


4.  C0ROLLA.1R1;.  —  Tnntejnnction  quadratique  peut  être  ramenée  à  la 
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Jnrmc  siinuiiitc  : 

où  chaque  varinhie  ricji^nrr  (jiic  <l(tns  un  seul  terme. 

Considérons  en  oUVl  la  fonclion  do/i  variiihles  P  =  y  (.r,,  .  ,.r,,).  Si 
elle  contient  un  terme  en  3('\,  par  exemple,  tel  que  A,.!-';,  on  jHjnrra 
(lemme  IT)  la  ramener  à  la  l'orme  A,ir^  +  Q?  ""  Q  "c  dépend  pins 
dex,.  Si  elle  ne  contient  que  des  rectangles,  soit  WXf.r.,  l'un  d'enx. 
On  pourra  (lemme  1)  la  réduire  à  la  forme  B.r,.r._,  4-  Q,  où  Q  ne  dé- 
pend plus  de  J7|,  x^.  Dans  l'un  et  l'antre  cas,  on  n'aura  plnsqn'à  ré- 
duire Q  (s'il  n'est  pas  nid)  par  la  répétition  du  même  procédé. 

ri.  Remarque  J .  -  On  peut  réduire  I*  h  une  sonniie  de  carrés  (en  in- 
troduisant des  imaginaires);  car  A  ,  x'\  se  change  en. •>•  y  jinr  la  sid)stitutinTi 


X, 


\/A 


et  n.r,.r.,  se  réduit  à  x'\-{-x\  par  la  substitution 
Xf ,  x^ 


T,    -I-  i.T, 


uy\ 


6.   Remarque  11    —  Soit 

I     A  ,  , .  .  . ,     A^,       .T, ,.  ... 


une  substitution  qui   ramené  V  à   une  somme  de  carrés,   telle  que 
*   L      -^.r,^.  Revenant  aux  variables  primitives,  on  aura  évidemnient 


x\  +  ...4- 


si  '7</',  on  voit  par  la  ipie  I'  ne  dépend  en  réalité  que  ties  ry  variables 
X,,...,  X,;  mais  son  déterminant  |)ar  rapport  à  ces  variables  sera  égal 
à  l'unité. 

Soient  d'ailleurs  2,...  ,  1,,  des  fonctions  linéaires  quelconques  de 
X,,...,  Xy  ;  remplaçant  X,,.  .,  X,^  jiar  leurs  valeurs  en  fonction  de 
2,,. . .,  £,/,  on  aura  P  exprimé  en  fonction  des  q  variables  4,  et  son  déler- 
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miii.iiil  |>.ir  inpport  à  ces  variables,  ('■l.iiit  égal,  comme  on  sait,  an  carré 
(lu  cléteriniiiaiit  des  (''(niatifjiis  <|iii  lient  les  X  aux  |,  sera  >  o. 

On  peut  donc  choisir  les  variables  in(I(''|KMi(lanfes  de  telle  sorte  (|ue 
Pne  contienne  dans  son  expression  rpie  celles  dont  il  dépend  en  réalité; 
et  cela  fait,  son  déterminant  par  rapport  à  ces  variables  sera  ?  o. 

7.  Tmconihrr.  Dcu.r  Jonctinns  qitndmtiqucs  quelconques  V,  V  peu- 
vent être  ramenées  simultanément  à  lajnnne  suivante  : 

(G)    P  =  xi-\'  .1»^+ ...  4-  D'4-t-  aiî,f, 4- . . . -I-  ei -t- .  .4-  gJ.,4-  . ., 

(•7)    p'=:i)j,«_i-  ^^?H,..._f_  e^^-t-s' +...-han,^-h...-(-'i(!4— X,gJ„+..., 

les  X,  1)!,,  G  étant  des  expressions  de  la  forme 

c=i  e^i  f=i 

efky,...  des  constantes  ^ o. 

Ce  théorème  est  évident  pour  les  fonctions  d'nne  seule  variable,  et 
nous  allons  établir  que,  s'il  est  vrai  jusqu'à  /■  —  1  variables,  il  le  sera 
pour  r  variables. 

8.  Supposons  d'abord  que  l'une  an  moins  des  deux  fonctions  don- 
nées P  et  P'  ait  son  déterminant  nul;  nous  avons  vu  (G)  qu'on  peut 
mettre  ces  fonctions  sous  la  forme 

P  =  F(£,,  ..,?,),     P'=F'(?,,...,|;.)> 

les  S,  et  les  S,'  étant  des  fonctions  linéaires  des  variables,  choisies  de  telle 
sorte  que  le  déterminant  de  P  par  rapport  aux  '£,  et  celui  de  P'  par 
rajiport  aux  ^',  soient  ^o. 

yVdmettons,  pour  plus  de  généralité,  que  le  faisceau  des  fonctions 
linéaires  c,Ç,  -f-  ..+  c^S^  formées  avec  Ç,,.  ..  S,,  ait  des  fonctions 
communes  avec  le  faisceau  c\^\  ■+-... -I-  c',^,^',^,  formé  des  fonctions  li- 
néaires des  S'.  Ces  fonctions  communes  pourront  s'exprimer  linéaire- 
ment |iar  un  certain  nombre  d'entre  ellesy,,...,  y^,  qui  seront  indé- 
pendantes. 

Tome  XIX  (20  série).  —  Novembre  1874.  ^  ' 
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Prenons  maintenant  pour  variablis  :  i"  les  fonclionsy,,...,y^;  a"  des 

fonctions  9 ,  9^_,i  de  ç, ^,,,  lorinaiit  avec  les  /   un  système  de 

fj  fonctions  indépendantes;  3"  des  fonctions  9,  ,•.,  ?,,_.dc  ç,  ,...,2,^,, 
formant  avec  lesy  lui  système  de  fj'  fonctions  indépendantes;  il  viendra 

p  =  F(9,,....9,_„/,, .,,/,),  p'.-.p(?' ,?:,_„/..  ..y,). 

Cela  posé,  divers  cas  seront  à  distinguer. 

9.  Si  q  =  q' =  II,  le  système  P,  P'  ne  dépendra  que  des  variables 
y I . . . . ,  /^  ;  mais  le  nombre  de  ces  variables  est  <  /■;  car  l'tuie  au  moins 
des  deux  fonctions  V,  P',  par  exemple  P,  ayant  son  déterminant  nul, 
le  nombre  q  des  variables  distinctes  dont  elle  dépend  est  moindre  que  r. 
Donc  le  théorème  sera  vrai  par  hypothèse. 

10.  Supposons,  au  contraire,  qu'une  au  moins  des  deux  quantités 
q  —  p.,  q'  —  fjL  soit  >  o.  On  aura 

P  =  Q,  -;-  B,,  +  Q„      V  rr:  Q',  +  B',.,  4-  QV, 

Qy  désignant  une  fonction  quadratique  par  rapport  aux  9,  l\/  une 
fonction  bilinéaire  par  rapport  aux  (p  et  aux/,  etc. 

Si  Q-  n'est  pas  identiquement  nul,  on  pourra  lo  réduire  à  une  somme 
de  carrés  i'^  H-U'j  -4-...,  |iuis  faire  disparaître  dans  l'expression  B.^+Qy 
les  termes  qui  contiennent  v,,  w,,...  (lemme  II).  Il  viendra  alors 

p  =  i;2-i_tv^  +..  4-p,  =  £,"  +  ©::,-T-...-f-p,, 

p,  et  P'  ne  contenant  plus  les  variables  r, ,  ir 

On  a  d'ailleurs 

<=  o,  Av=o,..., 

d'où 

P'=  i(î,« -H  <,-)-... -h  P'; 

et  l'on  voit  que,  pour  ramener  P  et  P'  aux  formes  (6)  et  (7),  il  suffira 
d'y  ramener  P,  et  I",  où  le  noiid)re  des  variables  esi  dimiinié. 
Si  Q.'  n'est  pas  identiquement  nul,  on  raisonnera  de  même. 
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1 1 .  Supposons  doue  Q^  -:  o,  (^.y  -  =  o.  On  aura 

P  =  Bç,  +  Q,=  f,e,  -t-  . . .  -h  9,-,,.  F,..,,  +  Q/, 

p'=  b;,,4-  Q',=  9'.r.  +. ..+  ?;-.f:,-.+  Q!/  - 

Fi!-  1   l'!,    .  étant  dos  lonclions  liiii-aires  dcs^. 

Le  dc'terniinaiil  de  l'  par  rapport  aux  (juanlitisy  et  (j)  étant  .  o,  1rs 
fonctions  F,,...,  F,^_[j.  seront  indépendantes  les  unes  des  autres.  Il 
en  est  de  même  des  fonctions  F,,...,  F',^._,;  mais  il  pourra  se  faire  que 
les  deux  faisceaux 

c,  F,  +...-}- Cy_,,F,_^     et     6-',F',  -h..  -I- c',,,_^F',..,, 

aient  des  fonctions  communes.  Dans  ce  cas,  que  nous  traiterons  en 
premier  lieu,  ces  fonctions  communes  pourront  s'exprimer  linéaire- 
ment au  moyen  d'un  certain  nombre  v  d'entre  elles,  Xj,  j>'.j, — 

Cela  posé,  prenons  pour  variables  au  lieu  des  y:  i"  les  fonctions 
•^21 JT;!-;  2°  d'autres  fonctions  linéaires  des  F,  telles  que  IJ,...,  for- 
mant avec  JTo,  ^ "j,  ..  un  système  de  </  —  u.  fonctions  indépendantes; 
3"  d'autres  fonctions  des  F',  telles  que  U',. ..,  formant  avec  jc.,,  J.  un 
système  de  ^'—  fx  fonctions  indépendantes;  4°  d'autres  fonctions  des 
/,  telles  que  V, , . . ,  formant  avec  les  précédentes  un  système  de  p.  fonc- 
tions indépendantes.  Il  viendra 

b;^.  =  f  JT, -f- f ,  7.  + . . . -î- <i^U.  u'+ . . . , 

tj;,,  ^{>.,,.-  étant  des  fonctions  linéaires  des  ç,  indépendantes  entre  elles 
(sans  quoi  le  nombre  des  variables  distinctes  dont  P  dépend  serait 
moindre  qu'on  ne  l'a  supposé)  et  i]/',,  <|'.i>-  des  fonctions  des  ç',  indé- 
pendantes entre  elles. 

D'autre  part  Q/Ct  Q',  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

Qy=  X,  L,  +j2  L.  -+-...+  Q, 
q;.  =  X.,  L;  -hj,  L'„  + . . .  -h  Q', 

où  Q,  Q'  ne  contiennent  plus  x.,  ji,...- 

5i. 
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Prenons  maiiileiianl  pour  variabli-s,  au  lieu  des  9-,  les  suivantes  : 

jf,  =  tj;,  -4-  I>,  ,     j  ,=  (J/j -1-E,, .....      t};v+M--i 

•ï'a-fi +!>',,    :?■;.- fa -^- LV .••■ .    |'v+ .,•••; 

il  viendra 

P  =  jr,  .T.,  -!-  7,  j>-.  Q  --  .<  -I-  «i;  -I- ...-+-  Q, 

P'=  XoXa-;-^-.;.,   .  ...-i-  Q'.-=Db'^-(-  )ft,^-i-...-i-Q', 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  réduire  Q  et  Q',  qui  ne  contiennent  plus  les 
variables  jt,  ^•,.... 

1*2.  Passons  nu  cas  où  les  fonctions  F  et  F'  sont  tontes  indépen- 
dantes. En  prenant  pour  variables,  au  lieu  des/,  les  fonctions  F,  F', 
et  d'autres  fonctions  linéaires  V,,  V;,,...  des  y,  qui  forment  avec 
les  F,  F'  un  système  de  a  fonctions  indépemlantes,  on  pourra  écrire 

j   1'  .  =  o,V, +...-{-  ?,_^ F,_,, -I-  O,  -f  Q,   r  B,.v  --  Qv , 

1  p'-p',r,H-...4-<p;._,F',,_,4-o;^-Q;...!-D;,-HQ'v, 

où  Of  est  une  fonction  quadratique  des  variables  F,  F',V,  dont  tous  les 
termes  contiennent  en  facteur  une  des  variables  F;  Qp  une  fonction 
quadratique  des  F';  B,  y  une  fonction  bilinéaire  par  rapport  aux  F' 
et  aux  V,  etc. 

Cela  posé,  profitons  de  l'indétermination  qui  existe  dans  le  choix 
des  variables  V  pour  ramener  les  deux  fonctions  Qy,  Q'y  à  des  formes 
réduites  analogues  à  (6)  et  (7).  Ees  nouvelles  variables  seront  en  gé- 
néral de  trois  sortes  : 

i"  Des  variables  c,,  v.,...,  c,  qui  figurent  dans  Qy  et  non  dansQ'y; 

2"  Des  variables  v\  ,  v'.,  — ,  (/,  qui  figurent  dans  Q\  et  non  dans  Q^.; 

3"  Des  variables  u',,  iv^ —  ipù  figinent  à  la  fois  dans  les  deux  Ibnc- 
tions. 

D'après  la  forme  des  expressions  réduites  (6)  et  (7),  on  voit  que  le 
déterminant  de  Qv  par  rapport  aux  variables  v  et  w  dont  il  dépend 
sera  ^o;  de  même  pour  le  déterminant  de  Q'y  par  rapport  aux  t»' et  aux  ti'. 

Cela  posé,  il  sera  aisé  d'achever  la  réduction  de  P,  P'  en  simplifiant 
les  expressions  (8). 
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Eli  cfft't,  en  accroissant  les  variiiblcs  v,  ii'  de  inulliples  des  variables 
1'"',  on  pourra  les  laire  disparaîtri;  (leninie  II)  de  l'expression  li,  y,  la- 
quelle se  réduira  à  une  fonclion  H,,,,,  bilinéairc  par  ra|)port  aux  F'  cl 
aux  v'.  Puis  on  réduira  de  même  15',  y  à  une  fonction  B',^  bilinéaire  par 
rapport  aux  F  et  aux  v. 

Cela  fait,  P.,  ,  sera  de  la  forme  «,(', -I- «of^ -f  ..  ,it,,u.,,...  étant  des 
fonctions  linéaires  des  V  ;  et  ces  fonctions  seront  indépendantes,  car  ce 
sont  les  dérivées  de  P' par  rapport  k  i>,,v„,...  et  l'on  sait  que  le  déter- 
minant de  P  par  rapport  aux  variables  qui  y  figurent  n'est  pas  nul. 
Soient  /,,-••» '^-i^-v  d'autres  fonctions  des  F  formant  avec  les  u  un 
système  de  q  —  [j.  fonctions  indé|)endaiites;  on  prendra  les  u  et  les  t 
pour  variables  à  la  place  des  F.  Q',,  deviendra  une  fonction  quadratique 
des  M  et  des  f;  on  en  fera  disparaître  les  u  (lemmel)  en  accroissant 
les  V  de  multiples  convenables  des  u  et  des  t;  puis  en  modifiant,  s'il 
y  a  lieu,  le  choix  des  t,  on  ramènera  Q'j  à  une  somme  de  cariés,  telle 
que  ti-h ...+  tl  .  On  modifiera  de  même  le  choix  des  variables  F'  et  V 
de  telle  sorte  que  Bp^  se  réduise  à  la  forme  «',  f',  -l-  ..  +  //',  c',  et  Qj.  à 
la  forme  t'I -\- ■  .+  C. 

Cela  posé,  y,  F,  ^- . . .  +  Oj_^Y^  prendra  la  forme 

y^  ''i  "'"  ^2 "2  -f-  •  •  •  -r-  y^ lit  -h  ^1  i(  H-  .   ■  -1-  Z^_(,._v  <^_,;_V7 

OÙ  les  Y,  Z  sont  des  fonctions  linéaires  de  ip,,..,  o^^^.  Ces  fonctions  se- 
ront distinctes;  sans  (pioi  l'on  pourrait  réduire  le  nombre  des  variables 
indépendantes  qui  figurent  dans  P;  d'autre  part  Op  prendra  la  forme 

Op  —  L,?/,  -t-  Lo?/2  +  •..•^  M,f,  4- ..., 

où  les  L,  M  sont  des  fonctions  linéaires  des  variables  /,  u,  v,  v',  iv. 

Prenons  maintenant  pour  variables,  au  lieu  de  (f^,...^o^_^,  les  sui- 
vantes :  ji,  ^o,. ..,  z,  =  Z,  4-  L,,...;  P  se  trouvera  ramené  à  la  forme 

P ^  j>-, r^,  j-  . . .  H-  y^i,^  .1.  z.,t,+...+  ry_i,_v/ï-^L-v  +  <r+  •  •  ■  -i    C 


-1-  U^  t'',  4- ...  -I-  u[.  v[.  -I-  Qv  . 


(9) 

De  même,  en  modifiant  convenablement  les  variables  ç/',  on  mettra  P' 
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sous  l:i  foniie 

'  -r   M,t',-h...-f-//v»'v  -f-Q'v 

D'ailleurs  1"  doit  dépendre  île  toutes  les  variables,  à  l'exception  de 
(j —  fjL  d'entre  elles;  et  comme  il  ne  contient  ni  les  j-,  ..,  j^^,  ni  les 
Zi,-.)  z^-ii—,j  il  devra  contenir  tous  les  t.  On  aura  donc  a  =  ç—  |jl-  v, 
et  de  même  a'  —  q'  —  ix  —  v'. 

Cela  posé,  substituons  pourQy  et  i)\  leurs  exjiressions  réduites;  on 
voit  immédiatement,  en  groupant  convenablement  les  termes,  que  les 
expressions  (9)  et  (10)  ne  se  distingueront  plus  de  celles  des  formes  (G) 
et  (7)  que  par  la  notation. 

13.  Il  reste  à  traiter  le  cas  où  P  et  P'  ont  leur  déterminant  différent 
de  zéro. 

Considérons  dans  ce  cas  la  forme  P'  4-  XP,  où  ).  est  un  coefficient 
arbitraire.  En  nous  imposant  la  condition  que  P'  ^-  XP  ait  zéro  pour 
déterminant,  nous  obtiendrons  une  équation  du  degré  r  en  X  dont  le 
premier  terme  a  pour  coefficient  le  déterminant  de  P.  On  pourra  donc 
toujours  }•  satisfaire. 

Le  coefficient  X  ayant  été  ainsi  choisi,  on  pourra  ramener  les  fonc- 
tions P  et  P'  +  XP  à  leur  forme  réduite  du  genre  indiqué  au  théorème. 
D'ailleurs  P  dépendant  de  toutes  les  variables  ne  pourra  contenir  dans 
son  expression  de  termes  des  espèces  cl«  et  dL.  On  aura  donc  simple- 
ment 

P  =  s:,-f-...-i-  e,;+..., 

P'  +  XP  z-^  ■»!•,;,  -i- ...  -t-  M\,l,  -  X,  G^  -H ...  ; 

d'où 

P'  =  Mil  -  xs:,  +  . . .  -I-  ^Si,i  -  (X,  -1-  X)  e^  + . . . , 

ce  qui  achève  de  prouver  le  théorème. 
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/40'] 


II.  --  Equivalence  des  systèmes. 

M.  Deux  systèmes  do  deux  formes  P  et  I",  Q  et  Q'  sont  ('(/uivalrnls, 
s'ils  peuveut  être  Irauslormés  l'uu  (hins  l'autre  par  une  suljstiiutiou 
convenable. 

Théorème.  —  Deux  systèmes  réduits 


(-0 

et 


.1-    O^     -i- 


P  =  A."  -f  . . .  -t-Di>'  -h  ...-+-  e'.  -4-  . 

P'  =  i)î,^  -I- . . .  -HG^^  + . . .  +  aft,;,  -f-    .  -H  ii\,;„  —  X,  g':,.   I 

Q  —  A,^. +  ...■+■  iii.ï', -h... -h et  -h  .  -+-  el,.  H- . . . , 

Q'  =  ui,;;  +  . . .  4-  Gl'  -f-  . . .  4-  aft-.''.  4-  .  4-  iS^l.  —  X',  ©:'.  4-     . 


ne  peuvent  être  équivalents  si  Von  n'a  pas  à  lajois 

a  —  a',..  ,     V  ~  •/':    .,     s  --"  e',     l,  "  À'i  ■      • 

Nous  supposerons  le  théorème  démontré  pour  les  systèmes  conte- 
nant moins  de  variables  que  les  proposés  (il  est  évident  pour  une 
seule  variable). 

15.  Si  dans  la  substitution  S,  cpii,  par  hypothèse,  transforme  Q,  Q' 
en  P,  P',  on  met  en  évidence  les  termes  qui  contiennent  les  premiers 
indices  des  suites  telles  que  x  et  v,  on  pourra  écrire 


(.3) 


S  = 


a^jr,  4- 
hç,a:,  -I-, 


•  +  «p  ". 

•  H-  ^é  ^' 


+-  Z„ 


Cp.r 


M". 


H. ..4-  Cpf,   +...-K  Vp 

dc,.r,  4-  ..^-  d^v,  -^...-hW 


Xp,   Zp,  Vp,   Wp,...   élaiit   dos    fonctions  des  variables  .r. ......  :,.  .., 

v>o,...,  11',,....  qui  figurent  seules  dans  l'expression  de  P'. 

D'ailleurs  tous  ceux  des  coefficients  a,  h,  c,  d,...,  a',  b',  c\  d',.... 
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(|tii  figurent  dans  les  expressions  qui  siiccècletit  à  a.'.,,.,  z , . —  i'n. 


ir,,...,  seront  cganx  a  zéro. 


On  a  en  ellet 

Q'  =  F(a',..  .,   z',....,  p.,.--'  "'',•••■)> 

F  étant  une  fonction  quadratique  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul  ;  et 
si  l'on  pose  pour  abréger 

n  =  r(x,,.  .,  z,,...,  V,..  .,  w,,...) 

la  substitution  S  translornicra  Q'  et» 
„  [On  ,    <}ii  dn  .   dn  \ 


^       '  f  ,   On  ,,  dn  ,  dn  ,,  an  \  _ 


"2 


où  R  est  quadratique  en  .r,,  ..,  c,, — 

Cette  transformée  n'étant  autre  que  P',  les  termes  en  Jr,,...,  «',,.. 

devront  disparaître,  et  la  transformée  se  réduira  à  II.  D'ailleurs  cette 

transformée  doit  dépondre  du  même  nombre  de  variables   distinctes 

que  Q'.  Donc  X.,  — ,  Z,..  .,  V,,  ••>  W,  .  .,  seront  des  fonctions  indé- 

,  ,1  ,        ,        ,     p        .        On  dn  f)n 

npiHJaiiles.  il  vn  sera  de  même  des  fonctions  - — '••  -i  -77-'  •  '  -^:t7  '  •  •  » 
'  c/Xj  c'Z,  ov, 

Tw'"  '  P"'sque  le  déterminant  de  F  n'est  pas  nul.  Donc  les  coeffi- 
cients deJT,,.  ..  v,,•■•^  dans  l'expression  (i4)i  "e  pourront  s'annuler 
que  si  tous  les  coefficients  rto,...,  A,,...  s'annulent. 

16.  Soit  maintenant,  pour  abréger, 

A  —  n,x,  -h...  -h  rt',  (',  -}-...,       C  =  c,  .r,  -1- .  .  h-  c',  c,  -t- 


J.e  détermin.int  de  S,  qui  n'est  |)as  nid,  est  divisible  par  celui  des 
fonctions  A,  C, Donc  ces  fonctions  sont  indépendantes. 

Cela  posé,  opérons  la  substitution  S  sur  la  fonction  Q.  Les  fermes 
«Ml  j:,,...,  c, ,  contenus  dans  le  résultat,  seront  les  suivants  : 

(i5)  AX, -(-  CVo+.... 
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La  transformée  se  confoiidîiiil  avec  P,  ces  termes  doivent  se  réduire 
îia',jr_.  I  ...  h  f ,  c^.  H- On  en  conclnt  qne  X,.,...,  V.,...  ne  dé- 
pendent que  dexn,...,  V.,, Soient,  en  effet,  t  nue  antre  variable  (piel- 

conque,  i/i,...,  //,...  les  coeKicients  qni  la  mnltiplieiit  respectivement 
dans  les  expressions  Xo V^ Le  coefficient  de  l  dans  l'expres- 
sion (i5)  sera  (A/m  4-. ..-h  Cn  +...),  et  ne  pourra  s'annuler  idenli- 

queiuent  que  si  }n  —  o,...,  n  =^  o,...,  puisque  A, C,...  sont  des 

lonclions  indépendantes. 

17.  CeIaposé,soient[P],  [P'],[X,1....,[Z,],..  ,  [V3] [W.j,... 

ce  que  deviennent  les  fonctions  1',  P',...,  X  .  . .  ,  Z,,..  ,  V, ,...,  W,;..., 
en  y  posant  jr.,  —  ;>,...,  Cj  --  o,.  .,  [Q]  et  [Q']  ce  que  deviennent  Q  et 
Q'  pour  x'.^  —  o,...,i>\—o,....  Pour  que  la  substitution  S  transforme 
Q  et  Q'  en  P  et  P',  il  faudra  évidemment  que  la  substitiilion 

[S]  =  I  X,,.  .,  zV-,  .'3,...,  w\,...     [X3],....  [Z,]...  ,  [V3],...,  [W.J,...  I 

transforme  [Q]  et  [Q']  en  [P]et[P'];  mais  les  deux  fonctions  [Q]  et 
iQ'j  forment  wn  système  réduit  analogue  au  système  Q,  Q',  sauf  que 
le  nombre  des  variables  s'y  trouve  diminué  de  deux  x',  de  deux  u', — 
De  même  [PJ  et  [P'J  forment  un  système  réduit  analogue  à  P,  P'. 
Ces  deux  systèmes  sont  équivalents;  mais  ils  ne  peuvent  l'être,  par 
hypothèse,  que  si  l'on  a 

a  —  1  :-   «'  —  I  ....,    y  -=  '/....,     £  --  I   — .  £'—  1,  .    .,    ),,   =:  X',  ,    ... 

On  en  déduit  a  ^  a',  e  =  s'..-  1  ce  qui  démontre  le  théorème. 

18.  L'analyse  précédente  repose  sur  l'hypothèse  que  P  contient  des 
variables  x,,  ..,  f,,..  qui  ne  figurent  pas  dans  P';  mais  un  raisonne- 
ment tout  à  fait  analogue  s'appliquerait  au  cas  où  P'  contiendrait  des 
variables  qui  ne  figurent  pas  dans  P.  On  raisonnerait  encore  de  même 
si  l'une  des  fonctions  Q,  Q'  contenait  des  variables  qui  ne  figurent  pas 
dans  l'autre. 

llestc  à  considérer  le  cas  où  chacune  des  quatre  fonctions  P,  P',  Q, 
Q'  contiendrait  toutes  les  variables.  On  aurait  alors  simplement 

P  =  g:  -h  G^  -i .  ,   P'  =--  ift-:  -  >.,  s:  -f-  ift,;  -  X,  £j.  -t- . . . , 
Q  ^  g:'.  +  g;:  h-  . . . ,    Q' = oiv-ï.  - 1\  &■:  -h  <  -  x;  e?;  -f- ...  -, 

Torao  XIX  (jC  série).  ~  Novembre  1S74.  ->^ 
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mais,  dans  ce  cas,  les  deux  systèmes 

I'.     1"   -  ),,  P  =  <  -T-  Di,;.  -  (X.  -l,)el  +  ..., 

Q,   Q'  4-  x, Q  =  <:  -  (X',  -  X, ) e'y -r-  < - (x;  -  X,  ) ef: + . . . 

seronl  équivalents;    mais  ils  sont  léduils,   et   P'-i   /,P  ne  contient 
pas  X,  :  on  aura  donc,  d'après  ce  qui  précède, 

c/.~o(',     /3=:|3',..  ,     X',  —  X,  —  o,     X,  -  X,  =X',.  -  X,,..  , 

d'où 

X',  ==X,,     X',  =  X, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

19.  Pour  juger  si  deux  systèmes  I,  1'  sont  équivalents,  il  suffira 
donc  de  les  réduire  chacun  de  son  côté.  Si  les  deux  réduites  sont 
différentes,  il  n'y  aura  pas  d'équivalence.  Si,  au  contraire,  elles  sont 
identiques,  soient  S  et  Tics  substitutions  qui  réduisent  respectivement 
les  deux  systèmes  :  il  est  clair  qu'on  passera  de  l'un  à  l'autre  par  la 
substitution  ST"'  -~  U. 

Ou  obtiendra  d'ailleurs  évidemment  toutes  les  substitutions  ([ui 
transtorment  2' eu  2£,  en  combinant  la  substitution  U  que  nous  venons 
(l(î  liouver  avec  les  substitutions  qui  translorment  1  eu  lui-uième. 
Pour  déterminer  conwuodément  ces  dernières  substitutions,  il  convient 
de  ramener  d'abord  le  système  1  a  sa  forme  réduite. 

III.  —   Transformation  d'au  sjstème  en  lui-même. 

20.  PnoBLiJ.ME.  —  Déterminer  toutes  les  substitutions  qui  transfor- 
ment en  lid-méme  le  sjstème  rét/uit 

p  ~  Xl-\-  A,^y-i- . . .  +  ^Si,l-h  . .  .-h  ei-+- . .  .-h  el-h . . ., 

F  =  ^(«4+  ift,^  +  ...+  ©^ -h..  .  +  ip4+ •■•■+-<.  —  >'.<£;, +.... 

Nous  allons  déterminer,  a  priori,  certaines  substitutions  simples  qui 
n'altèrent  pas  le  système;  nous  démontrerons  ensuite  que  toutes  les 
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siihstitiilions  qui  joiiisseiil  de  cette  |}iopriéu'- s'obtiennent  pnr  la  coni- 
binaisoM  de  celles-là. 

*H.  i"  Substitutions  cjui  n'altèrent  i//ie  les  variables  .t.  Leur 
forme  sera  la  suivante  : 

(i6)  \  Xt,  x...  .,X2c,^,     ax,,a'x., ax^,,,], 

où  a  est  une  constante  arbitraire. 

On  pourra  opérer  des  substitutions  analogues  sur  les  variables  des 
séries  analogues  )\ 

21i.  2°  Substitutions  qui  n'altèrent  que  les  jjuriables  d'une  des  se'- 
ries  z,...,  u,...,  c, 

Elles  se  réduisent  à  la  forme 

(17)  I        Z,,...,      Z..y+,  —      Z,,...,       —       Z^^^,         |. 

25.  3°  Substitutions  qui  altèrent  les  indices  de  deux  des  séries 
x,y,.... 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  séries  x  et  j. 

Le  procédé  suivant  fournira  les  substitutions  simples. 

Accroissons  l'une  des  variables  extrêmes  j:,,j,,  Xo5,+,.  7';3+,  d'un 
multiple  de  l'une  des  variables  de  l'autre  série.  On  introduira  dans 
l'une  des  fonctions  A^^-\-  X^,  ife^-f-  ift^  un  terme  étranger,  que  l'on  fera 
disparaître  en  modifiant  une  seconde  variable.  Cela  fera,  en  général, 
paraître  dans  la  seconde  fonction  un  nouveau  terme,  que  l'on  dé- 
truira de  même,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  modifier 
luie  autre  des  variables  extrêmes.  Alors  l'opération  sera  achevée,  et 
aura  une  substitution  inaitérante.  Chacune  des  substitutions  ainsi  ob- 
tenues rentre  dans  l'iui  des  six  types  suivants  : 

I 1    '"ia+i        1  '^aa-t-i  "'    '^^2p+2a+i 

('9)    I    '^1  »^  2p-i  •••■» '■'^2a+i        •^ \    ■    ^J  2^1  )  i'^.—  i       rt.To,..  ,  J^2a+ I  "!" '^,7  2p— 2a 

(ao)  I     .r,,   7-2p_,....,  ;•,     .r, -r-<7;-,p,  ;-2p_,  —  rtjr,. ...,;•, —rr^r^p 

52.. 


/l  I  ■>. 


(3.) 

(aa) 
(a3) 
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„7  I  >  "^ïp—  I 


;•,  -h  rt.r,,,, ,,   .r.p^j-  rtj,.. 


r<  ^-«•ï'2p^  "^V'  ~  «J2»--- 


J2?^ 


rtJf. 


p-2? 


•''ïe+i +  '^J'2p»    7"-'r'+-"         rtJ^sa'--- 
)   X^pt-i  —  '**'^;p  1  ;7.-2p 


Dans  cliMCUiieile  ces  siibslittilions,  a  est  un  coefficieDt  arbitraire;  p  est 
un  entier  nul  ou  positif,  mais  qui  doit  être  déterminé  de  telle  sorte 
(|nc  les  indices  des  variables  x,  y  soient  tous  positifs  et,  respective- 
ment,   <   2  a  -H  2,  <  2(3+  2. 

2i-.  Voyons  combien  nous  obtiendrons  de  substitutions  simples  dis- 
tinctes. 

Soit  d'abord  a  >  |S.  Les  types  (i8)  et  (19)  devront  être  rejetés.  Dans 
le  type  (20),  il  faudra  poser  p  >  o,  /5  =  ,3,  d'où  /3  solutions.  Dans  le 
type  (2f),  (5  =  o^a  —  /3,  d'où  a  —  /3 -h  i  solutions.  Dans  le  type  (22), 
/5  =  a  >  /3,  d'où  «  —  /3  solutions.  Dans  le  type  (23),  |5  >  o;"^  /3,  d'où 
/3  solutions.  On  aura  donc  en  lout  2a  :  i  substitutions  simples.  On 
en  aurait  de  même  2/;    h  r ,  si  «  était  <  /3. 

Si  a=  3,  on  en  aura  une  de  plus.  Elle  s'obtiendra  en  |)Osant  /s  ~^  o 
dans  le  type  (18). 

2r>.  4°  Substitutions  qui  nitcreiit  les  variables  d'une  des  séries  x, 
7  ,...,  (telle  (jue  x)  et  d'une  des  séries  z,.  .,  (telle  que  z). 

On  les  trouvera  par  le  mé  ne  procédé.  Considérons  d'abord  celles 
qui  n'altèrent  pas  la  variable  z^^^,.  Elles  appartiendront  à  trois  types, 
identiques  aux  types  (18),  (19),  (20),  sauf  le  remplacement  de  j> ,  /3 
par  z,  7. 

Pour  obtenir  les  autres,  changeons  z...,+,  en  Zo.,  ^,  -h  ajc\,r.,  p  étant  >  o 
et  =  (z.  On  introduira  par  là  dans  l'expression  .l.°  +  i)^  leterme7  =  rtj:;jiZ,Y 
et  dans  l'expression  ift,"  -f-  G^  les  termes  r,  ~  rt-Jc'^,  tj  =  2aar2pZ2.f+, 

Le  terme  r.^  disparaît  par  la  substitution 


X 


2p^ 


-îf. 


•^Sp+I  'iflZovi 


2  Mjf  2o<-2  »  • 


X.,, 


2az 


2Y+ïp-2a-+ 1 
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D'ailleurs,  ponr  qu'il  n'y  entre  pas  d'indices  n«^galifs,  il  faudra  que  l'on 

ait  fi  [a  --  'i  :  nous  discuterons  tout  à  l'iienre  celte  coud iliou. 

La  substiluliou  ci-dessus  accroît  d'ailleurs  le  tei me  -  de  l;i  (|u.iiilil(- 
Tj  =  aa-ar2pXop+..  On  détruira  ce  nouveau  terme  t,  par  la  substitution 

laquelle  introduira  en  revanche  dans  ifl>°.4-  €•  un  terme  -     p.t,,  qui, 
joint  à  T|,  donnera  -   t,. 

On  détruira  ensuite  t  par  la  substitution 

OÙ  la  dernière  variable  altérée  sera  x^  ou  s,,  suivant  qu'on  aura  ùZ'i 
oup>7.  ^ 

Enfin  '-  T,  disparaîtra  à  son  tour  par  la  substitution 

I     ■^2p+-l  )    "^2p- I  »  •■  •         -^Sp+I    ~f~  l^"  "^ap^    *'^1'0-I    '<f">'^2p+Jv  •      |j 

ou  la  dernière  variable  altérée  sera  Xy  ou  j:\..,.,.,?  suivant  qu'on  aura 

2/5  ^«  ou  2(5  >  a. 

Le  produit  de  toutes  les  substitutions  précédentes  sera  la  substitu- 
tion simple  cherchée. 

Ufi.  Voyons  combien  nousauronsde  subslitutionssimples  distinctes. 
Soit  d'abord  a  >  y.  Les  types  (i8)  et  (19)  sont  à  rejeter.  Le  lype(2o) 

en  donne  y,  et  le  dernier  type  que  nous  venons  de  trouver  en  donne 

y  -1-  I  ;  total  2y  -t-  \  substitulions  distinctes. 

Si  «^  7,  les  types  (18)  et  (19)  donneront  respectivement  y  —  «   ■    i 

et  y  —  a  sidjstitutions;  le  type  (ao)  en  donnera  k,  elle  dernier  type  «  : 

total  2y  t-  I . 

27.  5"  Substitutions  qui  altèrent  les  variables  d'une  des  séries  x,j,.. . 
(telle  quex),  et  d'une  des  séries  «,...  (telleque  u). 

Le  système  des  deux  fonctions  x*  4- ef„  i(l.°.  ^  ifef,  se  change  en 
Dî,"  -t-  G*,  X'.-h  M\>1  par  la  substitution 

Or  les  substitutions  qui  n'allèrent  pas  ce  dernier  système  ne  diffèrent 
de  celles  qu'on  vient  de  trouver  que  par  le  changement  de  z,y  en  u,t}. 
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Soient  T,,  To..  .  ces  siibstitiilions.  Les  substitutions  qui  n'altèrent  pas 

K  +  et-  <  -^  a!  seront  .ST,S  ' .  ST,S  ',    . . 

28.  G"  Substitutions  qui  nltèrent  ies  variables  d'une  des  séries  a:, 
y,...  (telle  que  x),  et  d une  des  séries  v,...  (telle  que  v). 

Leur  rochorche  se  ramène  ^galenuiil  à  la  question  précédente.  En 
effet,  la  substitution 


% 


-  3G-t-M    •^2p+2i*     *         *^2p  f- 1           'M '^'Jf    -Il    '*2p-4-2    '"   ^l^2(vs*" 
...      ,    .Tna+i  •  .         1   J^2a-t-i  '•t  •*-i<i—\ 


transforme  .tl,  il!."  en  -i.",  Dl,'    -  ).,.r.jj_,^op.  Par  suite,  la  substitution 

0rr  0,0.^  ...  0, 

transformera  Jl,',  ift);  en  A."^  et  dî>'  -  X,-^!)  et  ©S  les  transformera  en 
ill)",  X'— X,ilî>*.  Cela  posé,  nous  savons  déterminer  (2."»  et  2G)  les 
substitutions  simples  T,,  To,..-,  qui  transforment  en  elles-mêmes  les 
fonctions -V'  4-  i)!.;,,  iii>'  -f-  S|,.  Ces  subslitutions  se  confondent  évidem- 
ment avec  celles  qui  transforment  en  lui-même  le  système  ii!.'  -!-©|,  et 
,1,*  —  X,  D!,'  -i-  <,  —  X, 0,1  —  1)1,^-)-  <,  —  X,  (ift,'  -^  g;,),  et  les  subslitutions 
qui  transforment  .1' -t- e^  et  iilj*  4- -«K.  —  X,  ©;,  en  elles-mêmes  seront 
respectivement 

0S.T,(0S)-',     0S.T,(0Sr'.-  •• 

29.  'j°  Substitutions  rjui  altèrent  les  variables  de  deux  des  séries  «, 

Cherchons  les  substitutions  simples  qui  n'allèrent  pas  les  fondions 

Soit  pour  fixer  les  idées  5^  p..  Ou  aura,  eu  premier  lieu,  c?  sidisfi- 
tutions  simples  qui  ii'altérejit  pas  t2^i.+,  et  Un?^,.  Elles  sont  de  la  forme 
suivante  : 

I  «i.  ^j>-i,  •  •  ',     ".   ^-rt^p,  ti^i  -  nu^,...,  /,  —  nu.r,  |, 

où  p  peut  varier  de  i  à  c?. 

50.  Les  autres  substitutions  simples  altèrent  toutes  la  variable  Kjô+i 
et  s'obtiennent  comme  il  suit  : 
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Rem|)Iarons  i<o,-^,  par  «arVii  -H  ^^'^o,  nous  aurons  introduit  clans  la 
première  i'onctiuu  le  terme  t  —  at.r^u.^r,,  et  dans  la  si'coude  les  tt-rmes 

Ou  détruira  x.,  par  la  substitutiou 

ou  aura  d'ailleurs  les  conditions  p  ",   o,  2c?    -  -ip  ^-  3  >o,  nécessaires 
pour  éviter  U'S  indices  négatifs. 

Cette substitutionaccroîtrad'ailleurs  x  de  la  quantitér^      lU- l.,^t.^,,  j, 
qu'on  fera  disparaître  par  la  substitution 

laquelle  changera  d'ailleurs  G*  +  S;'  ■+•  t,  en  e*  +  Si'  —  t,. 

51.   Proposons-nous  maintenant  de  faire  disparaître  le  ternie  t. 
Si  ô  -1-  p  ;^  fx,  on  y  parviendra  inimédiatement  |)ar  la  substihition 

sinon  l'on  emploiera  la  substitution 

en  posant,  pour  abréger, 

§  +  p   —    fJL  =:::  (7. 

Cette  substitution  introduira  dans  la  seconde  fonction  les   termes 
a"  uf,  et  —  2a«o^/.j[j.n. 

On  fera  disparaître  ce  dernier  terme  par  la  substitution 

Cette  substitution  n'introduira  aucun  nouveau  terme  si 

2  p  -f  2  (7  —  2  ,a  —  2 

est  nul  ou  négatif;  sinon  posons  a'  =■  a  —  {ix  -i-  i  -  p).  Le  terme  —  a- 1: 
sera  changé  en  -  fi'J^^  —  -iau^^)-  —  —  rt"^;.  —  ha^u;^  -f-  4«'<2p"25'- 
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Si  l'on  a  ap  ;-  aa'  —  2  <  a/x  -f-  i,  ce  (Iciuicr  ti'rmi>  disparaîtra  par 
la  sdbstittitioii 

Dans  lo  cas  contraire,  nous  poserons  g"—  <7'(/x  -l-  i  -  js),  cl  nous 
emploierons  la  substitution 

laquelle  introduira,  dans  la  seconde  fonction,  les  deux  nouveaux 
termes  iGrt°«;,.  et  8a^  u-^fj"  fi^i^t- 

Ce  dernier  terme  disparaîtra  par  la  substitution 

laquelle  n'introduira  aucun  nouveau  terme,  si  2p  -h  a^ "  —  ap.  —  2  est 
nul  ou  négatif.  Sinon,  posons  (7'":=  g"  —  {iJ--r- 1  —  p);  —a^t;^  sera  changé 
en  —  (ï^[t^,^  -I-  8fl'Mo/'y'  et  donnera,  par  suite,  deux  nouveaux  termes 
—  64  a' //.-,,  et  —  iGa^/Zo,'  ^.ç,. 

On  fera  disparaître  ce  dernier  terme  par  le  même  procédé  que  tout  à 
l'heure,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  enfin  à  transformer  ai!.;,  -f-  i(î>j^  en 
lui-même,  et  G*  ■+■  Sj'  en 

Cf,  +  G?  -  a' t';^  -'r  a-" ul  - 4 a' «  =,.  H  1 6 n" u;,.  -  64 a' ul„, -\-..., 
7,  5',  c" ,...  étant  les  divers  termes  positifs  de  la  suite 

5  -I-  |3  —  a,    Ô  -f-  ji  —  p.  -  (/J,  -}-  I  -  p),    5  H-  j9  —  /7.  -  2  (/^.  -\-i  -  p),..    . 

Ô'I.  cherchons  maintenant  ;i  opérer  sur  les  u  une  substitution  qui 
fasse  disparaître  la  série  des  termes 

«=//;,  -  4«'«;,  ^-  i6a««2 .,  _  64rt»«,V  +.... 

Cette  question  n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier  de  la  suivante  : 
Etant  données  les  deux  fonctions  n'..^,  et  q],  -;-  F,  où  F  est  une  fonction 
de  la  forme 

F  =  Ajs  ii^i  -+-...  -f-  A,„„  u.i,„  Un,,  4- . . . , 

où   les  indices  m  et  //,  variables  d'un  terme  au  suivant,  satisfont  à 
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l'inrgalité 

m  H-  «  "  20^, 

trouver  une  substitution  qui  fasse  disparaître  les  termes  Aziti^t  4-  ■•   • 
On  pont  construire  aisénieiit  celte  substitution  par  une  formule  ré- 
currente. 

Supposons,  en  effet,  que  nous  soyons  parvenu  à  faire  disparaître  tous 
ceux  des  ternies  considérés  dans  lesquels  la  somme  m  -t-  n  dépasse  une 
certaine  limite  k. 

Soit  A,„„«2m"j/i  1  "'1  <l^s  termes  restants,  dans  lesquels  m  -^  n  =  k. 
On  pourra  le  détruire  par  la  substitution 

Si  Â-  ^  ^  +  1 ,  la  dernière  variable  altérée  par  cette  substitution  sera 
M,,  et  le  terme  A,„„«2,„M2n  disparaîtra  sans  être  remplacé.  On  pourra 
détruire  de  même  les  suivants. 

Soit,  au  contraire,  7k  -f-  «  >  5  +  1.  On  devra,  pour  éviter  les  indices 
négatifs,  s'arrêter  à  la  variable  M55+1,  qui  sera  remplacée  par 

Cela  posé,  soit  A,„v  î';m' «2«'  ""  autre  terme,  où  l'on  ait 

m'  ■+-  n'  =  m  -h  n  ^^  fi. 

On  pourra  le  faire  disparaître  de  même,  mais  en  accroissant  encore 
«2,:^.,  de  la  quantité  Am',i''i2h-2'.-2  '■  fie  même  pour  tous  les  termes  ana- 
logues. Les  autres  termes  n'auront  pas  été  altérés.  Donc,  en  posant, 
pour  abréger,  A„„  4-  A„'„f  -H...  =  a,  ol  +  F  aura  été  changé  en 

S«  -H  («2M-I   +  ««2A-2S-2)'  —  «j'i+.  +  .  .  .  =  et  -!-  2a//2S+,  M2A-SS-2  -!-  Fi  > 

F,  étant  une  fonction  analogue  à  F,  mais  ne  contenant  plus  que  des 
termes  pour  lesquels  m  -^  /i  <  k. 

On  peut  d'ailleurs  faire  disparaître  le  terme  ^au^z+i  M2A-2S-2  par  la 
substitution 

1    «2I-25-I»   "25.-     ■)  "n       "2A-20-)   —    2fl/<,5+|,     «53  —   aaUj^.oJ-o,-    .     «1    —    «45-2*+J 

Tome  XIX  (2»  série).  —  Novembre  187:5.  5  J 
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Cette  substitution  pourra  altérer  quelques-unes  des  variables  qui 
figurent  dans  1",  ;  mais  elle  les  accroîtra  de  fonctions  de  variables  d'in- 
dice moindre  ^car,  A  étant  au  plus  égal  à  20,  on  a  ao  >  7.k  -  -  -j.îi  —  a). 
Donc,  après  la  translorniation,  F,  sera  changé  en  une  fonction  de  même 
forme,  qu'il  sera  aisé  de  calculer  et  pour  tous  les  termes  de  laquelle 
on  aura  encore  m  4-  «  <  k. 

Ou  fera  de  même  disparaître  de  F,  les  termes  où  la  somme  des  in- 
dices est  maximum,  et  ainsi  de  suite. 

53.  Par  un  procédé  analogue,  on  fera  disparaître  le  terme  -  a-t^^  :  il 
ne  restera  plus  qu'à  faire  le  produit  de  toutes  les  substitutions  p;u  tielles 
que  nous  venons  de  définir  pour  obtenir  la  substitution  simple  que 
nous  cherchions;  et  l'on  voit  aisément  qu'elle  remplacera  M20+,  par 
"20+1  -^(ttif+Jy  oùy  est  une  fonction  linéaire  de  <2p_2»-i  fî^u.j?,....,  «j. 

Si  0"  <  a,  posant  successivement  0  =  i,  2,...,  ô  -f-  i,  nous  obtien- 
drons o  +  i  substitutions  évidemment  distinctes,  et  contenant  cha- 
cune une  constante  arbitraire.  En  les  joignant  aux  0  substitutions 
(lu   u"  21),  ou  aura  en  tout  2  0  -i-  1 . 

Si  0  =  ix,  on  ne  pourra  donner  à  p  que  les  valeurs  1,  2,...,  â.  Mais 
il  existe  une  autre  substitution  simple  spéciale  à  ce  cas.  On  peut,  en 
effet,  opérer  siu- ;/o,:^,,  t.^^^^f  une  substitution  orthogonale,  à  la  charge 
d'opérer  en  même  temps  son  inverse  sur  Mjôi  ^jô»  la  substitution  ini- 
tiale sur  M25_,,  ^oe_,,  etc. 

34.  8"  Substitutions  qui  altèrent  les  variables  de  deux  séries  z,... 
ou  de  deux  séries  c,  ..,  dans  lesquelles  le  coefficient  ).  ail  la  même 
valeur. 

Elles  se  trouvent  par  un  procédé  identique  au  précédent.  11  est 
clair,  en  effet,  que  les  substitutions  qui  transforment  en  elles-mêmes 
les  deux  fonctions 

G^  +  ©:;  et  01'.,;,  —  X,  s;,  -h  ift,;,'.  —  x,  c:;., 

par  exemple,  seront  les  mêmes  qui   transforment  en  elles-mêmes  les 
deux  fonctions 

£,'.  4-  g;,,    et    M\,\.  -+- 1)1,;... 
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.">;>.  Il  nous  reste  à  établir  que  toute  substitution  qui  fransforriie  eu 
ellcs-nièmcs  les  deux  fonctions  quadratiques  V  et  P'  résulte  de  la  com- 
binaison des  substitutions  siin|)U;s  (jiienous  avons  trouvées  ci-dessus. 

Nous  admettrons  d'abord  que  cette  proposition  soit  vraie  pour  les 
fonctions  qui  contiennent  moins  de  variables  que  les  proposées. 

Soit,  pour  fixer  les  idées, 


P    : 

P': 


<  -h  e;  +  <  4-  ofeL  -  ^1  C 


S  = 


et  soit  S  une  substitution  qui  transforme  P  et  P'  en  elles-mêmes. 

On  a  vu  (n"'  lîi  et  l(î)  :  1°  que  la  sidtstilution  S  doit  rempincer  les 
variables  .r.,....^  z,,. ..,{>■,,.■ .,  «',,.,.,  que  P' contient,  par  des  fondions 
de  ces  seules  variables;  2°  qu'elle  remplace  x.,,  v-,  par  des  fonctions  de 
Xi  et  fj  seulement. 

On  aura  donc 

Xni'n     /(■*•,,■•    ,^21;+,),     f{x,.,..,W..^,) 
X.,,  V.,,       0{Xn,   Co),  ?''^2,  V<) 

X3,...,       [X3J  -r-  (j/  (a-2,  Va],..., 

z,.... ,      'Z,]  +  '^'{x.,  fj),..., 

1      

[X3 ],...,  [Z|],...  étant  des  fonctions  des  variables  x.^,...,  z,,...,  Cj,..., 
w,,...  seulement. 

Gela  posé,  soient  [P],  [P'J  ce  que  deviennent  P  et  P'  en  v  posant 
Xo  =  1*2  =  o;  pour  que  S  transforme  P  et  P'  en  elles-mêmes,  il  faudra 
évidemment  que  la  substitution 

Xj,     ...  [  -^s  J' 

[S]-     z,,    ...      [Z,],     ... 


transforme  [P]  et  [P']  en  elles-mêmes. 

Donc,  par  hypothèse,  [S]  résultera  d'un  certain  nombre  de  substi- 
tutionssim|)lesformées  pour  le  système  [P],  [P'j  delà  manièreque  nous 
avons  indiquée. 

Or,  si  l'on  se  reporte  à  la  loi  de  formation  des  substitutions  simples, 

53.. 
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on  voit  que  celles  qui  sont  relatives  au  système  [P],  [P'J  dérivent  de 
celles  relatives  au  système  1',  P'  de  la  même  manière  que  [S  |  dérive  de  S, 
c'est-a-dire  par  la  suppression  des  indices  x,,  v,,  x^,  v^.  En  effet,  cela 
est  évident  pour  chacune  des  substitutions  partielles  dont  le  produit 
forme  chaque  substitution  simple. 

Soient  donc  [T],  |T'j,...  les  substitutions  simples  relatives  au  sys- 
tème [P],  [P'];  T,  T',..-  celles  relatives  au  système  P,  P',  dont  elles 
dérivent;  S,  une  substitution  formée  avecT,  T',...,  de  la  même  manière 
que  [S]  l'est  avec  [T],  [T'].  La  substitution  S,  sera  évidemment  de 
la  forme 

S,  =       X3,  ...      [XjJ-^  ({;,  {X.,,  l'a),... 

a,,  ...     [Z,]-(-  '\'\{x.,,i>,),... 


et  l'on  aura  évidemment 

S--=S.S,, 

s,  étant  une  substitution  de  la  forme 


S,= 


X,,  t-,    Ji[x,,...,w,'^^,),  J^{x,,.  .,w2i:+,) 

Z,,...      Z,    -+-^2(0:2,  Va),... 

(^3,...         V3     -T-   ^\{X2y    V.),... 


et  qui  transformera  encore  P,  P'  en  elles-mêmes. 

36.  Or  on  a 

V'=XaXi  -hViV^  -i-¥{x^,...,  z,,...,»;,,...,  tv,,...), 

F  étant  une  fonction  de  déterminant  lo.  Si  l'on  effectue  sur  P'  la  sub- 
stitution S,,  les  termes  de  la  transformée  où  x,,  }\  se  trouveront  mul- 
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ti plies  par  .r,,..-,  ^n-»  ^'i,  ••.  '^' seront 

ûF  ,, 

el  ne  pourront  s'annuler  (ce  qui  doit  être),  que  si  tj/'^  et  ses  analogues 
sont  identiquement  nulles,  les  fonctions  -r— j--  «'tant  distinctes. 

'  Oj:, 

Cela  posé,  les  termes  de  la  transformée  de  P'  qui  contiennent  X2,  v.^ 
seront  92(^-3  -i-  ij/^)  +  ^\[vt  +  (J^'lj),  et  comme  ils  doivent  se  réduire  à 
X-^x^  -hV-iV.^,  on  aura  «p,  =  x.^,  rp'.,  r:=  i».,.  En  outre,  pour  qu'il  n'y  ait  pas 
de  terme  en  x^  ni  en  vz,  il  faudra  que  ij;,  soit  indépendant  de  x^,  et  ij-j 
indépendant  de  v.,. 

Par  suite,  en  supprimant  dans  l'écriture  les  variables  que  So  n'altère 
pas,  on  aura  simplement 


X,  , 

«'. 

Âf: 

•^3) 

t'a 

X-3-i- 

rtl'o. 

^3 

-+- 

bXn 

37.  Or,  parmi  nos  substitutions  simples,  il  s'en  trouve  toujours  une 
T,  de  même  forme  que  So  et  qui  remplace  v^  par  t»,  +  bx...  Si,  par 
exemple,  «  et  g  sont  >-  i ,  ce  sera  la  suivante  : 

T  =  I  x,,  V3,  X3,  (',     X,  —  /jv^,  i>3  +  bx2,  .Tj  —  bv2,  t',  4-  bx;  |. 

Cela  posé,  on  aura 

5,1  étant  une  nouvelle  substitution  de  même  forme  que  S.,  mais  qui 
laisse  c,  invariable.  D'ailleurs  S^  ne  doit  pas  altérer  P';  il  faut  pour 
cela  que  S.,  laisse  x,  invariable.  D'autre  part,  S,  ne  doit  pas  altérer  P. 
On  doit  donc  avoir 

/,  JT, +/;  r.  =  j^,  .^2  4- j,  j,, 

d'où 

/j  =  X,  -h  Cf.,  /:  ^7,  -  c/^. 

Mais  alors  S,  est  une  de  nos  substitutions  simples;  et  S  =S,TS3  sera 
un  produit  de  substitutions  simples,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


4aa  JOURNAL  DK  MATHÉMATIQUES 

."ÎS.  La  (Jûinonstration  qui  pivcèile  suppose  qu  il  existe  dos  variables 
dos  espèces  x-  on  i»,  aulrcineiit  dit,  que  1''  a  son  ilélerminaut  nul.  Si  V 
avait  son  délcrniinant  nul,  on  raisonnerait  d'une  manière  analogue. 

Reste  le  cas  où  1'  et  V  auraient  leur  déterminant  ^o.  lisseraient  alors 
de  la  forme 

P    —    O'    ^-.    o--      >J_ 

P'  rr.  ySkl   --k  Ql  -H  <■  -  X'  g::,  -t- . .  . 

et  l'on  pourrait  raisonnersur  les  fonctions  P  et  P'-t-  XP,  cette  dernière 
ayant  son  déterminant  nul. 

59.  On  peut  donc  toujours  ramener  la  démonstration  du  théorème 
à  la  même  démonstration  pour  un  moindre  nombre  de  variables,  jus- 
qu'au moment  où  l'une  des  fonctions  considérées,  P'  par  exemple,  se 
réduira  identiquement  à  zéro.  L'autre  se  réduira  à  une  somme  de  carrés 
et  les  substitutions  qui  la  transforment  en  elles-mêmes  seront  ortho- 
gonales. Or  on  sait  qu'une  substitution  orthogonale  quelconque  résulte 
de  substitutions  orthogonales  partielles  opérées  chacune  sur  deux 
variables  seulement;  mais  ce  sont  là  des  substitutions  simples.  Le  théo- 
rème est  donc  vérifié. 

Juin  1874- 


PURES  ET  APPLIQUEES.  4^:^ 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Lumville  ; 
Par  m.   BESGE 


«  ...  Soiont  a  une  constante  positive  ou  négative,  mais  d'une  valeur 
absolue  a  qui  est  <  i,  et  x  une  variable  indépendante  de  o  à  tt. 
Désignons  d'ailleurs  par  la  caractéristique  y  (/)  une  fonction  dévclop- 
pable  eu  série  d'après  la  formule  de  Maclainiii,  suivant  le.s  puissances 
de  sa  variable  supposée  réelle  ou  imaginaire;  enfin  considérons  l'inté- 
grale définie 


t/O 


"^  dx  [/(  W-  )  +/(e-^v^-')]  _ 
^1  —  2  a  cosa:  -(-  a' 


»  Je  dis  que  cette  intégrale  est  susceptible  d'une  grande  réduction 
et  qu'elle  est  simplement  égale  au  double  de  la  suivante  : 

f[a  i\Vrx')dx 


I  — a^sm'x 


»  Voilà  du  moins  ce  que  j'ai  cru  constater  par  une  métbode  assez 
délicate,  il  est  vrai.  Si  mou  théorème  est  exact,  comme  j'en  ai  la  con- 
fiance, nos  jeunes  géomètres  en  auront  bientôt  obtenu  la  démons 
tration. 
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»  Ils  verront  ensuite  bien  aiséineiit  qu'on  peut  aussi  traiter  le 
cas  où  l'on  mirait  a>  i,  et  qu'il  se  ramène  sans  peine  à  celui 
de  a  <  I. 

»  La  manière  de  passer  de  l'un  de  ces  cas  à  l'autre  est  trop  facile 
à  voir  a  priori  pour  (pie  j'y  insiste.   » 


»— nootirrw 
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De  la  détermination,  sous  forme  intégrable,  des  équations  des 
courbes  dont  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de  torsion  sont 
liés  par  une  relation  donnée  quelconque  ; 

Pau  m    h.  MOLEVS. 


l.  Nous  nous  proposons  de  montrer  que,  par  un  choix  convenable 
de  la  variable  indépendante,  on  peut  toujours  ramener  aux  quadra- 
tures la  détermination  des  courbes  dont  les  rayons  de  courbure  et  de 
torsion  sont  des  fonctions  données  de  cette  variable;  et  cette  re- 
cherche comprendra  celle  des  courbes  dont  les  doux  rayons  sont  liés 
par  une  relation  donnée  quelconque,  car  à  cette  relation  on  n'aura 
qu'à  joindre  une  autre  relation,  prise  arbitrairement  entre  ces  rayons 
et  la  variable  indépendante,  ce  qui  déterminera  le  rayon  de  courbure 
et  le  rayon  de  torsion  en  fonction  de  la  même  variable. 

Considérons  une  courbe  quelconque  rapporlée  à  trois  axes  recliin- 
gulaires,  et  désignons  par  £  son  angle  de  contingence,  par  w  son  angle 
de  torsion,  par  p  son  rayon  de  courbure  et  par  /•  son  rayon  de  tor- 
sion. Les  quantités  £  et  iù  sont  données  par  les  formules  suivantes-: 


^f/j'  =  dx{d-jd^z  -  d-zd'/)  -+-  dj{d-zd\x  -  dKrd'z) 
+  dz[d^cc  d\r  —  d-j  d"  X  ) . 

Nous  supposerons  d'abord  que  l'on  prend  l'arc  s  pour  variable  indé- 
pendante; posons 


ctx  dy  etz 

Tome  XIX  {-i'  série).  —  Décembbf.  1874.  -^'l 
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les  formules  précédoiiles  deviennent 


(0  h-s/WFW^W)'' 

\  ^  Tîî  ~  "  \Ts 'Js'  ~ '^ 'iïF  ) 

^^'  1  Ithi-  d-u        du  fnxK\  fda  d'y         dv  d'u\ 

\  "•"  ^\rf7  7a'"  ~  dl  lîFj  "*"  ^"^Xdl  ds^'      ds  ds' }' 

2.     Les    trois  quantités  u,   v,  w  étant   liées  par  la  relation 

u^  +  v"*  -h  n-'-  =  I , 

on  peut  les  exprimer  en  fonctions  de  deux  nouvelles  variables  0  et  'Ç, 
connne  il  suit  : 

^^  =  cos5sin^,     v'  =  sin6sinÇ,     iv  =  cos^. 
On  en  déduit  tans  5  =  -  =  —-,   de  sorte  que  6  est  l'angle  formé  avec 

"  «  d.c  '■  " 

le  plan  xz  par  le  plan  conduit  suivant  la  tangente  de  la  courbe  paral- 
lèlement à  l'axe  des  z;  quant  à  l'angle  Ç,  c'est  l'angle  que  fait  la  même 
tangente  avec  l'axe  des  z.  La  différentiation  de  m,  v,  w  donne  ensuite 

du  =  — sinû  sinÇrfS -+- cos5  cosÇrfÇ, 
dv  =     cos9sinÇr/9 -f-  sinS  cosÇrfÇ, 
diK'  =  —  sinÇ  d^y 
d^u  =  —  cos5sinÇf^5'  —  asinôcosÇ  rfôrfÇ 

-  sin9sinÇc?='e  -  cosô sinÇ f/Ç*  +  cosô cosÇf/':, 
d'v  =  —  sin9  sinÇrfÔ' 4-  2  cos5  cosÇf/5  f/Ç 

H-cos5  sinÇv'/^5  —  sin5  sinÇ^Ç'  +  sinô  cosÇrf'Ç, 

d^w  =  —  cosZd'Ç^  —  sinÇ  rf*Ç. 

On  trouve  alors 

du""  -+-  dv^  -+-  rfii-'  =  d:-  ■+-  sin*  C  dô''; 
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par  suite,  on  remplaçant  y  par  '  dans  la  (orniiile  (1), 

3.   Quant  à  la  formule  (2),  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

,,\       I     w  /     f/'V  t/i'\  ti'it  [      du  di.v\d'v         I     dv  du\d'i\ 

(4)   p-  Â  =  1^^  -"^7.  j  li?-  +  y'' lu  -"dTJdF-^  [''dS  -  "d^jd^- 
Or  ou  ohticiil 

V— w  — -  =—  siny  surC-; cosC  cosG  smu—  +  smi5  cosu -7^ 

ds  ds  -  ds  -  \  ^  ds  '  ds  j 

=  —  sinS- cosSsinÇ  cosC-r' 

IV 'i~r  =  COS&  sin-'C^-  +  cosC    —  sui5  smC—  +  cos5  cosu^  ) 

ds  dx  ^  d\  -  \  -  ds  -  ds  ] 

=  cosS'  ; sini/ suiL  cosC -r» 

ds  '  '  ds 

du  du  r     ■     ;!         /i     •     v'/5  •     /■,  vf/ï\ 

it ('  ~7-  =  C0S7  sinC   cos5  sinC -; — f-  sin&  cosC  1- 

ds  ds  -\  -  ds  '  ds  ] 

—  sni9  smC   —  sin&smC-r  +cos&cosC-^   =  surC-r' 

-  \  -  ds  -  ds  !  -  ds 

expressions  qui,  jointes  à  celles  de  -— .  ---5  -—■,   font   prendre  au 
second  membre  de  la  formule  (4)  la  fortne  suivante  : 


cos5smC-r-,  +  2Sin&  cosÇ  -r  t  ^  '^'"''  ^""- 

\  -  ds^  ds  ds 


-f-  COS7  suiC  -r,  —  COS&  rosC-r-, 

"   Ils-  "   ds- 

dO 


X  (sinî— - -H  cosô  sinT  cosC  , 

\  ds  '  ■  ds 

I  ■     r     ■     -^dO-  .  ^r/9  d^  d'O 

-h     —  SU)  5  smC-r,  +  2COs9  cos C-r  -7-  +  <.os5  shiÇ-t^ 

\  -  ds-  '  ds  ds  '   di^- 

—  sm  5  sin  J^  — -  +  sui  0  cosC  -r-, 

^  ds'  '  ds-  ) 

^  \^"^''  ;à7  ~  suiô  sui^  cosÇ  ^  j  -  (^cosÇ  —  +  &"'Ç  -^  j  sui-Ç  -, 

54.. 
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<iii  bien,  loiitfh  n'-diiclioiis  failcs, 

2COSÇ  :7-  -n  4-  sinÇ—    ,,  -h  siiriTcosÇ  —  —  smC—  — ,  ■ 

La  fonmile  (/|)  clle-iiiciiic  devienl 

p'  ds  -  fis     fis'  '  ils    t/s'  '  '  //j'  -  (h    its' 


OU  hieii 


(iOt 


..,rfÇ' 


r/0= 


'/'ï 


Or  la  formule  (3)  donne 


u  ou 


rfç  /  rf»!:       c/p  f/?\ 


En  substiluant  ces  expressions  dans  la  formule  (5),  on  trouve 


ds  ~  sirTç  y   '  ~  ^    ^ 


y^-^^s  -- 


[■ 


] 


'^y  Ti?'^  Us  ds) 


.^^^ 


ds^ 


] 


si 


i=^.[(-f4:)-ç-K^S-^â)} 


■-fs? 


l'URES  ET  APPr.IQUÉES. 
Romplaçaiil  ciifiii  j  \)nv -,  il  vient 


'l'-O 


;?) 


Si  |5  et  7'étaienl  donnés  en  fonction  de  s,  l'équation  (7),  qui  suppose 
que  s  a  servi  de  variable  indépendante,  serait  une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre  à  deux  variables  s  et  'Ç,  doni  l'inlégrale  ferait 
connaître  la  quantité  Ç;  et,  quant  à  la  quantité  5,  sa  détermination  se 
ramènerait  à  une  quadrature,  au  moyen  de  l'équation  (G).  Mais  il 
iui|)orte  de  changer  de  variable  indépendante,  en  prenant  pour  nou- 
velle variable  la  quantité  Ç,  c'est-à-dire  l'angle  que  lait  la  tangente  de 
la  com'bc  cherchée  avec  l'axe  des  z,  et  en  admettant  que  p  et  r  sont 
des  fonctions  données  de  Ç.  Nous  déterminerons  ensuite  0  et,  par  suite, 
X,  Y,  z  en  fonction  de  Ç,  ce  qui  fera  connaître  les  courbes  qui  ré- 
pondent aux  expressions  de  p  et  r;  d'ailleurs  l'une  des  deux  relations 
qui  lient  f?  et  r  à  Ç  pourra  être  remplacée  par  une  relation,  prise  arbi- 
trairement entre  p  et  r,  de  sorte  que  nous  aurons  obtenu  les  courbes 
dont  le  rayon  de  courbure  elle  rayon  de  torsion  sont  liés  par  une  rela- 
tion donnée  quelconque. 

i.  Soient  HK  une  quelconque  des  courbes  cherchées,  MT  la  tan- 
gente en  un  point  M,  pris  arbitrairement  sur  celte  courbe,  MN  la  nor- 


male principale,  MZ  une  parallèle  menée  par  le  point  M  à  l'axe  des  z. 
Considérons  un  triangle  sphérique  ABC  tracé  sur  une  sphère  ayant  pour 
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ci-nti<'  If  poinl  M  et  pour  rayon  l'unité;  il  vient 

COSrt  =  COsb  COS6'  +  sill/'  siii  f  cosA 

ou  bien,  puisque  c  =  -  ot  ^  =  Ç, 

cos«  :=  sinÇ  cosA. 

Mais  a  étant  l'angle  que  fait  le  rayon  de  courbure  avec  i'axt*  des  z,  cl 
cosÇ  étant  égal  à  y»  on  a  |)ar  une  formule  connue 

cosrt  =  -7-^cosÇ. 

Ils  ' 

Égalant  ces  deux  expressions  de  cosrt,  et  remplaçant  ^/cosÇ  par 
—  sinÇr/Ç,  on  trouve 

(8)  cosA=-o^, 

ce  qui  montre  que  la  cpiantité  —  p  7:  est  la  valeur  du  cosiiuis  de  l'angle 

que  fait  le  plan  osculateur  AMB  de  la  courbe  IIK.  avec  le  plan  AMC 
mené  par  la  tangente  MT parallèlement  à  l'axe  desz.  D'ailleius  la  nor- 
male principale  MN  étant  perpendiculaire  à  la  droite  MT,  intersection 
de  ces  deux  plans,  on  voit  que  cet  angle  A  est  le  même  que  l'angle 
formé  par  le  rayon  do  courbure  avec  le  plan  AiNIC,  lequel  est  tangent 
en  M  au  cylindre  passant  par  la  courbe  IIK  et  dont  les  gér)ératrices 
sont  parallèles  à  l'axe  des  z. 

o.  La  relation  (8)  donne 


/  .,  rfÇ'  .      .  t/  f:  do  dX,  d  cos  A 

V'-.'^';z^  =  *'"'^'   ^7J^  -^  j.z.  =  -^zr-' 

|)ar  suite  l'équation  (7)  devient 

-  =  -.— r    sur  A  cot  C  -♦-  p  — ; —   » 
/■        sinA  \  -        r      ,/,    j 
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ou  bien 

/    \                                p         •    à       .  ï»          P     rfcosA 
(q)  !- =  sinAcotÇ -I-  -r^  — , 

^'"  r  '         smA      (is 

Mais,  puisque  la  (inaiilité  ^  serl  niaiiili'iiaiil  de;  vaiiabh,-  iiKl('>|)eiHlaiilc, 
on  posera 

t/s  de,       (/s 

ou  bien,  on  vertu  de  la  formule—  = cosA, 

i/x  p 

rfcosA  I  .  cicosA.         1  .  (/siiiA 

— -j —  = cosA  -  „r-  =  -suiA — -—■ 

as  p  rtÇ  p  tlK 

La  relation  (g)  prendra  dès  lors  la  forme 

/      \                                         rf  sin  A  ■      .        .  -^        P 

(lo)  ^ 1- SU)  A  cote  = -; 

et  comme  p  et  r  sont,  par  bypotlièse,  des  fonctions  données  de  Ç,  on 
voit  que  l'équation  (lo)  est  une  équation  différentielle  linéaire  du  pre- 
mier ordre,  à  deux  variables  Ç  et  sinA,  dont  l'intégrale  est 

sin  A  =  e-J'™»^''^  Fc  +  f^-  eJ™''-''v/çl , 
C  étant  une  constante  arbitraire,  ou  bien,  en  remarquant  que 

6.  L'angle  A  se  trouvant  déterminé,  l'angle  5  s'ensuivra,  car  l'équa- 
tion (6)  donne 

ilO         sin  A 


ils        psinÇ 
,  .  fiB         d't  de,  I  .   df) 

ou  bien,  en  posant  —  =  --  —  =  - —  cosA  —  i 

'  ^  ds         de,  ds  p  aç 

I  .    dO  sin  A 

COS  A  ^  =  -^—  > 

p  dC,         p  sin  % 
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d'oi'i 

(•2)  rfï  =  --sinr- 

On  a  donc,  en  désignant  par  5„  une  nouvelle  constante  arbitraire, 

(■3)         «  - '^. = -  nîïF  "^- 

formule  où  tang  A  devra  être  remplacé  par  sa  valeur  en  fonction  de  Ç, 
déduite  de  la  formule  (i  i). 

On  reuiarquera  cpie,  d'après  les  formules  (i  i)  et  (i3),  h  s  valeurs  de 

A  et  ô  ne  dépendent  que  du  rapport  ->  qu«'lles  que  soient  les  valeurs 
de  (5  et  /•  en  fonction  de  Ç. 


7.  La  valeur  de  9,  substituée  dans  les  expressions  de  k,  t»,  iv,  fera 

d.r    dy    ilz 

T'  T'  T' 
as     as     as 


connaître  les  quantités  -^i  '-yi  '-j-,  qu'on  remplacera  par  les  expressions 


suivantes  : 

dx  COSA  d.c        dy  cosA  dy        dz  cosA  di 

ds  f       de,         dx  f       de,         ds  p       r/Ç  ' 


on  aura 

dj-. 


,    _ —  cos9  sinÇ, 

dX,  cosA  '' 

:^  = ^sin5  sinÇ, 

rfÇ  cosA  ' 

dz  p 


f/Ç  cosA 


COsÇ, 


d'oi!i,  en  représentant  par  j"„,  y\t  z„  trois  nouvelles  constantes  arbi- 
traires, 

.    x  —  T,,=:  —  1  —^  cosO  sin'CdC, 
k  j   cos  A  -     .  ' 

(«4)  ;-jo  =  -/-''^sinesinÇf/r, 
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Cos  éqiialions,  domiaiil  les  valt-iirs  de  .r,  y,  z  en  fonction  de  la  variable 
indépendante  [Ç,  délcnninent  une  (|uclconque  dos  coiiih(;s  ilicTcliées. 

ÎS.   On  remarquera  cjne,  si  l'on   pose    /    '-"^.  ^/Ç--F(Ç),   la    Ibr- 

mule  (i3)  donne 

5-0o-i-F(O-o, 

ce  qui  est  l'équation,  en  coordonnées  polaires  s|)hcriques,  de  l'indica- 
trice de  la  courbe  dont  il  s'agit.  Considérons,  en  effet,  une  spbère  d'un 
rayon  égal  à  l'unité,  qui  aurait  pour  centre  l'origine  des  coordonnées, 
et,  de  ce  centre,  imaginons  que  l'on  mène  des  parallèles  aux  diverses 
tangentes  de  la  combe  :  le  lieu  des  points  où  ces  parallèles  rencontrent 
la  surface  de  la  spbère  est  ce  qu'on  nomme  V uuUcalrice  sphériqiie.  Or, 
en  prenant  pour  pôle  le  point  où  la  partie  positive  de  l'axe  des  z  ren- 
contre cette  surface,  et  pour  axe  polaire  le  grand  cercle  déterminé  par 
le  plan  xz,  il  est  clair  que  0  est  l'angle  polaire  et  Ç  le  rayon  vecteur 
d'un  point  quelconque  de  l'indicatrice. 

9.  Appliquons  ce  qui  précède  à  l'examen  de  quelques  cas  remar- 
quables. 

En  premier  lieu,  déterminons  ^  en  fonction  de  'Ç  par  la  condition 

qu'on  ait 

tangA  =  />sinÇ, 


p  étant  une  constante  donnée;  la  formule  (i3)  devient 

Les  valeurs  de  sinA  et  cosA  en  fonction  de  'Ç.  sont  alors 
smA  =  -~- =>     cosA  =     - -  ) 

\] \  -i-  p'  %\n%  y'  I  -1-  /j'  sin-  i; 

et  il  vient,  en  vertu  de  la  formule  (iij, 

— -^ =  =  C  +  I  ^s,\nC,dC, 

s/n-^s^sin'i;  J    ' 

Tome  XIX  (3»  série).  —  Décemdke  187/). 
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d'où  l'dii  (Irdiiil  parla  (linV'rciilialioii 


p  _  />cosi;(2  -(-/j'sin'Ç) 
—  j 

(i-t-/j'sin'Ç)' 

Mais  il  importe  de  remarquer  que  celte  valeur  de  -  ne  donne,  en 

effet,  tangA  =  psmÇ,  qu'en  supposant  que  la  constante  C  reçoive  une 
valeur  particulière.  Or  on  a 


siii  A 


sinÇ 


/>sinÇcosÇ(2  4-/»'sin-Ç      .., 
L.  -I-    I  y tl^    ^ 

ou  bien,  en  effectuant  l'intégration  indiquée  au  second  membre, 

sin  A  =    .   .     C  -i — r =    > 

sinÇ  |_  v'' -<-/'' sin' Çj 

et  I  on  voit  qu  il  iaut  lairc  C  -~  o  pour  qu  on  ait  sin  A  =  -  ^'-  .    _=• 

Maintenant  les  formules  (i4)  deviennent,  en  y  mettant  pour  0  et 
cosA  leurs  valeurs, 


j?  —  J-fl  --  — /r>sinÇcos(^o  -  p'Ç)\/i  +  p'^ sin' l^dÇ, 
y  -  /o  "  -/(3sinÇsin((/o  — /'Ç)v'i  +  /J-sin-ÇrfÇ, 


s  —  Zo  =  — /pcosÇv^i  + //•' sin^Çf/Ç. 

La  quantité  p  restant  une  fonction  indéterminée  de  Ç,  il  est  permis  de 
poser  0  ~  AcosA,  k  étant  une  constante  particulière,  ou  bien 


d'où 


V^i  -4-/j'sin'Ç 


/;'-  cos°Ç  —  I  -h-  /J- 


P' 


l'expression  de  -  devient 


^=(.+i;)0.+,-)i; 


I. 
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Telle  est,  dans  CGcas,  la  iclalion  qui  lie  o  ci  /■.  On  remarquera  que  p  est 
compris  entre  A  et  -=-. —  -,  en  outre,  /•  ne  devenant  infini  que  pour  In 

valeur  p  =  -^ ,  on  en  conclut  que  la  courbe  est  nécessairement  à 

VI -(-/>' 

double  courbure.  Eu  mettant  |)our  p  sf.  valeur  en  fonction  de  'Ç,  on 

obtient 

X  —  X(,  —  —  A/sinÇcos(!/„  —  p'Ç)(l'Ç,, 

jr  -  ;■„  =  -  /i/sinÇ  sin  (!/„  -  /jÇ)'/Ç, 

z  —  Zq  =  —  ^'  sinÇ, 


et,  en  effectuant  les  intégrations, 

^-^0="  ^(73;^)Cos[(i-/j)Ç  +  ô„]+  -^-^cos[(i-f- />)?-(/„], 

7-  7o  =  -(7^  sin[(i  -/j)  Ç  +  !/„]  -  ^^7^  sin  [(i  -I-/j)Ç  -  &„], 
3  —   Zo  =  —  A-sinÇ. 

On  voit  d'abord  que  les  valeurs  de  x  —  x„  et  j  —  ^„  ne  changent 
pas  quand  on  change  p  en  — p,  pourvu  c[u'on  change  en  même  temps 
Ç  en  —  Ç,  ce  qui  est  permis,  puisque  Ç  sert  d'indéterminée;  mais 
z  —  Za  change  de  signe  sans  changer  de  valeur  numérique.  Donc  la 
courbe  répondant  à  une  même  valeur  de  /?,  prise  avec  le  double  signe  ± , 
est  symétrique  par  rapport  au  plan  mené  par  le  point  (a;,,,  7  „,  z^)  pa- 
rallèlement au  plan  xy.  Des  formules  précédentes  on  déduit 

l^CC-X,r-  +  (j- J„)^:=  ^^-^  4-  ^$^  +  -^-il_cOS»Ç, 

ou  bien,  en  remplaçant  COS2Ç  par  i  —  asin-Ç  ==  i  —  —  (2  —  z„)*, 

[x  -  x„)-  +  (J-- jo)-  -H  -    ^,.      (TTiTy.' 

ce  qui  monlrc  que  la  courbe  qui  répond  à  la  question  est  située  sur  lui 
ellipsoïde  de  révolution  ou  sur  un  hyperboloïde  de  révolution  aune 
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nappe,  suivant  que  p  est  moindre  ou  plus  grand  que  l'unité.  Cette  sur- 
lacf  a  d'ailleurs  pour  centre  le  point  (.a",,,  >  „,  z„),  el  son  axe  est  paral- 
lèle à  l'axe  des  z. 

Quant  à  l'arc  s  de  la  courbe,  il  est  déterminé  par  la  formule  (8),  qui 

donne  i  =  —  A'.--  On  en  déduit,  en  remplaçant  d:^  par  sa  valeur  en 

l'onction  de  z  el  <(z, 

j  Adt 

as=    -. =r.t 

puis,  en  intégrant  et  supposant  que  l'arc  s  commence  au  |)oint  pour 
lequel  z=  r.„, 

s  =  ^arcsin  ^--' 

n 

On  voit  donc  que  l'arc  indéfini  s  s'exprime  exactement  au  moyen  d'iui 
arc  de  cercle. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point  (x„,  y„,  z„),  el, 
pour  ne  pas  changer  les  notations,  continuons  à  désigner  par  x,  j,  z 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe;  si  nous  prenons 
en  outre  pour  nouveau  plan  des  xz  le  plan  passant  par  l'axe  des  r  et 
faisant  avec  l'ancien  un  angle  égal  à  !/,,  ce  qui  revient  à  faire  5„  =  o, 
les  trois  équations  qui  déterminent  ces  coordonnées  deviennent 

X  =    ,    '     ".  cos(i  —  p)Ça , ; cos(i  4-  p) Ç, 

^l'—P)  2(1-1-/5)  ^  '^''' 

•^         2(1  — yv)  ^         r/s        2.(1-+-/)]         \         /  /  -' 

Z  =  —  ksint^. 

Admettons  que  p  soit  positif,  et  soit  d'abord  p  <i.  Posons 

-7-- ■^  =  R  -  IV,      -rA—^  ==  K'>       ("  ~  p)  Ç  =  O, 

2(1— p)  '        2{l-hp)  '         *>  ^^  '  -' 

d'où  l'on  déduit 

■a  —       ^  R  —  R'_n-/^       R_      2 


p-  R'  I-   //      IV  ~  I— // 

i-p 


f      ,       V  >-         ^  ^P  U  —  R' 
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Les  expressions  de  a:  et  j-  se  pirsenleiU  sous  cette  forme  : 

X— (R  —  R')cosç; -1- R'cos  y, 

j.^{R~  R')  sinç.  -  R'sin     ^,  ~  ?, 

et  l'on  reconnaît  que  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  .rj-  ou  sur 
le  plan  du  plus  grand  parallèle  de  l'ellipsoïde  de  révolution  qui  la 
contient  est  une  épicycloïdc  intérieure  engendrée  par  nii  point  d'une 
circonférence  mobile  de  rayon  R'  qui  roulerait  sur  une  circonférence 
fixe  de  rayon  R.  Ce  cercle  fixe  n'est  autre  chose  que  le  plus  grand 

parallèle,  en  vertu  de  la  formule  R  —  -^— /et  l'angle  o  est  l'angle  que 

fait  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles  avec  l'axe  des  x.  Appelons  (} 
l'angle  que  fait  la  même  ligne  des  centres  avec  le  rayon  du  cercle 
mobile  aboutissant  au  point  générateur  de  l'épicycloïde  :  on  a  évi- 
demment (Li  —  —  9  =  — ^■,  et,  en  mettant  pour  o  sa  valeur  en  fonc- 

X\  ï  — p  ' 

tion  de  Ç,  on  obtient  celte  relation  très-simple  tj-  =  2^. 

On  remarquera  que,  si  /?  =  o,  on  a  —  =  2  et  j"  =  o;  l'ellipsoïde  se 

change  en  une  sphère,  et  la  courbe  devient  un  grand  cercle  de  cette 
sphère. 

Lorsque  p=;  ^,  on  a       -  4?  et  l'épicycloïde,  projection  de  la  courbe 

2  '2  iî 

sur  le  plan  xj,  a  pour  équation  x''^-\- jr'-^  =  R^,  R  étant  alors  égal  à  J.A-. 
Quelle  que  soit  la  valeur  de  /:>,  si  elle  est  coinmeusin-able,  celle  du 

rapport  -r7  l'est  aussi,  et  l'épicycloïde  est  une  courbe  algébrique  qui 

revient  à  son  point  de  départ  après  s'être  reproduite  un  certain  nombre 
de  fois.  La  courbe  elle-même  qui  répond  à  la  question  est  une  courbe 
algébrique;  et,  comme  sa  projection  sur  le  plan  xy  ne  change  pas  si 
p  est  remplacé  par  — />  et  Ç  par  —  Ç,  on  voit  que  cette  courbe  se 
compose  d'un  nombre  limité  de  courbes  identiques,  entièrement  fer- 
mées et  situées  sur  un  même  ellipsoïde  de  révolution.  Ces  courbes 
identiques  se  réiuiissent  deux  à  deux  par  une  série  de  points  de  re- 
broussement  situés  sur  le  plus  grand  parallèle  de  l'ellipsoïde;  la  Ion- 
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gueur  de  chacune  d'elles  se  trouve  être  iiidcpeiulante  de  la  valeur 
de  /)  cl  égale  à  la  circonférence  de  rayon  A-,  car  elle  est  visiblouicnt 

égale  a  4  /    ' -~  ^nu. 

Soit,  en  second  lieu,  A;>i .  On  changera  A  en  —  k  dans  les  lonnulos 
qui  donnent  a?,  y,  z  en  fonction  de  Ç,  ce  qui  est  permis,  puis(jue  cela 
revient  à  changer  le  sens  dans  lequel  on  compte  les  coordonnt'es  po- 
sitives; on  aura 

X  =     -7— *— :COS(l  —  P)Ç—    -,       ,    -rCOS(l  -!-/>)  Ç, 

z  —  k  sin  'Ç. 

On  posera  ensuite  ^^7^  =  R+  R',  ^I^)  =  ^''  ('  -p)Ç=^  ?'  «^'où 
l'on  déduit 

^  ~  p-^^^i'         R'       ~  y^i  '     K'  ~  p-i' 
t      ,      -  '^  P  +  ^  R  H-  11' 

Les  expressions  de  a:  et  ^  deviennent 

R  -^-  R' 

X  ~  (R  +  R')cos(p  —  R'cos— _-7 — (p, 
7  =  (R  +  R')  sin 9  -  R'  sin  -J-?, 

ce  qui  montre  que  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  xj  est  une 
épicycloïde  extérieure  engendrée  par  un  point  d'une  circonférence  de 
rayon  R'  qui  roulerait  sur  une  circonférence  fixe  de  rayon  R.  On  trou- 
vera d'ailleurs  di  =  ^ '-''  —  — —  =  —  ^^\  'a  courbe  est  encore  algé- 
^       R'  '        /?  —  1  -  " 

brique  si  p  est  commensurable. 

On  remarquera  que,  dans  la  même  hypothèse,  l'indicatrice  sjjhé- 
rique  de  cette  courbe  est  une  courbe  algébrique  dont  l'arc  indéfini 
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s'exprime  par  une  fonction  ellipliquc  de  (leiixiéinc  espèce.  Désignons, 
en  edcl,  pnr  .x',  j'',  z'  les  coordonnées  d'nn  poinl  quelcon((nf'  de  celte 
indicatrice,  et  |)ar  s  son  arc,  compté  à  partir  d'une  tirigine  arbitraire; 
on  a  évidemment 

X-'  =  cosi/ sin  '^,     y' --  sinî  sinÇ,     z'=  cosÇ, 

et  l'on  en  déduit 

Mais  on  a  aussi  (j--Q^  —  p'^^  qui  est  l'équation  en  coordonnées  polaires 
sphériques  de  cette  courbe,  ou  plus  simplement  5  ==  —  /;^  — 


lit ., 


en  posant  p  =  —  et  admettant  que  0  s'annule  en  même  temps  que  Ç. 
Il  vient  donc 

j:=cos  — wSinC,     r—  —  sin— csinC,     s  —  cosC, 
équations  qui   déterminent  une  courbe  algébrique.  On  a  en  outre 


dQ=-^d^, 


par  suite 


^^  =  \/'+ ï^^"'^^^?  ^  V^'+Sv^'- ^^4^-„^*=°«'?^^^' 


d'où,  en  faisant  Ç  =  — h  H  et  supposant  que  l'arc  7  commence  au 
point  pour  lequel  Ç  =  -  ou  ^  =  o, 


ce  qui  fait  voir  que  l'arc  n  s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de 
deuxième  espèce  dont  le  module  est ^i:  ou  -77-^^-  Réciproquc- 

ment,  toute  fonction  elliptique  de  deuxième  espèce  dont  le  module 

sera  de  la  forme  -,.         >  p  étant  un   nombre  conimensurablc  quel- 

sli+p- 
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conque,  pourra  être  représentée  par  l'arc  d'une  des  courbes  algébri- 
quL's  dont  il  s'agit.  L'équation  ^  ;-  -  pÇ  montre  d  ailleurs  que  ces 
courbes  sont  telles  que  le  rayon  vecteur  Ç  de  chacun  de  leurs  points 
est  proportionnel  à  l'angle  polaire  correspondant  0. 

10.  Nous  signalerons,  à  cette  occasion,  une  autre  courbe  algébi  icpie 
à  double  coiubure,  dont  l'arc  indéfini  s'exprime  par  la  fonction  ellip- 
tique de  deuxième  espèce.  Prenons  les  trois  équations 

dx  =  kcospi^  siuÇc/^,     djr  —  A  sïopÇ  sin^r/^,     dz  —  h  cosÇf/Ç, 

où  h  et  A  ilésignent  deux  constantes  quelconques,  et  p  tui  nombre 
couunensurable.  En  intégrant  il  vient 

^^7-^-  =  -7-^ — tCos(o  — i)Ç ,- — ;—,  cos(o  H- j)Ç, 

Â-  l(p—l)  ^'^  •"  2(/7-»-l)  ^'^  '' 


r  —  r» 


i--  sin(/,  -  i)Ç  -  ^-  -•-  sin(/.  -h  i)Ç, 


A-  2;>  — i)        ^'^        ^^       n{p 

formules  qui  déterminent  une  courbe  algébrique  dont  les  divers  points 
répondent  aux  valeurs  attribuées  à  la  variable  indépendante  'Ç.  On  eu 
déduit 

/x  —  xA-        /y— ro\'_  I  1 1  ., 

ou  bien,  en  remplaçant  cos?.!^  par  i  -    a  sin*Ç  =  1  —  2  (— -/j- )  ' 

équation  d'un  ellipsoïde  de  révolution  ou  d'un  hypcrboloïde  de  révo- 
lution à  une  nappe,  selon  que  p  est  moindre  ou  plus  grand  que  l'u- 
nité. La  courbe  est  donc  située  sur  l'une  ou  l'autre  de  ces  surfaces.  Or 
on  trouve  pour  l'expression  de  ds- 


ds 


^=  (r-sin"-r    -  h^cos^OdC  ^  --■  h-"  (1  -  '^i/^in^Ç^  dÇ; 
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par  siiile 

s^.h  j  y  ï  -  '''^,  *'  siii^'  Ç  di;  ; 

co  qui  montre  que,  si  i ,  l'arc  iiKlt'fini  de  la  courbe  s'exprime  par 

une  fonction    elliptique   de  deuxième   espèce,  ayant  pour    module 

1 1 .   Un  second  cas  à  examiner  est  celui  où  l'on  poserait 

p   C0S2Ç 


/■         osinC 


«étant  une  constante  donnée.  On  a  alors   /  -s'xn'Cd'C  —  — sin^iT  i- C, 

J    r  ^      -  9.n 

par  suite 

sinA  =  -T^  (  — sinaC  -f-  C  )  • 

En  (aisanl  C       o,  on  a  simplement 

sinA  —  -  cosu,     (1  ou     tancA  =  -p-- 

«        "  "  v'n'  — cos'ç 

La  formule  (i3)  devient 

cos  ç  de, 


0-0. 


-/ 


sinÇ^/a' — cos'Ç 


sin'<  I  V'  —  " 

arcsni  -  . > 

sinÇ 


v/-  c^y  '"' 


et  l'on  en  déduit,  en  faisant  0„  =  o,  admettant  que  a  soit  moindre  que 
l'unité,  et  posant  \  '       '^'  ~  ^'i 

,.  .       a' 

a  0  =^  arcsui  .  - 1 

sint 

ou  bien 

.    y  a 

smc  —    .-  ,-• 

sinn  0 
Tome  XIX  (2"  série).  —  DKr.EMEBn  iSj/).  5o 
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Celte  expression  de  sin^  conduil  aux  suivantes  : 

i/sin'n'e  — «'>                .         fi'cosii'O         j^  a''coia'0<ia 

COsJ:  -      *        .  -  rr 1       COSA  — : r„>      "Ç  =  —  ,  .  -  ,  ,  » 

sin«'0  «sm«0  sin«'0  ^sinV/O  -  a" 

et,  en  les  substituant  clans  les  équations  (  i^ ),  on  obtient 

J  sina'flv'sin'fl'O  — a" 
,,    r  psinOf/O 

r  —  r-fl  =  ««  "  j -, '—— — —■> 

^  J  sina'6s/sin'a'6  —  a" 

,     r    prfO 
"  J   smrt'O 

Ce  sont  là  les  formules  qui  détermineront  la  courbe  cherchée,  après  y 
avoir  remplacé  fj  par  une  fonction  de  0  qu'on  se  donnera  à  volonté. 
Mais  ce  cjuc  nous  voulons  surtout  faire  remarquer,  c'est  que,  lorsque 
a'  est  une  fraction  comniensurable,  l'indicatrice  spliérique,  dont  l'é- 
quation est  s'm'C  =  -. — r:5  est  une  courbe  algébrique  dont  l'arc  indéfini 

s'exprime  par  la  fonction  elliptique  de  première  espèce. 

Chaque  point  M  de  cette  indicatrice  se  trouve  déterminé,  sur  la 
sphère  qui  la  contient,  par  son  rayon  vecteur  Ç  et  son  angle  polaire  d. 

Or,  pour  0  =  i,\e  rapport  -. — y-  devient  -. — ,,  quantité  plus  grande  que 

l'unité;  etpour6=;  — ;>  il  est  égal  à  a'  qui  est  moindre  que  l'unité. 

Donc  il  existe  une  valeur  de  0  comprise  entre  i  et  -^  et  que  je  nomme 

0,,  pour  laquelle  ce  rapport  sera  égal  à  l'unité,  et  puisquesinÇ  =  -. — y-, 

on  doit  rejeter  les  valeurs  de  ô  comprises  entre  zéro  et  0,,  mais  admettre 

celles  comprises  entre  0,  et  -^-  A  chacune  de  ces  dernières  valeurs  de 

Û  répondront  deux  valeurs  de  Ç  supplémentaires,  et  par  conséquent 
deux  points  de  l'indicatrice,  ce  qui  montre  que  cette  courbe  est  symé- 
trique par  rapport  au  grand  cercle  perpendiculaire  à  l'axe  des  z.  Soit  Ç„ 

un  arc  moindre  que-  et  tel  qu'on  ait  sinÇ^-     n' :  aux  valeurs  de  (/ 


PUHKS  V:V  AI>I'MQIJIŒ.S.  443 

comprises  crtlre  0,  ot  ^  -,  correspondront  tics  valeurs  de  Ç  comprises 
entre-  et  u„,  ou  bien  entre  "  cl  n  —  'C,,-  Oiianl  aux  valeurs  de  0  com- 
prises  entre  '^ ,  ei  -7  —  0,,  elles  redonneront  les  mêmes  valeurs  de  Ç; 
et  comme  iT  a  la  même  valeiu-  pour  0  —  -,  -t-  X  et  (/  ~  -,  —  X, 
il  s'ensuit  que  l'indicatrice  est  symétrique  par  rapport  au  grand  cercle 
passant  par  l'axe  des:,  que  détermine  la  valeur  0  —  ^ ,•  Cette  courbe 

est  entièrement  fermée,  et  elle  coupe  le  grand  cercle  perpendiculaire 
à   l'axe  des  z  en  deux   points  déterminés  par  les  valeurs  0  —  5,, 

0  =  -,  —  0,;  i\  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître  que  les  tangentes 

en  ces  deux  points  sont  perpendiculaires  au  plan  de  ce  cercle,  et 
qu'aux  deux  points  répondant  aux  valeurs  Ç  ^^  Ç^,  Ç  =^  ti  —  Ço  'ps  '^"" 
gentes  sont  |)aralléles  à  ce  même  plan.  On  verrait  encore  que  les  va- 
leurs de  0  supérieures  à  —  —  5,  donneraient  une  série  de  courbes  égales 

à  la  première,  mais  situées  différemment  sur  la  spbèrc  qui  les  contient; 
le  nombre  de  ces  courbes  serait  limité  si  a'  était  commensurable. 

Désignons  par  da  l'élément  de  l'indicatrice:  en  différentiant  l'équa- 
tion de  cette  courbe,  on  obtient 


sinÇ  v'sin'Ç  — o" 
valeur  qui,  substituée  dans  la  fornuile 


da  =  -^''^ 


donne 

d<s  = 

y/sin=!:-  a' 

Transtorraons  cette  expression  de  d<j  en  posant 

.    .  «' 

sui^  —  -    .  . _-  _    > 

ycos'ç  -h  rt"sin=ç 


56.. 
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et  remarquons  que  l'on  a  :  i"  f  -  -  o  pour  la  valeur  Ç  —  Ç„  qui  rend  siu 

égal  à  a';  a"  9  =  -  pour  Ç  --  -;  en  sorte  que,   si   'Ç  varie  do  Ç„  à  ^ 

<p  variera  de  o  à  - 


71 
2 

On  trouve 


COsÇ=   7=^^—^ »     vs»'>Ç  — «    =T=—      ,  ■ 

Vcos'y  +  a"sin'(p  Vcos'^p   :  «  'sm'(;i 

^    ,^            a'a' sins  coser/v  »v              aa' sinaf/o 

cosi:  aÇ  = ^'^ ^— -i  >  (tÇ,  —  -  ,-  - — ,,-■  r  ■' 

-     '        ,                 ,    .        T  cos'o  +  a"siii'ii> 

{cos'?-l- «''sm'y)'  ^                ^ 

par  suite  on  a,  pour  la  transformée  de  do, 

yi  —  a'sin'iy 

Il  vient  donc,  en  supposant  que  l'arc  g  soit  coniplé  à  partir  du  |)oiiii 
pour  lequel  9  —  0, 

ce  qui  montre  que  la  valeur  de  0,  au  facteur  a  prés,  est  égale  à  luie  fonc- 
tion elliptique  de  première  espèce,  dont  le  niodide  est  celte  même 
quantité  a.  Si  l'on  se  donne  réciproquement  une  fonction  elliptique  de 

première  espèce    /  ^  — -=■>  on  pourra  la  représenter  par  l'arc 

d'une  des  courbes  algébruiues  que  nous  considérons,  pourvu  que  le 

complément  du  module  a  soit  une  fraction  rationnelle    -)  ou  que  ce 

module  soit  de  la  forme  v/i  —  fi' 

Pour  démontrer  que,  dans  ce  cas,  les  courbes  sont  algébriques, 
posons  —  =  0'.  L'équation  d'une  quelconque  de  ces  courbes  devient 

sm&  =  ^,5     d  ou     cosO  =: .  „— ■ 

sin;  sidÇ 

Or  la  relation  ^'        0'  donne 
'/ 

Xang  pO  —  tang<y5 '; 


iHJHFs  Kl  Ai'i'i,iguÉr;s.  /i/i5 

et,  comme  p  et  r/  sont  tics  cnliiTs  positifs,  si  l'on  exprime  tang/>!/  i'X 
tangf/O'  CM  fonction  ralionnollc  de  langO,  tangi',  on  obtient  l'équation 

l>  lan-jO  —  ■'  -^'. '^L~ ■.  lanu'O  +.  .  . 

I .2. J 

1.2  1.2.3.4 

1.2  I    2.3.4 

où  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  deux  men)bres  sont  com- 
posés d'un  nombre  fini  de  termes.  Appelons  x',j\  z'  les  coordonnées 
rectilignes  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  il  vient 

x'=cos0sinÇ,    j'=  siniJ  sinÇ,     -  —  cosÇ, 
d'où 

tang(;  =  -,»     sinÇ  =  y'  —  2'-, 

Eu  lemplaçanl  tangO  et  tangC  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ./  ',  y\ 
z'  dans  la  relation  qui  lie  entre  elles  ces  deux  quantités,  et  remarquant 
que  a'q  =  /?,  on  obtient  l'équation 

_  f/^  —  ')(/^  —  2)    r'' 
1.2        x'' 


1  1.2.3 


V I  —  a''  —  z"         ,  _  9(9  — ') 


l'a 


=..'> 


En  y  joignant  l'équation  x'-  r-  j'-  ^-  z'-  —  i,  c'est-à-dire  celle  de  la 
spbère  sur  laquelle  la  courbe  est  située,  on  reconnaît  que  celte  courbe 
est  algébrique,  puisqu'elle  est  représentée  par  ces  deux  équations. 
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10.  Supposons  eiiGii  que  l'on  ait  ''  -  />•,  A"  (Muni  iiiic  consl;intc  quel- 
conque. 

On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  est  une  lirlice,  ainsi  que  l'a  ilé- 
montré,  le  prcuiier,  IM.  iîiTtrand  à  l'aide  d'ingriiieuses  considéraiions 
géométriques  {Journal  de  Mathématiques,  l'"  série,  t.  Xlll,  j).  423), 
et  l'on  connaît  aussi  les  démonstrations  analytiques  qu'en  ont  données 
ensuite  ÎSIM.  Seriet  et  Puiseux  [Journal  de  Mat/icinatiquex,  V  série, 
t.  XVI,  p.  r()!5  et  2o8j.  Or  on  peut  arriver  proniplcinenl  au  ménie  ré- 
sultat au  moyen  des  formules  (lo),  (i  i)  et  (la),  auxquelles  on  joindra 
la  suivante  : 

,    f..  dvosX  ^  .   f/sinA  ^  .    /p  •      .        .  ;-\ 

("5)        -;/ç-    -  -  tangA^^ç     ^  -  langA  \^'-  -  smAcolCj» 

qu'on  déduit  de  l'expression  de  '       -  donnée  par  l'équation  f  lo)  ;  et 

l'on  obtiendra,  en  outre,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  do  la 
courbe  en  fonction  de  Ç  par  de  simples  quadratures. 

D'abord  -  étant  constant,  l'équation  (ii)  donne 

(i6)  -  cosÇ -t- sinA  sinÇ  ~  C. 

Eu  second  lieu,  considérons  les  deux  quantités 

cos^  I  £sinÇ  —  cosÇsinAJ  -:-  ainO  cosA, 
sinS  (-sinÇ  —  cosÇ  sinA)  -    cosScosA. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  leurs  dérivées  par  rapport  à  Ç  sont 

nulles.  Eu  effet  :    i°  si  l'on   jirend  la  dérivée  de  la  première  quantité, 

f/sinA    /IcosA    eh  ,  ,  ,,  .     ,  ,       r 

en  mettant  pour  — .--  >  -  .,    »  -,-  leurs  valeurs  delermuices  par  les  tor- 

mules  (lo),  (i5j  et  (12),  savoir: 

-^ç-   =  :^    -  SU)  A  cote,     -^if.     =-  -  tangA(^i  -  suiAcoluj, 

tiO  tanpA 

rfÇ  siiiÇ    ■ 
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on  liouvc  |)(nii-  cette  dérivt'e 

.  „   "     -  shil,       cosc,  sm  a 

smÇ         \r  -  -  j 

-\-  cosO 


•     r  .  i   I P  ■      .  -X         rosO  sin  A 

siny  fangA  (-  -  -  smAcot^j  - 


^cosÇ   I   sinÇsiiiA      cosÇ  (  -  —  sin  A  col  Ç) 

>sO  sin  A 
sinS       ' 

2"  on  II  ouve  de  même  pour  la  dérivée  de  la  deuxième  quantité 

cosO  tangA  f  p    .    ^  '^    ■     a\ 

in5    -  cosÇ  4  sinÇ  siiiA  -   cosÇ  (  -  —  sinA  cotÇJ 

nO  sin 
sini: 


sinÇ 
sii 


/•  .  i    /  P  •      .  ■^\  sinO  sin  A 

-!- cos 6  tangA  (-— sui A  collai  ■ 


et  Ton  vérifie  que,  dans  ces  deux  résultats,  les  termes  se  détruisent 
inutuolloincnt.  Il  vient  donc,  en  désignant  par  C  et  C"  deux  nouvelles 
constantes, 


(17)  cosô  (- sinÇ    -  cosÇ  sin  A  )       sin5  cosA  -  -  C, 

(18)  sinô  (^sin^  —  cosÇ  sinA)    -  cosîcosA  =  C". 

On  remarquera  d'ailleurs  que,  si  l'on  ajoute  les  trois  équations  (16). 
(17)  et  (18),  après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  obtient 

(19)  C-hC"  h  C"--^.i  +  Ç^, 

ce  qui  montre  que,  des  trois  constantes  C,  C,  C",  deux  seulement 
restent  arbitraires. 

Cela  posé,  on  a,  en  désignant  par  a,  jS,  y  les  angles  que  fait  la  tan 
gente  de  la  courbe  avec  les  axes  coordonnés, 

cosa    =  cos9sinÇ,     cosfi  -~  sin(5  sin^,     cosy      cosÇ. 
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Si  l'on  mtilliplie  les  premiers  membres  des    équations  (i6),  (17)  et 
(^18)  rcspectivomeiil  par  cosÇ,  cosisinÇ,  s'mO  sin^,  et  qu'on  ajoiile  les 

produils,  on  trouve  pour  somme  -•  Donc  on  a  aussi 

C'cosa  -I-  C" cosfj    i  Ccosy  --  -» 

C'  '"" 

ou   bien,   en    posant   cn<ir/'  =  ^   cosfi' ~ 


cosy  :  -  — ^        ^^  )  et  ayant  égard  à  la  formule  (19), 


cos«  cosa'  4  coS|'i  cos/5'  -4-  cosy  cosy' 


v''-;: 


ce  qui  prouve  que  la  tangente  de  la  courbe  fait  un  angle  constant  avec 
la  direction  déterminée  par  les  trois  angles  a',  fj\  '/,  c'est-à-dire  que 
ocltc  courbe  est  une  hélice  qui  coupe,  sous  un  angle  constant,  les 
génératrices  d'un  cylindre  parallèle  à  cette  même  direction. 

Réciproquement,  si  la  courbe  est  une  hélice,  le  rapport  -  est  con- 
stant; car,  si  l'on  i)rend  l'axe  des  z  parallèle  aux  génératrices  du  cy- 
lindre sur  lequel  l'hélice  est  tracée,  l'angle  Ç  sera  constant,  et  l'on  aura 

</Ç  =  o;  par  suite  -  sera  aussi  constant,  puisque  l'équation  (7)  devient 
^  =  cot<:. 

r 

Cherchons  maintenant  les  équations  de  la  courbe  dans  l'hypothèse 
d'axes  rectangulaires  quelconques.  Si  l'on  multiplie  l'équation  (17 
par  cos5  et  l'équation  (18)  par  sini/,  puis  qu'on  ajoute  les  produits, 
on  obtient 

C'cosû  -h  C'sinô  —  -  sinÇ  —  cosCsinA, 

OU  bien,  en  mcltaut  pour  suiA  sa  valeur  donnée  par  la  l'urmule  (i  1). 
C  cosô  -+-  C" sinO  ^  -.-,  f  ^  -  C  cosÇ^  , 


PURES  ET  APIMJQIJÉES.  /i4ç, 

«'•quatioii  qui  drloriniiio  l'iingle  0  CM  fonction  de  '',.  Mais  il  vnnl  mieux 
se  servir  ries  expressions  siiivanles,  liiées  des  niènics  éqnalioiis  (17; 
et  (18), 

CM -^  sinÇ  —  cosITsinA)  —  C'cosA 

COsO  =  —~ 

cosÇsinA  I   -T- 1  (i^,-A 


sin5 


f-sinÇ —  cosÇsinA  j 

C  cosA  -1-  C"  (^  sinÇ  —  cosÇ  sIda) 
f-sinÇ  —  cosÇsinAj  +cos'A 


Si  l'on  met  pour  sin  A  et  cosA  leurs  valeurs,  on  trouve,  pour  le  déno- 
minateur commun, 


p    . 
-  sm 

r 


Ç  — cos^sinA)   +  cos^A 

=  ii^[(r-ccosç)Vsin=r-(c-^cos:)=] 

=  -^  (-  sin'Ç  -  C*  sin^C  +  sin='c'\ 


=   1  +  i^  -  C^ 


par  suite, 


C'(^  —  CcosU  —  C"i/sin^Ç—  (c-  -^  cosçV 
cos5sinÇ=  — 


C"+C" 


C"(^  — Ccosç)  +C'  1/ sin^ç—  (C—  ^  cosçV 
sin  5  sin  Ç ^ '- — ^,  _^  ^,„ 

Il  ne  reste  plus  qu'à  porter  dans  les  équations  (t4)  les  valeurs  de 

Tome  XIX  (a»  série).  —  Décembre  187/1.  '^7 
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cosA,  cosJsinÇ,  sinO  sinÇ,  ce  qui  donne 


(20) 


■X'      -^'o—        C"4-C"= 


r-)\,= 


Z'U  —  CcosU 


1  /sin'Ç—  (c—  -^  cosçV 

C"(^-Ccosi:'j 

t/sin'Ç—  (c—^  cosU 
f,  sinÇ  cosi:  r/Ç 


•] 


—  C"  \  p  sinÇf/Ç, 


■] 


C  IpsinÇr/Ç, 


sin'Ç- 


fc—  ^cosçj 


Dans  ces  formules,  -  devra  être  remplacé  par  A,  et  0  par  sa  valeiu- 

en  fonction  de  'Ç,  qui  est  censée  connue.  Elles  donnent  les  valeurs 
de  jc,  X,  z  en  fonction  de  Ç,  en  supposant  qu'on  ait  déterminé  les  inté- 
grales qui  y  sont  contenues;  par  où  l'on  voit  que  la  détermination  des 
équations  de  la  courbe  cherchée  est  ramenée  à  ne  dépendre  que  de 
simples  quadratures. 

Supposons  p  constant,  ce  qui  exige  que  r  le  soit  aussi,  puisque 

t  =  A-.  Prenons  pour  axe  des  jc  une  parallèle  aux  génératrices  du  cy- 
lindre sur  lequel  l'hélice  est  tracée  :  on  aura 


par  suite, 


cosa'=i,     cosj5'=o,     cosy' 
C'=l/i  +  ^,     C"=o,     G  =  o 


o, 


Les  expressions  de  x  —  x„,  J  — /o.  z  —  ^v  deviennent 

•^  ^  i   ,       ^ =  T^T-arcsinfC  cosÇ), 


y-  ro  =  çj  cosç, 


/sinÇcosÇrfÇ    _  p     / -^i 

v/.-C"cos'S~~C^^'~^ 


cos- 
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ci,  en   faisant  la  somme  des  carrés  des  deux  dernières  forinulis,  on 
obtient 

(j-Jo)^+(z-2o)'=|r' 

ce  qui  démontre  que  le  cylindre  dont  les  génératrices  sont  coupées  |);ii 
l'hélice  sous  un  an^le  constant  est  un  cylindre  de  révolution  dont  le  ra  von 

de   la  base   est  4-  ou  — - — ;•  C'est  M.  Puiseuxqui,  le  premier,  a  traité 

/••■ 
le  cas  où  les  rayons  des  deux  courbures  sont  constants,  et  a  lait  voir 
que   la  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  un   cylindre  de  révolution 
{Journal  de  Mathématiques,  V°  série,  t.  Vil,  p.  65). 

On  remarquera  encore  le  cas  particulier  où    r  —  •x,  ,  çi  étant  une 

fonction  quelconque  de  ^.  On  a  alors  -  =  o,  C"  -t-  C"  -H  C  -  =  i ,  et  les 
formules  (20)  deviennent 

ce        /"pcosÇsinÇrfi:  C"        T     .    .^  ,^ 

CC"        fpcosÇsinÇrfi;  C         C     ■     ^,' 


-/ 


p  cosÇsinÇf/i; 

y/sin'^ç  — C 


Or  ces  équations,  mulliphées  respectivement  par  C,  C",  C,  et  ajoutées 
ensuite,  conduisent  à  l'équation  d'un  plan,  savoir  : 

C'(.r  -  j:„)  4-  C"(j  -  jo)  +  C(z  -  5„)  =  o. 

On  vérifie  donc  que  la  courbe  est  plane  lorsque  le  rayon  de  torsion 
est  infini. 
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des  corps  solides,  et  principalement  sur  l'ho- 
mogénéité semi'polaire  ou  cylindri(|ue,  et  sur 
les  homogénéités  polaires  ou  spliericoniquc 
et  sphérique;  par  M.  de  SainC-f'enant 397 

Prix  proposé  par  l'Acadéraio  pontificale  des 
A'uovi  Lincei 35o 

Sur  les  fractions  continues  algébriques;  par 
M.  Tchébichef. 353 

Sur  les  deux  formes  x'-(-^'-i- 6;'-(- 6<' , 
2  x'  -(-  2.»  '  -+-  3  j'  -t-  3  f  ■  ;  par  M .  J.  Liouville .   SSg 

Sur  diverses  formes  facilement  applicables 
qu'on  peut  donner  aux  équations  fondamen- 
tales de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur; 
par  M.  R.  Clausius 36i 

Sur  l'existence  d'une  cause  nouvelle  ayant  une 
influence  sensible  sur  la  valeur  de  l'équation 
séculaire  de  la  Lune;  par  M.  Delaunaj- 40' 

Notes  sur  les  systèmes  de  courbes  et  de  surfaces, 
et  sur  certaines  formules  qui  s'y  rattachent  ; 
par  M .  E.  de  Jonquieres 4  '  2 


TOME  XI.  (Année  I86G.) 


Nombres  des  représentations  d'un  entier  quel- 
conque sous  la  forme  d'une  somme  de  dix 
carrés  ;  par  M .  7 .  Liouville 1 

Mémoire  sur  les  équations  de  degré  premier 
résolubles  algébriquement;  par  M.  Despej- 
rous 9 

Sur  les  deux  formes x'-t-2.r'-t-3jz-*-ï»*-l-'5«', 
2x'-*-2xr-4-3^'-)-3ï*-(-3«';  par  M.  /.  Liou- 
viUe 39 


Théorèmes  concernant  les  nombres  premiers 
contenus  dans  la  formule  4A'-«-5B',  en  y 
prenant  A  impair;  par  M.  J.  Liouville 4' 

Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  luniicrc;  p.ir 
M .  Emile  Mathieu 49 

Sur  les  deux  formes 

Sx'-t-f).)'  H-ioj'-j-io;/-*- 10/', 
2x'-)-  2X)  -t-3_)'  -^  i.îi'  -t-  ijr'  ; 


TAP.LES  DES  :\IATlEnE,S. 
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par  M.  J.  LionviUc io3 

Sur  In  ilL-riiriimtiuii  des  surfaces;  pur  M.  Ca- 
nulle  Jordan I  o5 

Dos  coiUiiurs  tracés  sur  los  surfaces;  pur  M.  Ca- 
mille  Jordan I  I  o 

Sur  les  lieux  lormes  .l'+jj'-f-j.)  i-t-ji'-j-Or', 
.l'-i- ■j.>'-(-3j'-»- 3r';  pur  M.  J.  Liouville...    i3i 

Kuncrailles  do  M.  Bour.  Discours  do  MM.  ttif- 
fault  et  Conrnot 1 33 

Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe;  par  M.  Dieu 137 

Démonstrations  de  (|uol(|ues  tliéoromcs  concer- 
nant la  résolution  on  nombres  entiers  do 
réi[uation  j' —  N  1  '  ^  —  i  ;  par  M.  Casimir 
Rlchaud 

Notes  sur  quelques  sommations  de  cubes;  par 
M.  An^elo  Genocchi 

Les  nombres  premiers  do  100  000  001  il 
10000169Ç).  (Extrait  il'uno  Lettre  adressée 
il  M.  Liottville  par  "W.  H^'illlam  Diwis.) 

Sur  les  formes  quadratiques  iiropremoul  pri- 
mitives, dont  le  déterminant  changé  de  si- 
gne est  >  0  et  ;s  3  ( mod.  8 )  ;  par  M.  J.  Lioii- 
ville 

Transformation  par  polaires  réciproques  des 
propriétés  relatives  aux  rayons  de  courbure; 
par  M .  Mannheim 

Sur  la  forme  a'-i-3,)'-j-  «;'-(-  iat';  par  M.  /. 
Liouville 

Rapport  fait  à  rAcadémic  des  Sciences  sur  un 
Mémoire  de  M.  C.  Jordan,  intitule  :  Recher- 
ches sur  les  polyèdres  ;  par  !\I.  Bertrand. . .  . 


..(5 

'77 

188 

193 
i\  I 


l'a 

l'Atrail  d'une  Lettre  adressée  ii  M.  Heige  par 
M .  y .  I.iouville 

l'.ipérionccK  diverses  sur  Ici  ondes  on  mer  ei 
dan»  les  canaux,  etc.,  applications  divene»  ii 
l'élude  de»  travaux  murilimoi,  etc.  ;  jiar 
M .  Analule  de  Caligny 

Rapport  verbal  fuit  il  l'Acadéniic  des  Sciences 
s'ir  un  ouvni(;o  imprimé  do  M.  Cialdi,  inti- 
tubî  :  Sul  inoUo  ondoso  del  mare  c  ru  le 
corre/iti  di  esso,  ecc.  ;  [inr  M .  de  Tesian 

Sur  le  déplacement  d'un  corps  solide;  nouvelle 
mctbodc  pour  déterminer  les  nornialos  aux 
liljnes  ou  surfaces  décrites  pondant  ce  dépla- 
cement; ]iar  M.  Mannheim 

Sur  les  deux  formes  s  .l'-t-  3»  =-)-  /J  z'-i-  ff  zt  H- .}  t*, 
x'-t-  o^'-+-fir«-j_G(';  par  M.  J.  Liouville.. 

Mouvclles  machines  pour  les  épuisements  ;  par 
M.  Anatole  de  Calignj 

Note  sur  la  surface  do  l'onde;  par  M.  Emile 
Mathieu 

Mémoire  sur  la  réflexion  et  la  réfraction  de  la 
lumière  ;  par  M.  Charles  Briot 

Extrait  dune  Lettre  adressée  ii  M.  Liouville  par 
M.  Besge 

De  la  courbe  qui  est  il  elle-même  sa  propre 
podaire;  par  M.  J.-N.  Ilalon  de  la  Goupil- 
lière 

Sur  une  nouvelle  Géométrie  de  l'espace;  par 
M.  /.  Pliicker 

Expériences  et  considérations  tliéori(ïues  sur 
un  nouveau  système  d'écluses  de  navigation  ; 
par  M.  Anatole  de  Caliî^nr 


(M 

111 

.73 
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403 


TOME  XII.  (Année  1867.) 


Sur  la  propagation  et  la  polarisation  de  la  lu- 
mière dans  les  cristaux  ;  par  M.  Emile  Sar- 
rau          I 

Sur  la  forme  à  cinq  indéterminées 

J-,  .r,  -I-  X,  J,  -h  X,  J,  -t-  JT,  -r,  ; 

par  M.  J.  Liouville 47 

Expériences  et  considérations  théoriques  sur 
une  nouvelle  pompe  coni(iue  sans  piston  ni 
soupape,  dont  le  moteur  agit  de  bas  en  haut; 

par  ;\1.  Anatole  de  Calignj 4;) 

De  l'eriot  des  attractions  locales  sur  les  longi- 
tudes et  les  azimuts  ;  applications  d'un  nou- 
veau  théorème  à   l'étude  de  la  figure   do    la 

Terre  ;  par  M.  l'von  f'illarceau 65 

Sur  les  fonctions  de  Sturni  ;  par  M.Ph.  Gilbert.     87 
Sur  la  fonction   numérique  qui  exprime,  pour 
un  déterminant  négatif  donné,  le  nombre  des 


classes  de  formes  quadratiques  dont  un  au 
moins  des  cooflicients  extrêmes  est  impair; 
par  M.  /.  Liouville 98 

Question  de  Mathématiques  proposée  comme 
sujet  de  prix  par  la  Société  royale  danoise 
dos  Sciences i  o4 

Lettre  i»  IL  Liouville  sur  la  résolution  algé- 
brique des  équations;  par  M.  Camille  Jor~ 
dan I  o5 

Mémoire  sur  la  résolution  algébrique  des  iSqua- 
tions  ;  par  M.  Camille  Jordan 109 

Considérations  h  l'appui  de  la  découverte  de 
Laplaoe  sur  la  loi  de  probabilité  dans  la  mé- 
thode dos  moindres  carrés;  par  M.  lUenarmé.   1Ô8 

Dos  valeurs  moyennes;  par  M.  P.-L.  de  Tché- 
bichef.  (Traduction  du  russe,  par  M.  N.  de 
Khanikof.) , 177 

Mémoire  sur  la  réflexion  et  la  réfraction  cris- 


>'< 
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tallincÂ ;  par  M.  Char/es  Uriot i85 

\oU'  de  M.  de  Cafif^in  sur  un  moyen  irévilcr 
rohrillatiuii  on  retour  dans  une  île  ses  ma- 
ehiiicâ  hydraulique»,  sans  que  l'on  soit  obligé 
d'aujjincnUT  la  {irufoiideur  des  fondations, 
ni  dVni])li>)er  des  soupapes  ou  autres  obtu- 
rateurs };ardant  l'eau  dans  deux  sens  opposés 

allernaliveinent 'îOj 

Principes  de  plusieurs  systèmes  de  pompes  h 
colonnes    liquides   oscillantes  et   à   flotteur; 

par  "SX.  Anatole  de  Calignr 909 

Principes  d'une  nouvelle  turbine  cl  de  plu- 
ftieurs  roues    hydrauliques  à    lames  liquides 


oscillaiitofl,  suivis  de  recherches  historiques 
et  critiques  sur  des  sujets  nnalo(;ues;  par 
M .  Anatole  de  Calt^nj- 31^ 

Mémoire  sur  le  choc  lon|;ltudioul  de  deux 
barri's  éla>liques  de  (grosseurs  et  rie  matières 
semblables  ou  dilTerentes,  et  sur  la  propor- 
tion de  leur  force  vive  qui  est  perdue  pour 
la  translation  ultérieure;  et  (jéntrulement 
sur  le  mouvement  li»n|;itudinal  d'un  système 
de  deux  ou  plusieurs  prismes  élastiques;  par 
M.  de  Saint-f'enant 'iZ') 

Mémoire  sur  la  thcorio  des  résidus  biquadra- 
tiqucs ;  par  M.  Emile  3taihieu 877 


TOME  XIII.  (Annke  1HG8.) 


Elirait  d'uni-  Leltrc  adressée  h  M.  Besge;  par 
M .  J.  Liouville I 

Priiuipos  d'uiu'  iiouvollf  tiiibinc  à  double  cou- 
riiiine  mobile  et  il  lames  liquides  oseillantes; 
cunsidcrations  nouvelles  sur  les  roues  verti- 
cales à  aubes  courbes;  par  M.  Anatole  de 
Caligny 5 

Des  maxima  et  mimnia  des  sommes  composées 
de  valeurs  d'une  fonction  entière  et  de  ses 
dérivées;  par  M.  P.  Tchébychef.  (Traduction 
du  russ',  par  M.  -V.  de  K/ia/iiAo/.) 9 

Mémoire  sur  une  machine  soufllante,  compre- 
nant un  travail  inédit  sur  le  même  sujet;  par 
M .  Anatuic  de  Calignjr /|  3 

Sur  la  propagation  et  la  polarisation  de  ïa  lu- 
mière dans  les  cristaux;  par  M.  Emile  Sar^ 
rau.  (Second  Mémoire.) Sg 

Sur  la  résolution  algébrique  des  équations  pri- 
mitives de  degré/)'  (/)  étant  premier  impair); 
par  M.  Camille  Jordan 111 

Kitrait  d'une  Lettre  adressée  il  M.  Lioiiville; 
par  .M .  Anatole  de  Caligny 1 3G 

Mémoire  sur  le  mouvement  vibratoire  d'une 
membrane  de  forme  elliptique;  par  M.  Emile 
Mathieu 1 3j 

Théorème  sur  le  tautocbronismc  des  épiey- 
cloides  quand  on  a  égard  au  frottement;  par 
M .  Uaton  de  la  Goupillière 30.^ 


Mémoire  sur  les  ondes  dans  les  milieux  iso- 
trope» déformés;  par  M.  Itoussinesij 309 

Formules  de  l'élasticité  des  corps  amorphes 
que  des  compressions  permanentes  et  inépaleB 
ont  rendus  hétérotropes;  par  M.  de  Saint- 
Venant a^* 

Exposition,  d'après  les  principes  de  Jaeot>i,  de 
la  méthode  suivie  par  M.  Delaunay  dans  sa 
Théorie  du  mouvement  de  la  l.une  autour 
de  la  Terre;  extension  de  la  méthode;  par 
M.  F.  Tisserand î5j 

Sur  les  vibrations  intérieures  des  molécules; 
par  M.  Charles  Briot 3o4 

Théorie  nouvelle  des  ondes  lumineuses  ;  par 
M.  lioussinesq 3 1 3 

Étude  sur  les  vibrations  rectilignes  et  sur  la 
diffraction,  dans  les  milieux  isotropes  et  dans 
l'éther  des  cristaux  ;  par  M.  Boussinesq 34o 

Note  sur  l'application  de  la  théorie  du  mouve- 
ment varié  des  liquides  imparfaits  il  l'étude 
des  tremblements  de  terre;  par  M.  Anatole 
de  Calignj' Sjî 

Mémoire  sur  l'intluenee  des  frottements  dans 
les  mouvements  réguliers  des  fluides;  par 
!M .  Boussinesq 3^7 

.\ddition  au  Mémoire  intitulé  :  «  Théorie  nou- 
velle des  ondes  lumineuses  >;  par  M.  Bous- 
sinesq   4'^ 


TOME  XiV.  [Année  1869.) 


Extrait  d'une  Lottrc  adresscG  à  M.  Brsge;  par 
M .  J.  Liouville i 

Théorème  concernant  les  nombres  entiers 
i^  5(mod.  la);  par  M.  /.  Liouville 7 


Mémoire  sur  les  lignes  spiriqaes;  par  M.  de  la 
Gournerie 9 

Mémoire  sur  le  mouvement  de  la  température 
dans    le    corps    renferme    cotre  deux  cylin- 
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dros  rircnlairoR  cxconlrîqitcs  ot  tlans  des  cy- 
liiidios  li'niiiisrnliiiiic»;  [ini'  M.  r.iiiile  Ma- 
thieu       65 

Mémoires  sur  les  lignes  spiriqtics  ;  par  M.  de  la 
l'wounieric.  (Sditn.) lo.'i 

Tlu'oromcs  sur  li's  éqiititioiis  al|;i'bric|UC8;  par 
M .  Ctiinillf  Jordan 1 3y 

Sur  IViiiiatiuii  aux  viiigl-scpl  druitos  dos  sur- 
faci's  (lu  troisième  dogru  ;  par  M.  Camille 
Jortlttn I  .^1^ 

Sur  uni*  propriété  des  systéiuc-s  ({ui  ont  un  plau 
iuvarial)!*' ;  par  M.  R.  liadait 1G7 

Mélliiulc  de  (laucliy  pour  l'inversion  ilc  l'inté- 
grale elliptii|Ut'  ;  par  M.   Didon a3o 

Sur  le  mouvement  vibratoire  des  plaques;  par 
M .  Emile  Mathieu î.^  I 

Mouveau  théorème  eonoernant  la  fonction  nu- 
mérique l'{h)  ;  par  M.  J.  Liomille 2C0 

Remarque  au  sujet  de  la  fonction  Ç,(n)  qui 
exprime  la  somme  des  diviseurs  de  n;  par 
M.  J.  Liomille 263 

Élude  sur  les  surfaces  isothermes  et  sur  les 
Courants  de  chaleur,  dans  les  milieux  homo- 
gènes chaulTes  en  un  de  leurs  points;  par 
M .  /.  Boussinest] 365 

lixtrait  d'une  Lettre  :idressée  il  M.  Besge ;  par 
M.  J.  Liouville 29S 

Théorème  concernant  la  l'onclion  numérique 
Pi(")  ■>  P""'  ^'-  ■'•  l'iou^'ill'' 3o2 

Notes  sur  le  Pr<d)Ièmc  des  trois  Corps  ;  par 
M.  .4.  Jfeiler 3o5 

Rapport  il  l'Académie  des  Sciences  sur  une 
Oommunieulion  de  M.  f'allès,  faite  le  21  dé- 
cembre 1SG8,  sous  ce  litre  ;  Expériences  faites 


à  Vrcluse  de  rAubois,  pour  déterminer  l'ef- 
fet utile  de  I  'af>pareit  à  l'aide  dut/uel  ,1/.  di* 
(jiligny  diminue  dans  une  proportion  consi- 
dérable la  consommation  d'eau  dans  les  ca- 
naux de  navigation  ;  par  MM.  Comtes,  l'Iiil- 
lipSf  de  Saint-l'enant  rapporteur 33 1 

Note  sur  les  moyens  de  rendre  nutomatiquc  le 
système  d'écluses  de  navigation  décrit  t.  XI, 
2"  série,  p.  i/|5,  rédigée  il  l'occasion  du 
Rapport  précédent;  par  M.  Anatole  de  Ca- 
ligny 33î 

Note  sur  un  appareil  h  faire  des  épuiflcmenlA 
au  moyen  (h-s  vagues  de  la  mer;  par  M.  Ana- 
tôle  de  Calign^Y 33*1 

Sur  la  forme  ternaire  jr' -t-  'j.)'-(-  32*;  par  M.  /. 
Liouville 359 

Mémoire  sur  les  bases  de  la  théorie  du  régime 
uniforme  des  courants  liquides;  par  M.  /*. 
Doileau 36 1 

Mémoire  sur  lïquation  aux  différences  par- 
tielles du  quatrième  ordre  A  Au  =  0  et  sur 
l'équilibre  d'élasticité  d'un  corps  solide;  par 
M.  Emile  Mathieu 378 

Note  sur  des  appareils  hydrauliques  fonction- 
nant au  moyen  de  l'aspiration  résultant  du 
mouvemeul  acquis  d'une  colonne  liquide  : 
addition  à  un  Mémoire  publié  dans  le  tome  XI 
de  ce  Journal  en  1866,  p.  283;  par  M.  Ana- 
tole de  Calignj- ^22 

Note  sur  les  points  multiples  des  courbes 
planes  ;  par  M.  de  la  Cournerie \i^ 

Note  sur  un  appareil  propre  il  élever  l'eau  au 
moyeu  des  vagues  de  la  mer  et  des  grands 
lacs;  par  M.  Anatole  de  Caligny !{!>h 


TOME  XV.  (Année  1870.) 


?(otc  sur  los  siufjulariu's  clcvccs  dos  courbes 
planes  (seconde  Partie);  par  M.  de  la  Gour- 
nerie i 

Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Besge;  par 
M.  /.  Liouville 7 

Mémoire  sur  l'accclération  sc<'ulaire  du  mou- 
vement de  la  Lune;  par  M.  /'.   Puisetu: . . . .       9 

Sur  la  généralisation  du  premier  et  du  second 
potentiel  ;  par  M.  Emile  Mathieu 117 

Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  f',-j4.  Le 
lîesgue ;  par  M.  /.  Liouville l33 

Étude  sur  la  mécanique  des  atonies;  par  M.  Fe- 
Hx  Lucas 1 37 

Sur  un  problème  de  Géométrie  relatif  aux 
courbes  gauches  du  quatrième  ordre;  par 
M,  Laguerre 193 


Sur  la  décomposition  d'un  nombre  entier  en 
une  somme  de  deux  cubes  rationnels;  par 
le  P.  Pépin -i  1 7 

Rapport  fait  à  l'Académie  des  Sciences  sur  un 
Mémoire  de  M.  Maurice  Levy,  présenté  le 
3  juin  1867,  reproduit  le  21  juin  1869  et  in- 
titule :  Essai  sur  une  théorie  rationnelle  de 
Véquilihre  des  terres  fraîchement  remuées,  et 
sur  ses  applications  au  calcul  de  la  stabilité 
des  murs  de  soutènement  ;  par  MM.  Combes, 
Serrctf  Bonnet,  Phillips,  de  Saint'f'enant 
rapporteur 337 

Sur  une  détermination  rationnelle,  par  approxi- 
mation, de  la  poussée  qu'exercent  les  terres 
dépourvues  de  cohésion,  contre  un  mur  ayant 
une  inclinaison  quelconque  ;  par  M.  de  Saint 
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l'asc* 
f'fnanc q5o 

Note  sur  les  quaJricuspîdak's;  par  M.  tie  la 
GournerU • aC.j 

liiU'|;ratioii  do  IVquation  «lilTi'rontiolIc  rjui  prut 
ilonnor  uiu;  druxirnie  approximation,  dans 
lo  calcul  rationnel  tU*  la  poussée  exercoe  con- 
tre un  mur  par  des  terres  dépourvues  de  co- 
hésion ;  par  >l.  J.  Boussinesq 267 

Kecherche  d'une  deuxième  approximation  dans 
le    calcul    rattounci    de   la    poussée   exercée 


ra^oi. 
contre  un  mur  dont  la  fiice  postérieure  u  une 
inclinaison  f|ueleon(iue,  par  des  terres  non 
cohérentes  dont  la  surface  supérieure  s'élève 
en  un  talus  plan  <|uelron(|ue  ù  partir  du  haut 
de  cette  face  du  mur;  par  M.r/e*S«//ir-^>/ifl/ir.   371 

Mémoire  sur  le  déplacement  des  ligures;  par 
M.  Charles  Srisse a8i 

Étude  sur  le  mouvement  des  meules  horizon- 
tales de  moulins  h  Idé,  et  méthodes  pour  les 
équilibrer;  par  M,  y%'on  Fillarceau 3i5 


TO.ME  XVL  (Annkic  1871.) 


Mémoire  sur  la  rcsolulion  des  c(|uations  al(;i— 
briques  les  IIDCS  par  les  autres;  par  M.  Ca- 
miUe  Jordan i 
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rt'e  des  ondes  et  des  remous  <fui  se  propagent  le 
long  d'un  canal  rectangulaire ^  etc.;  t.  WMI, 

P-  '(7- 

—  Uecherches  sur   les  principes  de   la  Mécanique, 

sur  la  conslilulioii  moléculaire  de»  corps  et 
sur  une  nouvelle  théorie  des  ga/.  |>arfail8; 
t,  XVIII,  p.  3o:.. 

—  Note  complénientuire  au  Mémoire  précédent.  — 

Sur  les  principes  de  la  théorie  des  ondes  lu- 
mineuses, qui  résulte  des  idées  exposée»  au 
§  VI;  t.  XVIII,  p.  3()i. 
BKASSINMi.  —  Des  termes  qui  complètent  la  for- 
mule générale  de  lu  Mécanique  analytique  dans 
le  cas  du  frottement;  t.  II,  p.  i'|5. 

—  Nouvelle  inétlnide   pour  ilémontrer    l'existence 

du   système    conjugué   rectangulaire   dans    les 
surfaces  de  second  ordre;  t.  111,  p.  u3(i. 
liRVVAIS.  —  Note  de  dioplrique;  t.  I,  p.  i^.^. 

—  Résumé  succinct  des  formules  de  (Jauss  sur  la 

théorie  des  luneltes.  et  leur  ap|>lication  il  la 
démonstration  des  propriétés  de  l'unneau  ocu- 
laire; t.  I,  p.  6i. 
BRETON  {lie  Champ).  —  Observations  sur  le  Mé- 
moire de  M.  Ilouscl,  intitulé  :  Les  Porismrs 
d'EuclitIc;  t.  Il,  p.  i85. 

—  Deuxième  suppléineiit  aux  Recherches  nouvelles 

sur  les  Porismcs  irEiicliile.  Examen  et  réfuta- 
tion de  rinler|)rélalion  donnée  par  M.  Vincent 
(!es  textes  de  Pappus  et  de  Proclus  relalifs  aux 
Porisinos;  1.  III,  p.  Sg. 

—  Questions    des  porisnies   (Extrait  d'une   Lettre 

adressée  à  M.  Liouville);  t.  IV,  p.   1,03. 
BUIOT.  —  Mémoire  sur  la  réflexion  et  la  réfr.ic- 
tion  de  la  lumière;  I.  XI,  p.  Soli. 

—  Mémoire  sur  la  réflexion  et  la  réfraction  cristal- 

lines; t.  XII,  p.  iS5. 

—  Sur   les  vibrations  intérieures   des    molécules; 

I.  XIll.  p.  3o'|. 
BKISSE  (Cu.iiiLts).  —  Mémoire  sur  le  deplacemeiil' 
des  ligures;  t.  XV,  p.  aMi. 

—  Sur  le  déplacement  fini  quelcoiuiue  d'une  figure 

de  forme  invariable;  t.  XIX,  p.  221. 


r.  M.IONV  (A.  de).  —  Expériences  sur  une  machine 
hydraulique  h  tube  oscillant  et  sur  des  effets 
lie  succion  il  contre-courant,  etc.;  t.  \'II, 
]>.  169. 

—  Expériences  diverses  sur  los  ondes  en  mer  et 
dans  les  canaux,  etc.,  applications  diverses  !i 


l'étude  des  travaux  maritimes,  etc.;  1.  XI,  p.  tsj. 
C.ALIGNY  (A.  dk).  —  Nouvelles  machines  pour  les 

épuisements;  t.  XI,  )>.  'iS3. 
—  Expériences  et  considérations  théorique»  sur  un 

nouveau  système  d'écluses  de  navigation  ;  t.  XI, 

p.  90.',. 
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Il  SI. 

(;ALI0NY'  (a.  dk).  —  Expéri(iiicr>s  ni  conHidrrulioiis 
tliùoriqiiCB  Biir  une  noiivoIW^  p<>in|)c  C()i)ii[iio 
smis  piston  ni  sonpnpc,  donl  K^  niuteur  agit 
de   lins  on   Imut;  t.  XII,  p.  /(ij. 

—  Mole    sur   un    moyen    d'cvilor    l'oscilhilion    en 

l'otour  dan»  une  de  ses  nuieliines  hydrauliques, 
sans  que  l'on  soit  oliliuù  d'iiu(;menter  la  pro- 
l'ondeui'  des  l'ondulions,  ni  d'employor  des 
soupapes  ou  autres  obturateurs  (jardant  l'eau 
dans  dcu.\  sens  opposés  alternativement  ;  t.  XII, 
p.  ioj. 

—  Principes  de  plusieurs  systèmes  de  pompes  à  co- 

lonnes liquides  oscillantes  cl  il  flotteur;  t.  Xll, 
p.  aog. 

—  Principes  d'une  nouvelle  turbine  et  de  plusieurs 

roiu's  hydrauliques  il  lames  liquides  oscillantes, 
suivies  de  Keeherehes  historiques  et  critiques 
sur  des  sujets  analogues;  t.  XII,  p.  217. 

—  Principes  dune  nouvelle  turbine  ii  double  cou- 

ronne mobile  et  a  lames  liquides  oscillantes; 
Considérations  nouvelles  sur  les  roues  verti- 
cales à  aubes  courbes;  t.  XIlï,  p.  5. 

—  Mémoire  sur  une  m.ichine  souillante,  compre- 

nant un  travail  inédit  sur  le  même  sujet  ;  t.  XIII, 
p.  .'|3. 

—  Extrait   d'une    Lettre  .idrcssée  il  M.   Liouville; 

t.  Xlll,  p.  i3G. 

—  Motc  sur  l'application  de  la  théorie  du  niouve- 

nunt  varié  des  liquides  imparfaits  ;i  l'élude  des 
tremblements  de  terre;  t.  XIII,  p.  .3;l>. 

—  Note  sur   les  moyens  de  rendre  automatique  le 

système  d'écluses  de  n.ivigation  décrit  t.  XI, 
p.  ii'p,  rédigée  il  l'occasion  du  Rapport  inséré 
t.  XIV,  p.  3a  1;  t.  XtV,  p.  33>. 

—  iSote  sur  un  appareil  ii  faire  des  épuisements 

au  moyen  des  vagues  de  la  mer;  l.  XIV, 
p.  339. 

—  Note  sur   des  appareils  hydrauliques  fonciion- 

nant  au  moyen  de  l'aspiration  résultant  du 
mouvement  acquis  d'une  colonne  li(|uide  :  a<l- 
dition  il  un  Mémoire  publié  dans  le  tome  XI, 
p.  2S3;  t.  XIV,  p.  /|22. 

—  INote  sur  un  appareil  propre  il  élever  l'eau  an 

moyen  des  vagues  de  la  mer  et  des  grands  lacs; 
1.  XIV,  p.  /|35. 
CAQLE.  —  Ulétliode  nouvelle  pour  l'intégration 
des  équations  difTérentielles  linéaires  ne  con- 
tenant qu'une  variable  indépendante;  t.  IX, 
p.  i83. 


Cni.F.V.  —  Sur  l'intégrale 


/ 


I.  Il,  p.  '17. 

—  Note  sur  les  fonctinnu  al  (.r),  etc.  de  M.  VVeier- 

strnss;  I.  VII,  p.   137. 
CilA.SLKS.  —  Propriété»  des  rourben  ii  double  cour- 
bure du  troisième  ordre;  t.  Il,  p.  3^7. 

—  Uésumé  d'une  théorie  des  coniques   sphériqueii 

honiol'ocales  et  des  surfaces  du  second  ordre 
homofocales;  t.  V,  p.  ffib. 

—  Détermination    immédiate,    par  le   principe   de 

correspondance,  du  nombre  de  prtints  d'inter- 
sectitm  de  deux  courbes  d'ordre  (|uelconque, 
qui  se  trouvent  il  dislance  finie;  t.  XVIII,  p.  305. 

—  Note  relative  il  la  iléterniination  du  niinibre  des 

points  d'intersection  de  deux  courbes  d'ordre 
quelconque,  qui  se  trouvent  il  ilistxince  Onîe; 
1.  XVIII,  p.  213. 
CI.Al.'SIL'S.  —  Sur  la  démonstration  de  l'équation 

d\       d\        d/.  ,       , 

-; — I- j — (-  -7-  =  —  ^~^"„; 
dx        nv        dz  ^        »" 

t.  III,  p.  57. 

—  Sur  l'application   du  théorème  de  l'équivalence 

des  transformations  au  travail  intérieur  (tra- 
duit par  M.  Marc  Diifrainc);  t..  VU,  p.  209. 

—  Sur  diverses  formes  facilement  applicables  qu'on 

peut  donner  aux  équations  fondamentales  de  lu 
Théorie  mécanique  de  la  chaleur;  t.  X,  p.  3Gi. 

—  Sur  un  nouveau  principe  de    iMécaiiique  relatif 

!lux  mouvements  stationnaires;  t.  XI,X,  p.  193. 

CLEliSCH.  —  Sur  la  surface  qui  coupe  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  algébriques 
données  dans  les  points  de  contact  des  plans 
osculateurs  stationnaires;  t.  VIII,  p.  39-. 

C.OCKLE.  —  Note  sur  les  fonctions  de  quatre  et 
cinq  lettres;  t.  I,  p.  .383. 

COPENHAGUE  (.SocitTÉ  hoyale  de}.  —  Question  de 
Mathématiques  proposée  comme  sujet  de  prix 
par  ladite  Société;  t.  XII,  p.   io.'|. 

CdCRNOT.  —  Discours  prononcé  aux  funérailles 
de  M.  Bour;  t.  XI,  p.  i33. 

Cl  UTIS.  —  Sur  la  surface  engendrée  par  les  nor- 
males principales  d'une  courbe  il  double  cour- 
bure; t.  I,  p.  a-!3. 

—  Sur  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure  prin- 

eipiiux  d'une  surface  courbe;  t.  III,  p.  ^g. 


D 


DARBOUX  {G.).  —  Sur  la  résolution  de  l'équation 

du  quatrième  degré;  t.  XVIII,  p,  230. 
—  Sur  l'intégration  de   l'éqiuition   ^f' -4- «[»'=:  f/i' 


et  de  quelques  équations  analogues;  t.   XVIII. 
p.  33G. 
DARBOrX.  —  Sur  les  s"  ries  dont  le  terme  général 
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dopoiid  Je  Jeux  aiiglos  et  qui  sorvoiil  il  exprimer 

Jes  roucliiins  arbitraires  entre  Jes  limites  Jon- 

iiées;  I.  XIX,  p.  i. 
DVKUOUX  (G.)-  ~  Mémoire  sur    la   théorie   algé- 

lirii|ue  Jes  forces  qu!iili'atii|ues-,  t.  XIX,  p- 3/17. 
I)liLAL■^W.  —  Nouvelle  théorie  Ju  inouveineiit  île 

la  I.uiie;  t.  III,  p.  210. 

—  Sur   l'existeucc  d'une  cause  nouvelle  ayant  une 

iniluence  sensible  sur  lu  valeur  Je  réi|ualion 
séculaire  de  la  Lune-,  t.  X,  p.  /|0i. 

—  Discours  prononcé  aux  luiiérailles  de  M.  E*  Lnit- 

gier;  t.  XVII,  p.  33i. 
nESPli\  ROLS.  —  Sur  les  fonctions  elliptiques  (Note 
rédigée  par  M.  Stiirm  J'apr.  s   un  Ménïoire  de 
M.  Despcjruiis);  l.  I,  p.  a3l. 

—  Mémoire   sur  la  théorie  générale  «les   |)ermuta- 

tions;  t.  VI,  p.  ;'|17. 

—  Sur   la   détermination   des    nombres  Je  valeurs 


que  prennent  les  fonctions  par  les  permutation!! 
des  lettres  qu'elles  renfennent;  t.  X,  p.  55. 
DESI'E\  KOI  S.  —  Classilirations  des  permutations 
d'un  nombre  quelconque  de  lettres  en  groupes 
de  pormutalions  hnèparabhs ;  t.  X,  p.   177. 

—  Mémoire  sur  les  équations  de  degré  prenïier  ré- 

solubles algébriquement;  t.  XI,  p.  9. 

DIDON.  —  Méthode  de  ('auehy  pour  l'inversion  de 
l'inlégrale  elliptique;  t.  XIV,  p.  o3o. 

DIEU.  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  au- 
tour d'un  point  lixe;  t.  XI,  p.   137. 

—  Mouvement   d'un  point   matériel  sur  une    ligne 

lixe,  eu  égard  au  frottement;  t.  XVIII,  ji.  1. 
DUHAMEL.   —    Du    frottement    considéré    comme 

cause  de  mouvements  vibratoires;  t.  I,  p.  ii!\. 
DU  VIS  (AV.).  —  Les  nondires  premiers  de  inooooooi 

h  lonooiGgg    (extrait  d'une  Lettre  adressée    ii 

M.  Lioiivillc);  t.  XI,  p.   188. 


F.WE.  —  Discours  prononcé  aux  funérailles  de  M.  £. 
Laiigicr;  t.  XVII,  p.  SaS. 


F.\YE.    —    Discours    prononce   aux   funérailles    de 
M.  Delaimo)-;  t.  XVII.  p.  3.'|8. 


GAUSS.    —   Recherches    diopiriquis    (traduit    par 

M.  yl.  Bravais);  t.  I,  p.  9. 
GEÎNOCCIII  (A.).  —  Note  sur  quelques  sommations 

de  cubes;  t.  XI,  p.    177. 
(III.KERT   (Pu.).  —  Sur   les    fonctions   de  Slurm  ; 

t.  XII,  p.  87. 
GOURNERIE  (oe  la).  —  .Noie  sur   la   eourburc  de 

la  section    faite   dans  une  surface  par  un  plan 

tangent;  t.  III,  p.  73. 

—  ÎNotc  sur  la  stirface  engendrée  par  la  révolution 

d'une  conique  autour  (l'une  droite  située  d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace;  t.  VIII, 
p.  33. 

—  Lettre   sur   les  passages  de  son  Traité  de  Géo- 

métrie descriptive  qui  peuvent  le  plus  intéres- 
ser les  gcométrcs,  adressée  ii  M.  Liouville  ;  t.  X, 
p.  ',01. 

—  Note  sur  la  surface  enveloppe  des  positions  d'une 

surface  du  second  ordre  qui  tourne  autour 
d'une  droite;  t.  X,  p.  33. 


GOL'RNERIE  (de  la).  —    Mémoire   sur   les    ligues 
spiriques;  t.  XIV,  p.  9. 

—  Mémoire  sur  les  lignes  spiriques  (suite);  I.  Xl\  , 

p.  io3. 

—  Note  sur  les  points  multiples  des  courbes  planes; 

t.  XIV,  p.  /|25. 

—  Noie   sur   les   singularités   élevées   des  courbes 

planes  (secondi-  partie);  t.  XV,  p.  1. 

—  ÎSote  sur  les  quadricuspidales;  t.  XV,  p.  2G/|. 

—  Mémoire  sur  l'enseignement  des  arts  graphiques; 

t.  XIX,  p.  ii3. 
GRAINDOROE  (J.).  —  Note  sur  l'intégration  d'une 
certaine  classe    d'équations  aux  «lérivées    par- 
tielles du  second  ordre;  t.  XVII,  p.  .^26. 

—  Sur   la   sommation    de    quelques  séries,  .et   sur 

quelques  intégrales  déHiiies  nouvelles;  t.  XN'III. 
p.  ijg. 
Gl  lltl'UT  (Ad.).  —  Propriétés  relatives  il  des  nom- 
bres premiers;  t.  VII,  p.  .'|i4. 


H 


IIANSEN.  —  Tables  de  la  Lune  construites  d'après 
le  principe  newtonien  de  la  gravitation  univer- 
selle; t.  m,  p.  209. 

HA'rOX  DE  LA  GOLPILI.IÈRE.  —  Des  centres  de 
courbure  successifs;  t.  IV,  p.  |83. 


IIATON    DE   LA    GOUPILLifeRE.  —  De   la  courbe 
qui  est  il  elle-même  sa  propre  podairi';  t.  XI, 

p.  ;(,9. 

— '  Thc'ort'inc  sur  lo  tauloclironismt*  drs  l'picycloïdos 
quand  on  a  é(;ard  au  rrotti'iuent;  t.  XIU,  p.  30.^. 


TAliLES  DliS  MVTiKllliS. 
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llKUMirii.  —  Sur  (|ncl<|ii<'s  roi-niuli-H  rrlativcH  ù  lu 
Iraiisl'orinatioii  dos  IViiKliDiis  cIliptiiiucH;  I.  III, 
p.  îG. 

—  Sur  la  théorie  des  formes  ctihiquos  ù  trois  itiili'-- 

tcrininros  ;  t.  III,  j).  37. 

—  Sur  la  tlu'orie  dos   loiictioiiH  elliptiques   cl   ses 

!i|ipli(-ali()iis  il  l'Arilliniétique  (Li'ttre  adressée  ù 
M.  Lii.uville);  t,  VII,  p,  a5. 

—  Sur  les  llièorènu's  de  M.  Kroiiocker  relatifs  niix 

formes  quadratiques;   t.  I\,  p.  \f\ô. 

—  Romarcpii'  sur  le  dévuloppeuient   de    cosnmx; 

1. 1\,  p.  789. 


MM. 

IIKKMIIK.  —  Sur  r|iic-tqii(<it  forimiloH  ri'lulivi-ii  nii 

iiiodiilc  (liiiiH  In  tliiiiirii^    ili'H    riini-tiiiiiH  i-llipti. 

(|ii('ii',  I.  IX,  |>.  3i3. 
IIIKST.  —  Sur  II'  piiliMitii-l  il'unc  courho  iiilliiiinciil 

iiiiiicc  coinprliin  rnlrc  deux  parabuloïdcH  i'lli|>- 

liipKs;  1.  Il,  p.  385. 

—  NolP  «ur  Hiin  proprii'lé  d'un  Byktèmc  do  courlu» 

piano»;  t.  Il,  p.  Jyj. 
IIOL'SKL.  —  Les   Porisnii's  d'Kiiclidi';  I.  I,  p.  igS. 

—  I.i'»  coniques  d'Apolluniuii;  t.  III,  p.  i5J. 

—  Surface»  de  révoliitiun  du   second   degré;  t.   V. 

p.  129. 


J.VMIN.  —  Discours  prononcé  aux  funérailles  do 
M.  Duhamel;  t.  XVII,  p.  32:^. 

JONQUIÈRES  (de).  —  Modo  do  construction  et  de 
description  de  la  courbe  du  quatrième  ordre 
déterminée  par  quatorze  points;  t.  I,  p.  .'|il. 

—  Note  sur  la  Géométrie  organique  de  Maclaurîn, 

contenant  diverses  applications  des  théories  de 
la  Géométrie  moderne;  t.  II,  p.  i53. 

—  Mémoire   sur  la   théorie   des   pôles  et  jiolaires 

dans  les  courbes  d'ordre  quelconque,  particu- 
lièrement dans  les  courbes  du  troisième  et  du 
quatrième  ordre,  comprenant  diverses  applica- 
tions de  celte  théorie;  t.  II,  p.  5^9. 

—  Noie  relative  au  §  XX  du  .Mi-nioire  qui  précède. 

Deuxième  mode  de  description  de  la  courbe  du 
qualriènie  ordre  déterminée  par  quatorze  points; 
t.  II,  p.  2C7. 

—  Note  sur  un  problème  de  Géométrie  il  trois  di- 

mensions; l.  III,  p.  ,53. 

—  Note  sur  le  nombre  des  coniques  qui  sont  dé- 

terminées par  eîn<i  conditions,  lorsque,  parmi 
ces  conditions,  il  existe  des  normales  données. 
—  Construction  de  ces  coni(iues.  —  Théorèmes 
relatifs  aux  contacts  d'une  série  de  coniques  et 
d'un  faisceau  de  droites;  t.  IV,  p.  .I9. 

—  Solution    de   deux  problèmes   de   Géométrie  h 

trois  dimensions;  t.  IV,  p.  81. 

—  llit'orèmes  généraux  concernant  les  courbes  géo- 

métriques planes  d'un  onlre  quelconque;  t.  VI, 
p.  I |3. 

—  Étude  sur  les  singularités  des  surfaces  algébri- 

ques; t.  Vil,  p.  '(og. 

—  ÎN'ote  au  sujet  d'un  article  publié  t.  VI,  p.  Ii3; 

t.  Vlll,  p.  71. 

—  Note  sur  les  systèmes  de  courbes  et  de  surfaces, 

et  sur  certaines  formules  qui  s'y  rattachent; 
t.  X,  p.  412. 


JORDAN.  —  Sur  la  déformation  des  surfaces;  t.  XI. 
p.  io5. 

—  Des    contours    tracés    sur   les   surfaces;   t.    XI, 

p.  110. 

—  Lettre  à  M.  Liouville  sur  la  résolution  algébrique 

des  équations;  I.  XII,  p.   io5. 

—  Mémoire  sur  la  résolution  algébrique  des  équa- 

tions; t.  XII,  p.  109. 
— •  Sur  la  résolution  algébrique  des  équations  pri- 
njitives  de  degré  /r  (p  étant  premier  impair); 
t.  XIII,  p.  m. 

—  Théorèmes  sur  les  équations  algébriques  ;  t.  XIV, 

p.  139. 

—  Sur  l'équation   aux  vingt-sept  droites  des  sur- 

faces du  troisième  degré;  t.  XIV,  p.   i.'(7. 

—  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  algé- 

briques les  unes  par  les  autres;  t.  XVI,  p.  1. 

—  Théorèmes  sur  les   groupes  primitifs;  t.  XVI, 

p.  383. 

— ■  Recherches  sur  les  substitutions  ;  t.  XVll  . 
p.  35i. 

— ■  Sur  la  forme  canonique  dos  congruences  du  se- 
cond degré  et  le  nombre  de  leurs  solutions; 
t.  XVII,  p.  3G8. 

—  Mémoire    sur    les    formes    bilinéaircs;    t.    XIX. 

p.  35. 

—  Mémoire  sur  la  réduction  el  la  transformation 

des  systèmes  quatlratiques;  t.  XIX,  p.  397. 
JOURDAIN'.    —    Méthode    pour    la   résolution    des 

équations  littérales   du  troisième  et   du   qu.i- 

trième  degré;  t.  IV,  p.  205. 
JUI.LIEN.  —  Mémoire  sur  le  mouvement  de  la  Terre 

autour  de  son  centre  de  gravité;  t.  I,  p.  jj^b. 
JURIEN  DE  LA  GRAVIÈRE.  —  Discours  prononcé 

aux    funérailles   de    M.  E,    l.augier ;    t.    XVll, 

p.  335. 
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kR(>>ECKF.R.  —  Sur  quolqurs  fonctions  synu'lri- 
ques  ol  sur  li'S  nonibros  Ji'  lliTnoulli;  I.  I, 
p.  385. 

—  Sur  une  furmulc  de  Gauss;  t.  I,  p.  Sga. 

-  Démonstration  d'un  llicorèmc  du  hiiniiui'r;  t.  1, 
p.  39G. 

—  Démonstration  de  l'irréductibilité  de  l'équation 

a"  — '-+- .i"-'-*-. . .-(- I  =  o,  où  n  désigne   un 
nombre  premier;  t.  I,  p.  39g. 


KKONKCKF.K.  —  Sur  les  fonctions  olliptiqurs  et 
sur  la  théorie  des  nombres;  t.  111.  p.  u65. 

—  S»ir  le  ni>mbre  des  élusses  difiereiites  tie  furnie^ 
quadratiques  à  ilelerniinunls  négatifs  ^Iraduc- 
tioii  de  M.  J/uucl);  t.  V,  p.  381). 

M  MMliU.  —  Sur  les  diviseurs  de  certaines  forme» 
de  nombres  t|ui  résultent  de  la  théorie  de  la 
division  du  cercle  (traduction  de  M.  Iluiicl); 
t.  V,  p.  3C9. 


I.AGtERRE. —  Sur  un  problème  de  Géométrie  re- 

lalif  aux  courbes  gauches  du  quatrième  ordre; 

t.  XV,  p.   193. 
—  Mémoire  de  Géométrie  analytique;  t.  XVII.  p.  i. 
LAM.IRLE.  —  Note  sur  une  classe   particulière  de 

surfaces  i>  aire  minima  ;  I.  IV,  p.  3/11. 
I.  VMÉ  (G.).  —  Sur  les  surfaces  isothermes  parai. o- 

loidales;  t.  XIX,  p.  307. 
I..\IJRENT  (H.).  —  Sur  un  théorème  de  Puismii; 

t.  XVII,  p.  4«. 
I.E  HESGL'E.  —  Sur  l'intégrale 


X' 


■f 


■"--M  T^:)' 


où  a  <  1;  t.  I,  p.  377. 

—  Sur  la  réduction  des  formes  quadratiques  déli- 

nies  positives  il  coelTicients  réels  quelcoii(|ues. 
Démonstration  du  théorème  de  Seeber  sur  les 
réduites  des  formes  ternaires;  t.  I,  p.  l\Ol. 

-  -  Démonstration   de  ce   théorème  :  Tout  nombre 

impair  est  la  somme  de  quatre  carrés  dont  <leu\ 
sont  égaux;  t.  Il,  p.   \!\<). 

-  Note   sur    la   résolution   de  l'équation    du  ijua- 

trième  degré  par  les  fonctions  elliptiipies  ;  1. 111, 
p.  391. 
Démonstration  de  l'irréductibilité  de  réi|uatii>M 
aux  racines  pi-imitivrs  de  l'unité;  t.  \\\  p.  loS. 

-  ^omb^e  de  solutions  d'une  congruence  du  pre- 

mier degré  h  plusieurs  inconnues;  t.  IV,  p.  36G. 
-  Extrait   d'une    Lettre   adressée    ii    M.   l.icnnille, 

t.  Vil.  p.  \\-. 
l.EJECNE-DIRir.lII.ET.    -  Sur   une    propriété   des 

formes  quadrati<ineH  à  déterminant  positif;  t.  I, 

p.  -fi. 
Sur  un  théorème  relatif  aux  séries;  t.  I,  p.  80. 
Sur   l'équation   «'-H  ii'-f- e'-H  «<'=  .'|;n  (extrait 

d'une    lettre  adressée   à    M.    Liouvillc);    t.    I. 

p.  210. 


LEJEUNE-DIRICIII.ET.  —  Sur  la  détermination  dis 
valeurs  moyennes  dans  la  théorie  des  nombres 
(traduit  par  M.  /.  Hoiicl);  t.  I,  p.  353. 
-  .Sur  un  problème  relatif  à   la  division    (.traduit 
par  M.  J.  Ilouel);  t.  I,  p.  371. 

—  Sur  une  nouvelle  formule  pour  la  détermination 

de  la  densité  d'une  couche  sphèiique  iidiuimenl 
mince,  quand  la  valeur  du  |iotentiel  de  celt<' 
couche  est  donnée  en  chaque  point  de  la  sur- 
face (traduit  par  M.  J.  Ilouel);  t.  Il,  p.  57. 

—  Éloge  de  Charles-Gustavc-Jacob  Jacobi  (traduit 

par  .M.  J.  Uuiiel);  t.  Il,  p.  217. 

—  Démonstration  nouvelle  d'une  priiposilion  rela- 

tive il  la  théorie  des  formes  quadratiques;  t.  Il, 
p.  273. 
Simplification  de  la  théorie  des  formes  binaires 
du  second  de;jre  à  déterminant  positif  (traduit 
par  M.  /.  Jluiiel);  t.  II,  p.  353. 

-  Addition  à  ce  Mémoire;  t.  II,  p.  373. 

-  Extrait   d'une  Lettre   adressée  à   M.   I.iouvillr; 

t.  Il,  p.  375. 

-  Sur  la  réduction  des  formes  quadratiques  posi- 

tives   à    trois    indéterminées    entières;    t.    IV. 
p.  309. 
Sur  la  possibilité  de  la  décomposition  des  nom- 
bres en  trois  carrés  (traduit  par  M.  /.  Hoiicl); 
t.  IV,  p.  a33. 

-  Sur   le   caractère    biquadratiquc  du   nombre  3; 

extrait  d'une   Lettre  adressée  il  M.  Stern  (tra- 
duction tle  M.  Uoîiei);  t.  IV,  p.  3^7. 
De  la  composition   des  formes  binaires  du  se- 
cond degré;  t.  IV.  p.  389. 

-  Sur  la  pi'emière  démonstration  donnée  par  Gauss 

de  la  loi  de  réciprocité  dans  la  théorie  des  ré- 
sidus quadratiques  (traduction  de  M.  Hoiiel); 
t.  IV.  p.  /|0i. 
--  Démonstration    d'un    théorème    d'Abel  :    t     \ll, 
p.  l53. 


TAni.F.S  DFS   MATIKHES. 


a5 


MM. 

I.EVV  (Madhice).  —  Extrait  du  Mrmoirc  sur  Ifs 
vquntiuns  générales  dp»  moiivcnipiits  intérieur» 
des  eorps  solides  ductiles  au  delà  des  limites  où 
l'élasticité  pciurr-nit  les  ramener  à  letir  premier 
état,  présenté  le  io  juin  1S70;  t.  Wl,  p.  3G9. 

—  Sur   une  théorie    ratiunnelle  de  l'éiiuililire  des 

terres  fralcln'inent  remuées  et  ses  applicalionb 
au  calcul  de  la  stabilité  des  murs  de  soutène- 
ment; t.  XVIII,  p.  a'il. 

LIOUVILI.K   (J.).    —  AVEIITISSEMUNT,    I.    I,   p.   V. 

—  Sur  deux  Mémoires  de  Poisson;  1.  I,  p.  I. 

—  -  Sur  des  questions  de  minimum  ;  t.  I,  p.  7. 

—  Détermination  des  valeurs  d'une   classe  remar- 

quable d'intégrales  définies  multiples,  et  dé- 
monstration nouvelle  d'une  célèbre  formule  de 
Gauss  concernant  les  fonctions  gamma  de  Le- 
gcndre;  t.  I,  p.  82. 

—  Extension  d'un  théorème  de  Calcul  intégral  ;  t.  I, 

p.  190. 

—  Sur  la  représentation  des  nombres  par  la  l'orme 

quadrati(iue  x'-haj'-h  bz^-i-abt';t.\,  yi.  i3o. 

—  Mémoire  sur  un  cas  particulier  du  Problème  des 

trois  corps;  t.  I,  p.  î.'|8. 

—  5Iémoire  sur  la  réduction  de  classes  très-éten- 

dues d'intégrales  multiples;  t.  I,  p.  aSg. 

—  Note  sur  une  équation  aux  différences  finies  par- 

tielles; t.  I,  p.  295. 

—  Expression  remarquable  de  la  quantité  qui,  dans 

le  mouvement  d'un  système  de  points  maté- 
riels h  liaisons  quelconques,  est  un  minimum 
en  vertu  du  iirincipe  de  la  moindre  action  ;  t.  I, 

P-  397- 

—  Sur  la  théorie  gémrale  des  é(iuations  différen- 

tielles; t.  I,  p.  3/|5. 

—  Sur  les  sommes  de  diviseurs  des  nond)rcs;  I.  1, 

p.  349. 

—  Sur  l'équation   i.2.3...(/)  —  i)  +  1  =p''\  t.  I, 

p.  33i. 


Sur  I 


intégrale      I      — -:   t.   I, 

Jo      [a-t-bt-cl'f*' 
p.  421. 
—  Démonstration  nouvelle  d'une  formuledeM. Wil- 
liam Thomson;  t.  I,  p.  445- 


— — -^,;  t.  II, 


Sur   ri 


-  Théorème  concernant  les  sommes  île  diviseurs 
des  nombres;  t.  II,  p.  56. 

—  Sur  l'expression  f{n),  qui  marque  combien  la 

suite  1,2,  3,...,  «  contient  de  nombres  pre- 
miers à  n;  t.  II,  p.  110. 

—  Sur   quelques    fonctions   numériipies   (premier 

article);  t.  II,  p.   i4'- 

—  Sur  un  théorème  de  M.  Dirichlet;  t.  II,  p.  184. 

—  Sur  quelques  fonctions  numériques  (deuxième 

article);  t.  II,  p.  24^- 


I.IOL'VIIXE  (J.).  —  Sur  le  produit 

m{m  -^  \){m -k- 1). .  .(m -\- n  —  \); 

t.  II,  p.  277. 

"  jf-'(i  -xY-'<Ijc 


Sur  riiité(p'ale  défi 


Jo     (l-t-\ 


;)v+^f 


t.  II,  p.  379. 

Sur  la  fonction  E(j-)  qui  marque  le  nombre 
entier  contenu  dansjr;  t.  Il,  p.  280. 

Sur  la  décomposition  d'un  nombre  en  un  pro- 
duit de  deux  sommes  de  carré»;  t.  II,  p.  351. 

Sur  quelques  fonctions  numérique»  (troisième 
article);  t.  II,  p.  377. 

—  Généralisation  d'un  théorème  de  l'arithmétique 

indienne;  t.  Il,  p.  SgS. 

—  Sur  une  relation    entre   deux   fonctions   numi- 

riques;  t.  Il,  p.  4o8. 

-  Démonstration  du  théorème  énoncé  dan»  1  ar- 

ticle précédent;  t.  il,  p.  4"9- 

-  Sur  un   point  de   la  théorie  des  équation»  bi- 

nômes; t.  Il,  p.  f\\'i- 

-  Note  il  l'occasion  d'un  Mémoire  dcBouniakowsky; 

t.  II,  p.  424. 

-  Sur  quelques  fonctions  numériques  (quatrième 

article);  t.  Il,  p.  f^1b. 
'  Sur  quelques  séries  et  produits  infinis  ;  t.  Il,  p.  433. 

—  Développements  sur  un  chapitre  de  la  Mécanique 

de  Poisson  ;  t.  111,  p.  1. 

-  Généralisation    d'une   formule    concernant    les 

sommes    des    puissances    des    diviseurs    d'un 
nombre;  t.  III,  p.  63. 

—  -  Sur  un  problème  de  Mécanique;  t.  III,  p.  69. 
Démonstration  d'un  théorème  sur  les  nombres 

premiers  de  la  forme  8/n-t-3;  t.  III,  p.  84. 

-  Sur  quelques    formules   générales  qui   peuvent 
être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (premier 

article);  t.  111,  p.  i43. 

Sur  quelques   formules    générales   qui    peuvent 

être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres^deuxièmc 
article);  t.  111,  p.  igS. 
Sur  quelques   formules  générales  qui   peuvent 
être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (Iroi- 
sième  article);  t.  III,  p.  201. 

Sur   quelques   formules   générales  qui  peuvent 

être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (qua- 
trième article);  t.  III,  p.  24 '• 
-  Sur  quelques  formules  générales  qui  peuvent 
être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (cin- 
quième articltt);  t.  III,  p.  273. 
--  Sur  quelques  formules  générales  qui  peuvent 
être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (sixième 
article);  t.  111,  p.  325. 

-  Note  sur  une  question  de  théorie  des  nombres; 

t.  m,  p.  357. 

-  Sur  quelques   formules  générales   qui   peuvent 

être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (septième 
article);  t.  IV,  p.  1. 

-  Sur  la  forme  j'-i- .>*-+-  5(:'-l-r');  t.  IV,  p.  47. 
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I.IOI'VII.LE  (}■).  —  Sur  qui'liiiics  formulos  çiné- 
lales  qui  pouvi-iil  i'Irr  utili'8  dans  la  Oiforic 
dos  nomliro»  (liuilirnu-  arliclo);  I.  IV,  p.  73. 

—  Sur   ijuclqufs    fiiiniulrs    ci'norali'S  qui   pouvont 

ttrc  utiles  dans  la  tlicoric  des  nombres  (neu- 
ïii'nio  nrlicli')  ;  t.  IV,  p.  111. 

—  Sur  une  intégrale  délinie  niuUiple;  t.  IV,  p.  i5.>. 

—  Sur   (pielques    formules   générales  qui    peuvent 

i^lre  utiles  dans  la  tliéoric  des  nonilires  (diiiémc 
article);  t.  IV,  p.  igS. 

-  Théorème  aritlunêtique;  t.  IV,  p.  271. 

Sur  quelques  formules  générales  qui  peuvent 
itrc  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (on- 
zième article);  t.  IV,  p.  jSi. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

la  forme  a.'|ju-(-7;  t.  IV,  p.  399. 

—  Sur  quelques    formules    générales   qui   peuvent 

(Mrc  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (dou- 
zième article);  t.  V,  p.   1. 

—  Théorème   concernant   le  double    d'un    nombre 

premier  contenu  dans  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formes  linéaires  i6*-H7,  16* -I-  1 1;  t.  V,  p.  io3. 

—  Sur  le    double  d'un    nombre  premier   i) /j -t- 1  ; 

t.  V,  p.  119. 

—  Note  à  l'occasion   d'un   théorème  de   M.    Kro- 

ncckcr;  t.  V,  p.   127. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

la  forme  i/fk  -(- 1 1  ;  t.  V,  p.  139. 

—  Théorème    concernant    la    fonction    numérique 

relative  au  nombre  des  représentations  d'un 
entier  sous  la  forme  d'une  somme  de  trois 
carrés;  t.  V,  p.  i.'(i. 

—  Nombre    des    représentations    du    double    d'un 

entier  impair  sous  la  forme  d'une  somme  de 
douze  carres;  t.  V,  p.  i^S- 

-  Sur  la  forme  -r'-t- .»'-+- 3(i'-t- f');  t.  V,  p.  147. 

—  Addition  à   la  Note  au   sujet  d'un  théorème  de 

M.  Kroneckcr  insérée  t.  V,  p.  137;  t.  V,  p.  3G7. 

—  Sur  la  forme  jt'h-^ '4- 2  (:'-(-(')  ;  t.  V,  p.  269. 

—  Égalités  entre  des  sommes  qui  dé])endent  de  la 

fonction  numérique  E(x);  t.  V,  p.  987. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

la  forme  8/X-+-5;  t.  V,  p.  3oo. 

—  Sur  les  nombres  premiers  de  la  forme  16^-1-7; 

t.  V,  p.  3oi. 

—  Sur  le  produit  de  deux  nombres  premiers,  l'un 

de  la  forme  8X-I-3  et  l'autre  de  la  forme 
8* -+-5;  t.  V,  p.  3o3. 

—  Sur  la  forme  x'-i- .)'-+-  .'((z'-l-  t');  t.  V,  p.  3o5. 

—  Nouveau  théorème  concernant  les  nombres  pre- 

miers de  la  forme  2^  *  -h  1 1  ;  t.  V,  p.  309. 
Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 
la  forme  2.'|*-h  19;  t.  V,  p.  3i  1. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes  .^o/< -(-  1  >, 
4o/i-t-i9;  t.  V,  p.  387. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

la  forme  !,Oit  +  'j;  t.  V,  p.  389. 


LIOL'VII.LE  (J.)-  —  Tbéiirènie  concernant  les  nom- 
bres premiers  de  la  forme  ,\ou-t-ji;  t.  V, 
p.  391. 

—  Addition  k  la  Note  sur  certaines  égalités  entre 

des  sommes  (]ui  dépendent  de  la  fonction  nu- 
mérique E(»),  insérée  t.  V,  p.  387;  t.  V,  p.  /p5. 

—  Théorème    concernant    le    triple    d'un    nombre 

premier  de  la  forme  8^-f-3;  t.  V,  p.  /|75. 

—  Théorèmes  concernant  le  qua<lruple  d'un  nom- 

bre premier  conh'nu  dans  l'une  ou  dans  l'autre 
des  deux  formes  S/t-t-  3,  S/t  +  i;  t.  VI,  p.   1. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

la  forme  i6*-t-i3;  t.  VI,  p.  7. 

—  -  Tliéorèmes  concernant  le  double  d'un  nombre 

premier  de  la  forme  16^-4-7;  t.  VI,  p.  38. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

la  forme  8/ji-l-i  ;  t.  VI,  p.  3|. 

—  Nouveau  théorème  concernant  les  nombres  pre- 

miers de  la  forme  8^-hi  ;  t.  VI,  p.  'j'>. 

—  -  Théorèmes  concernant  le  quadruple  d'un  nom- 

bre premier  de  la  forme  ilk-t-i;  t.  VI,  p.  93. 

—  Théorènïes  concernant  respectivement  les  nom- 

bres premiers  de  la  forme  i6A-f-3  et  les  nom- 
bres premiers  de    la   forme  i6*-t-ii;    t.   VI, 

P-  97- 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

la  forme  a^A-l-iS;  t.  VI,  p.  101. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  do 

la  forme  24*"*"'  !  '•  ^l>  P'  '<>■'• 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

la  forme  /|0/i  -t-  3;  t.  VI,  p.  io5. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

la  forme  4o/i  -t-  37  ;  t.  VI,  p.  107. 

-  Tliéorèmes  concernant  le  quintuple  d'un  nom- 

bre premier  de  l'une  ou  de   l'autre  des  deux 
formes  40.U-I-7,  4o/'-)-23;  t.  VI,  p.   109. 

—  Sur    la    forme    j:'-)- 3_v'-t- 4î'-t- i2f':    1.    M, 

p.  i33. 

—  Théorèmes  concernant  le  quintuple  d'un  nombre 

premier  de  la  forme  2(A-HI7;  t.  VI,   p.   147. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  de 

l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes  |30A  -h  61, 
i3oA-(-io9;  t.  VI,  p.   i5o. 

—  Théorème  concernant  le  produit  de  deux  nom- 

bres premiers  égaux  ou   inégaux   de  la  forme 
8/i-i-3;  t.  VI,  p.  i85. 

—  Théorème  concernant  le  produit  de  deux  nom- 

bres premiers,  l'un  de  la  fornie  8^  -Hi,  l'autre 
de  la  forme  8y  -t-  3  ;  t.  VI,  p.  187. 

-  Théorème  concernant  le  produit  de  deux  nom- 

bres  premiers  égaux  ou   inégaux   de  la  forme 
34/i-(-5;  t.  VI,  p.   189. 
-—  Théorème  concernant  le  produit  de  deux  nom- 
bres premiers  égaux   ou    inégaux  de  la  forme 
l'i/i-h-j;  t.  VI,  p.   191. 

—  Théorème  concernant  le  produit  de  deux  nom- 

bres   premiers,    l'un    de   la    forme    4" M"*"'' 
l'autre  delà  forme  4o>-h7;  t.  VI,  p.  193. 
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I.IOUVILLE  (J.).  —  Tlnjorimc  conccrnanl  k'  |mi)- 
iluil  (II!  ili'UX  iKiiiiliicB  premiers,  l'un  il<-'  lu 
turiiK' l'io/i-t- 7,  l'aulro  de  lu  lormc  /(0»-t-ï7; 
t.  VI,  1».  195. 

--  'riiéorèine  concernant  le  pruilnil  tle  deiiv  nom- 
lires  |iremiers  ,  l'un  île  la  forme  /lOiJi-i-'S, 
l'autre  de  la  forme  /|0y-+-  a3  ;  t.  VI,  p.  197. 

—  Thétirènie  concernant  le  produit  tle  deux  nom- 

bres premiers,  l'un  de  la  forme  /jo^-H^S, 
l'autre  de  la  forme  i'|"»-t-  37;  t.  VI,  p.  199. 

—  -  Théorème  concernant  le  produit  de  deux  nom- 

bres premiers  é[;aux  ou  iné|;aux  de  la  forme 
i20/i-t-  3i  ;  t.  VI,  p.  201. 
-  Théorème  concernant  le  jiroduit  de  <leux  nom- 
bres premiers  é(;aux  ou  inè^jaux  de  lu  forme 
HO//  -t-  79;  t.  VI,  p.  'jo.'!. 
— ■  Théorème  concernant  le  produit  tle  tleux  nom- 
bres premiers,  l'un  de  la  forme  iao/z-i-3i, 
l'autre  de  la  forme  i20/«-(-79;  t.  VI,  p.  îoâ. 

—  Théorème  concernant  le  produit  d'un   nombre 

premier  S/i  -h  3  par  le  carre  d'un  nombre  pre- 
mier 8y-+-7  (extrait  d'une  Lettre  adressée  à 
M.  Besi;e);  t.  VI,  p.  207. 

—  Rcmartiues   nouvelles   concernant   les   nombres 

premiers  de  la  forme  2.^jit-i-7;  t.  VI,  p-  21g. 

—  Sur  les  deux  Jormes  quadratiques 

t.   VI,    p.   225. 

—  Sur   un   certain  genre   de    décompositions  d'un 

entier  en  sommes  de  carrés;  t.  VI,  p.  233. 

—  Sur  la  formeX'+V-f-Z'+8T';  t.  VI,  p.  Sq^. 

—  Nouveaux    théorèmes   concernant  les    fonctions 

N(n,  [>,  (j)  et  d'autres  fonctions  qui  s'y  ratta- 
chent; 1.  VI,  p.  3G;). 

—  Sur  la  forme  a:' -t-  2j'-hiiz'-+-Sc';  t.  VI,  p.  ((Og. 

—  Sur     les     deux     formes     X'-t- Y'-f-Z'-H  4T' , 

x'-i-4VH-4Z'-t-4T';  t.  VI,  p.  440. 

—  Sur   la  forme    X'-+- 2  V-(- aZ'-i- 4T";    t.    VII, 

p.  I. 

—  Sur  la  formeX'-(-8(Y'H-Z'4-T');  t.  VII,  p.  5. 

—  Sur  la  forme  X'+  4  Y«-t-  /|Z'-f-  8T';  t.  Vil,  p.  9. 

—  Sur   la   forme   X'-i- 8Y'h- 8Z'-+-i6T';  t.   VII, 

p.  i3. 

—  Nouveau  théorème  concernant  les  nombres  pre- 

miers de  la  forme  iGg^-f-ii  ;  t.  Vil,  p.  17. 

—  Nouveau  théorème  concernant  les  nombres  pre- 

miers de  la  forme  8  ^u -H  i  ;  t.  Vil,  p.  19. 

—  Théorème  concernant  le  produit  de  deux  nom- 

bres premiers   inégaux  de   la   forme  8  /a  -+-  3  ; 
t.  VII,  p.  21. 

—  Théorème    concernant    la   quatrième   iiuissance 

d'un  nombre    premier    de    la    forme   8  /t  -f-  3  ; 
t.  VII,  p.  23. 

—  Réponse  à  une  Lettre  de  M.  Hermite  «  Sur  la 

théorie  des   fonctions  elliptiques  et  ses  appli- 
cations it  l'arithmétique  »;  t.  VII,  p.  f)!. 

—  Note  Bur  le  même  sujet;  t.  VII,  p.  44- 


l.lni  VILLE  (J.).  —  Sur  la  forme 

j'-l-2/'-f-4j'-*-4''; 

t.  VII,  p.  G2. 
Sur  la  formox'4-2.)'-1-8î'-l-8<';t.  VII,  p.  03. 
Sur   lu   forme   *'-(- 8/'-M6z'-t- ifi<' ;    t.    VII, 

p.  69. 

—  Sur    la    forme   jt'h- 4.)'-(- 4»'-+- 16(';    t.    VII, 

p.  73. 

—  Surlaformc.r'-*-i6(j'-<-z'H-<');  t.  VII,  p.  77. 
-  Sur  IaformcAr'-t-/'-i-2»'-H4'';  1- VII,  p.  99. 

—  Surlarormcj'-t-^'-#-4ï'-t-8<';  t.  VII,  p.  io3. 

—  Sur    la   forme   x>H- 4j"-t-iGz'-t-iG<';    t.    Vil. 

p.  io5. 
Sur  la  forme  ar'-t-^  '-t-  8i'-i-  8<'  ;  t.  VII,  p.  log. 
Sur    la    forme    j.'-t- ',.>'-(-8z'-H  8«';    t.     VII. 

p.  I i3. 

—  Sur    la    forme    i'-*-.)'h- iGj'-<- 161' ;    t.    VII, 

p.  117. 
Théorème  concernant  le  double  du  carré  d'un 
nombre  premier  8/1 -(-3;  t.  VII,  p.  i36. 
-Sur    la    forme    a:'-*- :J.>'-H  8i'h- iG<';    t.    VII. 
p.  143. 

—  Sur   la    forme  jt'h- 2.>'-l- i6;'-i- iGt';    t.    VII, 

p.  145. 

—  Surlaforme.i'-i-2)'-(-2ï'+8t';t.  VII.p.  i')8. 

—  Sur    la    forme  a'-t- ^v'-i- 4»'-+- iGr';    t.    Ml, 

p.  iSo. 

—  Sur   la   forme   -r'-t- a.v'-l- 8j'-(- i6(' ;    t.    VII. 

p.  i53. 

—  Sur  la  forme  x'-H^  '-f-  2S»-h  8r'  ;  t.  Vil,  p.  l55. 

-  Sur  laforme:l'-^J•-t-4*'-^-l6«'il•^'".P•  '^1' 

-  Sur    la    forme   y- -t- 3j  ' -i- 2 z' -h  16 C' ;    t.    Mil, 

p.  iGi. 

-  Sur  la  forme  jc'-hj'-i-  î'-Hi6f';  t.  VU,  p.  i65. 

-  Sur  laforme;r'-h^'-f-8î'-Hi6f';t.  VIl.p.  201. 
Surlaformei'-+-^'H-2i'-t-i6«';  t.  VII.p.  ao5. 

—  Sur    la    forme    a'-H  8.>'-|- 8j'-«- G4  r';    l.    VII. 

p.  246. 
--  Sur    la    forme    a'-t-8.)'-»-lGi'-(-G'i  r  ;   t.  VU. 
p.  249. 

—  Extrait  d'une  Lettre  adressée  li  M.  Rosgc  ;  t.  MI, 

p.  375. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  triangulaires  ; 

t.  VII,  p.  407. 

—  Sur   la  forme  x'-|- 8j' -|- 64  (;'-+-«')  ;    t.   VII. 

p.  421. 

Nouveaux   théorèmes    concernant   les    nombres 

triangulaires;  t.  VIU,  p.  73. 

—  Thétirèmes  concernant  le  qu.idruple  d'un  nom- 

bre premier  de  l'une  ou  de   l'autre  des  deux 
formes  2oA-i-3,  20X^7  ;  t.  VIII,  p.  85. 

Nouveau  théorème  concernant  le  quadruple  d'un 

nombre  premier  de  la  forme  ijA-*-5;  t. VIII, 

p.    103. 

—  Sur  la  forme  x^ -h  J  ' -t- z' -i- i l' ;  i.  VIII,  p,  io5. 

—  Sur  la  forme  jr'-t-^'-H  2t'-h2îf -H  2;';  t.  VIII, 

p.  ii5. 
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l.IOl MLLE  (J.).  —  Sur  la  forme 

j-'-t->'-+- -'-+--"' -+-'"; 

t.  Mil.  !..  ijo. 

—  Sur  la  forme x"-t-^'-(-  jî'-t-  6t';  t.  VIII,  ]>.  13.',. 

—  Sur    la    forme   j'-t- v'-+-^ï'-i- 3t';    t.    VllI , 

p.  139. 

—  Sur    la    forme   a" -,-  i!.)'-t- .'|;'-t- G«';   t.   Mil, 

p.  134. 

—  Théorème  concernant  les  nombres  premiers  con- 

tenus dans  une  quelconque  des  trois  formes 
linéaires  i68/(-f-43,  i68*-t-67,  iG8AH-ifi3; 
t.  Mil,  p.  137. 

—  Sur  la  forme  j'-t-j)  -t-^'-t-i'-t-if-t-'';  t.  Mil, 

p.  i4i. 

—  Sur  la  forme  jr'-+-.>"-i-  z'-hiu';  t.  Mil,  p.  ifii. 

—  Sur    la   forme   j.^ -^- ir' -h  2 z' -i-  1  :•  t' ;  t.  VIII. 

p.  169. 

—  Sur    la    forme    j:'-f-.) '-1-  4;'-t- rj(';    1.    VIII, 

p.  173. 

—  Sur  la  forme    x"-+- i»'-»- 4;'-*-i2«';   t.   VIII, 

p.  177. 

—  Sur  la   forme    3 .i' -h  !,y -h ', z' -t- !f  l' ;  t.   VllI, 

P-  '79- 

—  Sur  la  lV)rmcx'-r-j'-(-3i'-+-/,<';  t.Vlll,  p.  i8-2. 

—  Sur    la    forme   a.'-*- 3^'-t- 4î=-t- 4f'!    t.    VIII, 

p.  i85. 

—  Sur   la  forme   Si'-t- 3/  =  -t- 3z'-*-4t';  t.    VllI, 

p.  189. 
Remarques  nouvelles  sur  la  forme 

t.  VIII,  p.  193. 

—  Sur  la  forme   ar'H- 4.>'-t- i2J*-(-i6(';    t.    VllI, 

p.  205. 

—  Sur   la    forme   .t' -^- 3j' -t- 6 z' -h  0 1' ;  t.    VIII, 

p.  209. 

—  Sur   la   forme   2x•-^- 3^'-l- 3î'-(-G(>;   t.    VIll, 

p.  214. 

—  Surlaforme  j:'-i-3C>'-+-s'-»-'');  I.VIII,  p. 319. 

—  Sur    la    forme    2x'-f- 2xy-+- 2r'-(- 3(s'-+- ('); 

t.  VIll,  p.  225. 

—  Sur  la  forme  J-' -(-<>- -i-r'-t- 3  ;*'-+-«');  t.  VllI, 

p.  227. 

—  Sur  la   forme   3.i'-H  3.r'-+- 3c'-i- 4£';    1.  VIll, 

p.  229. 

—  Sur  la  forme  3x'-t- 3^'-t- 4  l'-t- 12/' ;  t.  VIll, 

p.  239. 

—  Sur  la  forme  3  j'h- 4^'-t- i2z'-+- 12«';  t.  VllI, 

p.  241. 

—  Sur  la    forme    x'-t- 3^'-+- 3j'-(-i2'' ;    t.    VIll, 

p.  243. 

—  Sur  la   forme    x'-t- 3^'.-+- I3f*-Hi2(';    t.  VIII, 

p.  249. 

—  Sur  la  forme  j'-i-is^'-i- i3i'-t- lar' ;  t.  VIll, 

p.  253. 

—  Sur  la  forme   3x  =  -+- 4^' -t- i2;'-h  48{';  t.  VllI, 

p.  355. 


LIOUVILLE  (J.).  —  Remarque  nouTclle  sur  la  forme 

x'-4-j'-+-3(z'-t-C); 

t.  VIll,  i>.  39G. 

—  Sur  la  forme  jr'-^  X)- -t-j'-t- iz'-t- izt -t- 11'; 

t.  VllI,  p.  3o8. 

—  Extrait  d'une  Lettre  adressée  il  M.  Besje  ;  t.  VIll, 

p.  3 1 1 . 

—  Tliéoromc  d'Aritliniéti>|ue;  t.  VIll,  p.  34i. 

—  Théorèmes   p.Muraiix   concernant  des  fonctions 

numériques;  t.  VIll,  p.  347- 

—  Sur  la  forme  jr'-t-.i'-f- :'-t-  5f';  t.  IX,  p.  i. 

—  Sur  la  forme  x'-+-j'-+- 3i'-+- iif -H  3/';  t.  IX, 

p.  i3. 

—  Sur    la     forme     jr'-h  5(;' -+- i*-(- f'):    «■     I^  • 

p.  17. 

—  Sur    la    forme    2 x' -f- 2 x^- -(- 3j' -1- 5 î' -(- 5 f '  ; 

t.  IX,  p.  33. 

—  Extension  du  théorème  de  Rolle  aux  racines  ima- 

ginaires des  équations-,  t.  IX,  p.  84. 

—  Sur  la  forme  x'-hj'-h  j'-+-  f'-t-  u'-t-  Si''  ;  t.  IX, 

p.  89. 

—  Sur    la    forme    x'-t- 3(jr'-i- z'-i- 1' -t- u'-^- f'); 

t.  IX,  p.  io5. 

—  Sur  la  forme  x'-i-;'-i-î'-)-<'-l-2u'-+-2ni'-t-2i''; 

t.  IX,  p.  iij. 

—  Sur  la  forme 

2X'-|-3XJ--»-  2x'-i-  3 (2' -*-/'-*-«'-*->''); 

t.  IX,  p.  119. 

—  Sur  la  forme  x'-H/'-l-2  î'-i-  2  z/-t-  K'-hi  ii'-h  3  •■'; 

t.  IX,  p.  123. 

—  ^'ouveau  théorème  concernant  le  quadruple  d'un 

nombre  premier  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux 
formes  2oA-h3,  2oA-*-7;  t.  IX,  p.  i35. 

—  Théorèmes  concernant  l'ocluplc   d'un   nombre 

premier  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes 
20*4-3,  20*4-7;  *•  "^>  P-  '■'7' 

—  Sur  la  forme  x'-f-r'-H  t,rz  ■+■  3i'-t-  3f';  t.  IX, 

p.  iCo. 

—  Sur  la  formex'-H.>'-l-j'-+-  f'-+-  «'-<-  31'';  t.  IX, 

p.  iGi. 

—  Sur    la    forme    x'-t-iO'-t- z'-i- t'-h  ii'-hv'); 

t.  IX,  p.  175. 

—  Sur  la  forme  x' -)- j;x -♦- 7'' -+- G  J' -+- G  i  ' -H  G  «' ; 

t.  IX,  p.  181. 

—  Sur  la  forme  2x'-t-2X7-i-2/'-t-3j'-(-3r<-(-3f"-; 

t.  IX,  p.  18Î. 

—  Sur  la   forme  x'-t-x)  -»-.;'-(-3î'-i- 3j<-(-3f' ; 

t.  IX,  p.  333. 

—  Sur  quelques  formules   générales  qui  peuvent 

être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (trei- 
zième article);  t.  IX,  p.  3}9. 

—  Sur    la    forme    x'-t->'-l- i'-(- /'-t- 3(K'-t- f'); 

«.  IX,  p.  357. 

—  Sur   la    forme    x'-t-.v'-t- 3(1* -t- «'-1- «'-H  f*); 

t.  IX,  p.  373. 

—  Sur  quelques    formules  générales  qui    peuvent 
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MM. 

être  utile»  dans  la  théorie  ili-s  noinhro»  (qiia- 

toiiii'mn  article);  t.  IX,  p.  aSi. 
LIOUVIIXE  (J.).  —  Extrait   iruno  Lotlrn  aiiresscc 

ik  M.  Ite9|;c;  t.  IX,  p.  ogG. 

—  Sur  la  l'orme  j:*-*-  a/'-*-  iz'-h  Gl'  ;  t.  IX,  p.  199. 

-  Sur  (|u<'li|ui's  formules  (générales   ipii    peuvent 

6tre  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (cpiin- 
lième  article);  t.  IX,  p.  321. 

—  Sur   quelques    formules  générales   qui    peuvent 

être  utiles  dans  la  théorie   des    nombre»  (sei- 
zième artiele);  t.  IX,  p.  3,Sg. 

—  Sur  la  l'orme  z'-i- 2  (.)'-i- i'-(- l'-i- «')-)- /|e'; 

t.  IX,  p.  f,it. 

—  Sur  la   forme  x'-4-_)'-«- Si'-t- Or';  t.  X,  p.  1. 

—  Sur  la  forme  ix'-i-ixy -i-3r'-t-  tz'-t-izt -hS  t'; 

t.  X,  p.  9. 

—  Sur   la  forme  a'-H.i '-(-gz-'-t-Qf';  t.  X,  p.  i'|. 

—  Sur  la  forme  3j'-t-Mj;)-(-5.i'-l-i;'4-T:'-<-3«'; 

t.  X,  p.  31. 

—  Note  au  sujet  de  la  forme  x'-(-, )'-*-«( l' H- «'); 

t.  X,  p.  /|3. 

—  Notcau  sujet  de  la  forme  .i'-*- v '  +  "-'-•- 2 «'"; 

t.  X,  p.  !,g. 

-  Sur  la  forme  x'  -h  4^'  -+-  !\  ;'  -t-  4  î'  -4-  .'1  «'  -f-  /(  e'  ; 

t.  X,  p.  65. 

—  Sur  la  forme  j'-+-.) '-f- .'|;'-t- /|l'-f- 4u'-t-/|e'; 

t.X,  p.  71. 

—  Sur  la  forme  .c'-f- 2) '-t-2;'-+- 'i^'-t- ■'(«' 

t.  X,  p.  73. 

—  Sur    la   forme   .c'-t-j '-h  :'-+-  îf'-t- 'i"'- 

t.  X,  p.  77. 

—  Sur  quelques    formules   générales  qui    peuvent 

être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (dix- 
septième  article);  t.  X,  p.  l35. 

—  Sur  la  forme  x'-|-^'-<- 2:'-(- at'-t- /Jh'-i- /|e'; 

t.  X,  p.  145. 

—  Sur  la  forme  x' -h  y' H- z' -h  t' -i-  \  n'-+-  4  "'  ;  t.  X, 

p.  i5i. 

—  Sur   la   forme    .l'-f-^'-l- :;'-f- -jr'-l- iu'-t- 4''; 

t.  X,  p.  i55. 

—  Sur  la  forme  x'-hj'-b  i'-t-  ('-+-  "'4-  4''';  t.  X, 

p.  itii. 

—  Sur  quelques   formules  générales  qui   peuvent 

être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres  (dix- 
huitième  article);  t.  X,  p.  1G9. 

—  Sur  la  forme  .c'-l-4.>'-l-4=:'-*- 'l''-+-4"'-l-'Ce'; 

t.  X,  p.  3o3. 

—  Extrait  d'uue  Lettre  adressée  h  M.  Besge;  t.  X, 

p.  î34. 

—  Théorème    concernant    les    nombres    premiers 

contenus    dans   la    formule   A'-t-2olJ',   en    y 
prenant  B  impair;  t.  X,  p.  28t. 

—  Théorème   concernant    les    nombres    premiers 

contenus  dans    là    formule    A' -h  3GB',    en    y 
prenant  B  impair;  t.  X,  p.  285. 

—  Théorème    concernant    les    nombres    premiers 

contenus    dans    la    formule    \'-t-!{!fK',   eu    y 
prenant  B  impair;  t,  X,  p.  389. 
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I.IOL'VII.I.K  (J.).  —  Tliéorème  concernant  loi 
nomlires  premiem  conteiiUH  ilnnn  la  formule 
A'-i-  5GB',  eu  y  |u'ennnt  B  impair;  t.  X,  p.  2i)i. 

—  Théorème    concernant    jeu    nombre»    premirrH 

contenu»  dan»  la  formule  A'-t-iiCB',  en  y 
prenant  B  impair;  t.  X,  p.  QgS. 

—  Sur     les     deux     forme»     jr' -+-_>*-♦- Gï'-(- 6f' , 

ix--h  t_r*-h  32"-)-  3/';  t.  X,  p.  359. 

—  Nombres  des  représentiition»  d'un  entier  quel- 

conque sou»  la  forme  irunc  somme  de  dix 
carrés  ;  t.  X,  p.  1. 

—  Surlesdeui  formes  j:'-i-3/'-l-I.>-"*"^-'"t" '5'*> 

2x'-)-aj:^-h3.>'-t-3z'-t-3(';  t.  XI,  p.  Sg. 

—  Théorèmes    concernant    les    ni>mbre»    premiers 

contenus  dans  la  formule  4  A'-t-  5  B',  en  y 
prenant  A  impair;  t.  XI,  p.  4'- 

—  Sur  les  deux  formes 

3x'-t- 5/'  -i-\o:'-hiozi-hioc', 
2x^-i-  2xr-t-3^'  -ei5i'  -*-i5t'; 
t.  XI,  p.  io3. 

—  Sur  les  deux  formes  x'-t-2/'-(- 5.)*"^ '■'*'"•"''''• 

x'-H2j'-(-3i'+3/';  t.  XI,  p.'i3i. 

—  Sur  les   formes  quadratiques  |)rr)premenl  pri- 

mitives, dont  le  déterminant  change  de  signe 
est  >  0  et  ^s  3(raod.  8);  t.  XI,  p.  igi. 

—  Sur    la    forme  jr'-<-3^'-(- ai'-t- 3aj';    t.    XI, 

p.  211. 

—  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Besge  ;  t.  XI, 

|>.  231. 

—  Sur  les  deux  formes  2J:'-)-3_)'-<-4i'-+-4;f-t-4''i 

x'-*-2^'-(-6j'4-G:',;  t.  XI,  p.  280. 

—  Sur  la  forme  à  cinq  indéterminée» 

J-,  .r, -+- X,  X, -+- J-,  X, -f- X,  J-,  ; 

t.  XII,  p.  47. 

—  Sur  la  fonction   numérique   qui  exprime,  pour 

un  déterminant  négatif  donné,  le  nombre  des 
classes  de  formes  quadratiques  dont  un  au 
moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair; 
t.  XII,  p.  98. 

—  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Besge;  t.  XIII, 

p.  I. 

—  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Besge  ;  I.  XIV, 

p.  1. 

—  Théorème     concernant     les     nombres     entiers 

53  3(mod.  12);  t.  XIV,  p.  7. 

—  IVouveau  théorème  concernant  la  fonction  nu- 

mérique F(A);  t.  XIV,  p.  îfio. 

—  Remarque    au    sujet   de    la   fonction   ?,(n)   qui 

exprime  la  somme  des  diviseurs  de  n;  t.  XIV, 
p.  3C3. 

—  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Besge  ;  I.  XI V, 

p.  298. 

—  Tliéorème   concernant    la   fonction    numérique 

p,{");  t.  XIV,   p.  3oJ. 

—  Sur  la  forme  ternaire  x'-i- ai'H- 3;';  t.  XIV, 

p.  359. 
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I.IOi;  VILLE  (J.).  —  Extrait  d'une  Lettre  adrcsst'O  ii 
M.  Bosue;  t.  XV,  p.  7. 

—  Extrait    irune   Lettre    adressée  k   M.    V.-A.    I.o 

Hesgue;  t.  XV,  p.  t33. 

—  Sur  quelques  t'ormules  (jénéralcs  qui  se  ratla- 

clionl   il  certaines  formes  quadratiques  (pre- 
mier article);  t.  XVIIl,  p.  i/|.'. 

—  Sur  une  intégrale  dviiuie;  I.  XIX,  p.  5."i. 


I.IUL' VILLE  (J.)-  —  Extrait  d'une  Lettre  adressée  ii 
M.  «esEC;   t.  XIX.  p.   189. 

I.IOtVILI.K  (Ernest).  —  Sur  la  Statistique  judi- 
ciaire; t.  XVIIl,  p.  1)5. 

LUCAS  (F.). —  Etude  sur  les  transformations  hono- 
[>raphiques  planes;  t.  VI,  p.  137. 

—  Nouville  llieurie  des  diamètres;  t.  VIII,  p.  i.'|5. 

—  Etude  sur  la  mécanique  des  atomes  ;  t.  X\',  p.  137. 


M 


MALMSTEN.  —  Mémoire  sur  rinté(;ralion  deséqua-     [ 
tiens  dinérenliclles  (traduit  librement  du  suédois 
par  l'auteur);  t.   VII,  p.  -^57. 
M  VN.MIEIM.  —  Keclirrehes  géométriques  relatives 
au    lieu   des   positions  successives  des   centres 
de   courbure   d'une  courbe  qui  roule  sur  une 
droite;  t.  IV,  p.  gi. 

—  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  ou   sphériques 

considérées  comme  enveloppes  de  cercles; 
t.  VII,  p.  121. 

—  Transformation    par  polaires    réciproques   des 

propriétés  relatives  aux  rayons  de  courbure; 
t.  XI,  p.  ig3. 

—  Sur  le  déplacement  d'un  corps  solide;  nouvelle 

méthode  pour  déterminer  les  normales  aux 
lignes  ou  surfaces  décrites  pendant  ce  dépla- 
cement; t.  XI,  p.  273. 

—  Démonstration  (;éomelriquc  d'une  propriété  de 

la  transformation  |)ar  rayons  vecteurs  réci- 
proques; t.  XVI,  p.  317. 

—  Mémoire   sur   les    pinceaux    de    droites   et    les 

norraalics,  contenant  une  nouvelle  expression 
de  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces, 
t.  XVII,  p.   109. 

—  Démonstration  géométrique  d'une  proposition 

due  à  .M.  KorUand;  t.  XVII,  p.  i5o3. 

—  Sur  la  surface  gauche,  lieu  des  normales  prin- 

cipales de  deux  courbes;  t.  XVII,  p.  4o(i. 
MARIE  (Maximilien).  —  Kouvelle  théorie  des  fonc- 
tions de  variables  imaginaires;  t.  III,  p.  3C|. 

—  >ouvelle  théorie  de»  fonctions  de  variables  ima- 

ginaires (suite);  t.  IV,  p.   m. 
Kouvelle  théorie  des  fonctions  de  variables  ima- 
ginaires (suite);  t.  IV,  p.  3o5. 
-  Nouvelle  théorie  des  fonctions  de  variables  ima- 
ginaires (suili')  ;  t.  IV,  p.  3G9. 

—  Nouvelle  théorie  des  fonctions  de  variables  ima- 

ginaires (suite)  ;  t.  V,  p.  .'|3. 

—  Kouïcilc  théorie  des  fonitions  de  variables  ima- 

ginaires (suiti);  t.  V,  p.  3(j3. 

—  Nouvelle  théorie  des  fonctions  de  variables  ima- 

ginaires (suite);  t.  V,  p.  /1S7. 

—  Nouvelle  théorie  des  funclioDs  de  variables  ima- 

ginaires (suite);  t.  VI,  p.  J7. 


MARIE  (Maximilies).  —  Nouvelle  théorie  des  fonc- 
tions de  variables  imaginaires  (suite);  t.  VI, 
p.  i53. 

—  Nouvelle  théorie  des  fonctions  de  variables  ima- 

ginaires (suite);  t.  VI,  p.  377. 

—  Nouvelle  théorie  des  fonctions  de  variables  ima- 

ginaires (suite)  ;  t.  Ml,  ]i.  81. 

—  Nouvelle  théorie  des  fonctions  de  variables  imo- 

ginaires  (fin);  ••  ^"1  P'  4-^- 

—  Extrait  d'une   Lettre  adressée  il  M.    Liouvillc; 

t.  XVIIl,  p.  337. 

—  Détermination  du  point  critique  où  est  limitée 

la  convergence  de  la  série  de  Taylor;  t.  XVIIl, 
p.  53. 

—  Détermination    du   périmètre  de  la   région   de 

convergence  de  la  série  de  Taylor  et  <les 
portions  des  différentes  conjuguées  comprises 
dans  cette  région,  ou  construction  du  tableau 
général  des  valeurs  d'une  fonction  que  peut 
fournir  le  développement  de  celte  fonction  sui- 
vant la  série  de  Taylor;  t.  XVIIl,  p.  C8. 

—  Note  au   sujet  du   Rapport   do   M.  Piiiseux  sur 

deux  Mémoires  présentés  à  l'Académie  par 
M.  Maximilien  Marie,  et  ayant  pour  titres, 
l'un  :  Détermination  du  point  critif/iie  oit  est 
limitée  la  région  de  convergence  de  tu  série  de 
Tar/or;  l'autre  :  Construction  du  périmètre  de 
la  région  de  convergence  de  la  série  de  Tiiylor  ; 
t.  XVIIl,  p.  i85. 

MARRE  (A.).  —  Le  Talkhys  d'ibn  Albannâ,  traduit; 
t.  X,  p.  117. 

MATIIET.  —  Sur  les  fonctions  elliptiques;  t.  VI, 
p.  3?9. 

—  Solution  d'un  problème  de  Géométrie;  t.  VMI, 
j>.  3i3. 

—  Étu<le   sur  un  certain   m^nle   de  génération  des 

surfaces    d'étendue  minimum;  t.  \  III,  p.  3a3. 

MATHIEU.  —  Discours  prononce  aux  funérailles 
de  M.  Poinsol,  t.  IV,  p.  .Jag. 

MATHIEU  (Emile;.  —  Mémoire  sur  le  nombre  des 
valeurs  que  peut  acquérir  une  fonction  quand 
on  y  permute  ses  variables  de  toutes  les  ma- 
nières  possibles;  t.  V,  p.  y. 

—  Mémoire  sur  l'itude  des  fonctions  de  plusicuri 
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quantités,  Riir  In  iimiuèro  dn  li^s  fonnor  ot  Kur 
loR  stiI)Stiliilions   qui   los   laUflont   invuriiihics; 
l.  VI.  p.  -i/,!. 
MVTHIEU   (I-Imili:).  —    Momoiio  niir  lit   dispersion 
do  la  Itiinièro  ;  l.  IX,  p.  .]ij. 

—  Note  sur  In  surface  do  l'ondo;  l.  XI,  p.  q()S. 
--    Mt'inoirL'   sur   la  lliC(»rie  dos    riisiilus    liiquaili.i- 

tiquos;  t.  XII,  p.  3-]-j. 

—  Mùmoii-o    sur    lo    inouvoinont   viliratcnro    d'une 

niombrano  do  l'orino  olliptiquo;  l.  XIII,  p.  137. 
"  Mémoire  sur  lo  inouvcniont  d(^  la  liinporatiiro 
dans  lo  corps  roni'ormé  onlrc  doux  oyiindros 
circulaires  oxcoiilriquos  et  dans  dos  cylindres 
iomnisoatiquos;  t.  Xl\',  p.  05. 

—  Sur  le  niouvonioril  viliratoiro  dos  plaques;  l.  XI V. 

p.  3^1. 

—  Mémoire    sur    l'i-quation    aux   difleronces    i)ar- 

liclles    du    qualrii-me  ordre    AA«  =  0    et    sur 
I  équilibre  d'élastiritê  d'un  corps  solide;  l.XIV', 

p.  378. 

—  Sur  la  généralisation  du  premier  et  du  second 

potentiel  ;  t.  XV,  p.  1 17. 

—  Mémoire   snr   l'intégration   des   éiiuations   aux 


dIfTérenccH  parliulIcM  de  la  l'Iiyiiquc  malliémn- 
tique;  t.  XVII.  p.  a'jQ. 
MAIIIII'.IJ  (1^.1111. K,.  — Sur  la  piiblicalion  d'un  coum 
<lo    l'liyHi(|UC   mathématiquo    profcusé   à   l'ari» 
en  18C7  et  1HG8;  l.  XVII,  p.  /,i8. 

—  Sur  la  fonction   cinq    foi»    transitive  de  vingt- 

ijuatrc  quantité»;  1.  XVIII,  p.  i5. 

—  Mémoire  nur  le»  équations  dirTércnticlIca  cano- 

niques de  la  Mécaniquir;  t.  XIX,  p.  jtib. 

MINDING.  —  Elirait  dune  Lettre  adressée  ii 
M.  Liouvillo;  t.  IV,  p.  373. 

MOI, INS.  —  Oe  la  surface  dcvoloppahlo  [tassant 
par  une  courhc  donnée  quelconque,  et  qui.  par 
son  développement,  transformerait  cette  rourhc 
en  un  arc  tie  cercle  de  rayon  donné  ;  t.  1,  p.  -.'Gj. 

—  Sur  les  lignes  do  courlnire  et  les  lignes  géodc- 

siques  des  surfaces  développables  dont  les  gé- 
nératrices sont  parallèles  à  celles  il'une  sur- 
face réglée  quelconque;  t.  IV,  p.  3'i7. 

—  De  la  détermination,  sous  forme  intégrable,  des 

équations  des  courbes  dont  le  rayon  de  cour- 
bure et  le  rayon  de  torsion  sont  liés  par  une 
relation  donnée  quelconque;  t.  XIX,  p.  'p.5. 
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NEWCOMB  (Simon).  —  Théorie  des  perturbations 
de  la  Ltine  qui  sont  duos  à  {"action  des  pla- 
nètes; t.  XVI,  p.  3ji . 


NUOVI  LINCEI  (Académie  des) 
Académie;  t.  X,  p.  3.So. 


Prix  par  ladite 


o 


OSTROGRADSKI.  —  >ot"  sur  les  faclours  égaux  de  polyiuimes  entiers;  t.  I.  p.  287. 


PAINVIN.  —  Sur   un   certain  système  d'équations 
linéaires  ;  t.  III,  p.  4l- 

—  Théorèmes   sur    la   décomposition   en    facteurs 

linéaires  des  fonctions  homogènes  entières; 
t.  VI,  p.   >og. 

—  Détermination   des  éléments  de  l'arête  de  rc- 

broussement  d'une  surface  développable  dé- 
finie par  ses  équations  tangentielles  ;  t. XVII, 
p.  177. 

—  Courbure   en    u»i  point    d'une   surface   définie 

par  son  équation  tangcntielle  ;  t.  XVII, 
p.   ^ig. 

—  Étude  d'un  système  de  rayons;  t.  XIX,  p.  57. 


PARIS  (Académie  des  Sciences  de).  —  Prix  proposes 
par  ladite  Académie;  t.  X,  p.  33. 

PEPIN  (le  p.).  —  Sur  la  décomposition  d'un  nom- 
bre entier  en  une  somme  de  deux  cubes  ra- 
tionnels; t.  XV,  p.  317. 

PIIII.LII'S.  —  Mémoire  sur  le  spiral  réglant  des 
chronomètres  et  des  montres;  t.  \\  p.  3i3. 

—  Solution  de  divers  problèmes  de  Mécanique, 
dans  lesquels  les  conditions  imposées  aux  ex- 
trémités des  corps,  au  lieu  d'être  invariables, 
sont  des  fonctions  données  du  temps,  et  où 
l'on  tient  compte  de  l'inertie  de  lotîtes  les  par- 
tics  du  système;  t.  IX,  p.  35. 
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l'LLCKER.  —  Sur  mu-  nouvelle  Gtoméirie  ilc  l'es- 
pace; i.  XI,  |).  337. 

l'OINSOT.   —  QueslioMS  dynnniiqiies.  Sur  In  jier- 
cussioii  «les  coi'ps;  t.  11,  j>.  3S1. 

—  Sur  In   (|u:intité   de  mouvement  qui    est    Ir.ins- 

mise  ù  un  eurps  par  lo  chue  d'un  point  massif 
(|ui  vient  le  frapper  dans  une  direction  donnée; 
t.  IV,  p.  iGi. 
—  Sur  la  manière  de  ramener  &  In  <lynamii|uc 
des  corps  libres  celle  des  corps  «ju'on  sup- 
pose pènés  par  des  obstacles  fixes;  t.  IV, 
p.  171. 

—  Questions  dys.vmioies.  —  Sur  ta  percussion  tics 

corps.  —  Percussion  d'un  corps  animé  par  des 
forces  quelconques;  t.  IV,  p.  .^-.m. 

—  Discours  de  MM.  liertrund  et  Mathieu  h  ses  fu- 

nérailles; t.  IV,  p.  /|27  et  .'129. 
POI'OIF.  —  Solution  d'un  problème  sur  les  ondes 

permanentes;  t.  III,  p.  35i. 
PROL'llET.  —  Note  sur  les  arcs  de  cercle  dont  la 

tangente  est  rationnelle;  t.  I,  p.  -jiS. 


MM. 

PROl'IIET.  —  Mémoire  sur  quelques  formules  gé- 
nérales d'Analyse;  t.  I,  p.  3-.'i. 

Pl'lSF.rX.  —  Mémoire  sur  le  développement  en 
séries  des  coordonnées  des  planètes  et  de  la 
fonction  perturbatrice;  t.  V,  p.  65. 

—  Sur  le  développement  en  série  do  la   fonction 

perturbatrice;  t.  V,  p.  io5. 

—  Note  sur  une  formule  propre  h  faciliter  le  dé- 

veloppement de  la  fonction  perturbatrice;  t.  VI, 
p.  38f). 

—  Note  sur  les  systèmes  de  surfaces  orlhofjonales  ; 

t.  Vm,  p.  335. 

—  Mémoire  sur  l'accélération   séculaire  du   mou- 

vement de  la  Lune;  t.  XV,  p.  9. 

—  Rapport   sur  deux  Mémoires  présentés  à  l'Aca- 

démie par  M.  Maiimilien  Marie,  et  ayant  pour 
litres,  l'un  :  Dctermination  du  /joint  critique 
oit  est  /imitée  la  région  de  convergence  de  la 
série  de  Taylor;  l'autre  :  Construction  dit  péri" 
mètre  de  la  région  de  convergence  de  la  série 
de  Taylor;  t.  XVIII,  p.  180. 


R 


RACIIMAMNOW.  —  Note  sur  la  théorie  de  la  roue 
bydraulitjue  en  dessous  à  aubes  planes;  t.  III, 
p.  395. 

RADAl'.  —  Sur  une  propriété  des  systèmes  qui  ont 
un  plan  invariable;  t.  XIV,  p.   167. 

REECH.  —  Kécapitulalion  très-succincte  des  re- 
cherches algébriiiues  faites  sur  la  théorie  des 
effets  mécaniques  de  la  chaleur  par  dillérents 
auteurs;  t.  I,  p.  58. 

RICHAl'D  (Casimir). —  Énonces  de  quelques  théorè- 
mes sur  la  possibil  ité  de  l'équation  x* — N^  '= — 1 
en  nombres  entiers  (Lettre  adressée  h  .M.  Liou- 
ville);  t.  IX,  p.  38.',. 

—  Démonstration  de  quelques  théorèmes  concer- 
nant la  résolution  en  nombres  entiers  de 
l'équation  x* —  iS^'=  — I  ;  t.  X,  p.  iSJ. 


RICHAUD  (Casimir).  —  Démonstrations  <le  quel- 
ques théorèmes  concernant  la  résolution  en 
nombres  entiers  de  l'équation  x' — N_i':= — i; 
t.  XI,  p.  i.',5. 

RIFFAIJLT.  —  Discours  prononcé  aux  funérailles 
de  M.  Bour;  t.  XI,  p.  i33. 

ROHERTS  (  Williams).  —  Sur  une  ligne  géodésique 
de  l'ellipsoïde;  t.  Il,  p.  ai3. 

ROCHE.  —  Noie  sur  la  formule  de  Taylor;  t.  III, 
p.  271. 

—  Sur  une  (;énéralisation  de  la  formule  de  Tay- 
lor; t.  IX,  p.  159. 

ROL'CIIÈ. —  Mémoire  sur  les  intégrales  communes 
à  plusieurs  problèmes  de  Mécani<|ue  relatifs 
au  mouvement  d'un  point  sur  une  surface; 
t.  III,  p.  337. 


SAI.M -(jLll.lItM.  —  Mémoire  sur  la  poussée  des 
terres  avec  ou  sans  surcharge;  t.  IV,  p.  57. 

SAINT-VENANT  (de).  —  Mémoire  sur  la  flexion  des 
prismes,  sur  les  glissements  transversaux  et 
longitudinaux  qui  l'accompagnent  lorsqu'elle 
ne  s'opère  pas  uniformément  ou  en  arc  de 
cercle ,  et  sur  la  forme  courbe  aiïectéc  alors 


par  leurs  sections  transversales  priniitivemeiit 
planes;  t.  I,  p.  89, 
SAINT-VENANT  (de).  —  Mémoire  sur  la  distribution 
des  élasticités  autour  de  chaque  point  d'un  so- 
lide ou  d'un  milieu  de  contexture  quelconque, 
particulièrement  lorsqu'il  est  amorphe  sans  itr« 
isotrope  (premier  article);  t.  VIII,  p.  967. 
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SAlM'-VIiNAINr(nK).  —  Mémoire  »iiilii<liHtiil)iilii)ii 
des  rlaslk'lli'ii  niitoiir  il"  cliniiiic  jiniiit  diiii 
suIkIu  ou  (Itiii  iiiilii'ii  <l(i  l'iiiilcxtiiru  ([iii'l- 
Coii(|UU,  |nii'li<iili('n'iiipiit  lorsqu'il  psl  iiiiioi  |>lii' 
sans  ùtro  isotrope  (tiuiixiôine  arlicle);  t.  \lll, 
p.  353. 

—  Mémoire    sur    les   divers  (;onrc's  d'iiomoyéiniié 

des  corps  solides,  et  priiieipalemenl  sur  l'Iio- 
UïO(îênéili'  seml-polairc  ou  cyliodrique,  et  sur 
les  lionio|;éiieilés  pulaires  ou  spliëriconiquo  et 
spliériiiue;  t.  X,  ]).  397. 

—  Méuioire  sur  le  choc  Ioii(;itudiiiid  de  deux  barres 

élasti(iues  de  (jrosseurs  et  de  niatii'res  sembla- 
bles ou  diUérentes,  et  sur  la  proportion  de  leur 
Ibroe  vive  qui  est  perdue  pour  la  translation 
ultérieure;  et  (jénéralement  sur  le  monvement 
lonj;iHulinal  d'un  système  de  deux  ou  plusieurs 
prismes  élasti<ines;  t.  XII,  p.  2.17. 

—  Formules  de  l'élasticité  des  corps  iimorplies  que 

des  conipiessiuus  perniauenles  et  inégales  ont 
rendus  liélérotroiu'S;  t.  XIII,  p.  2'| '■ 

—  Rapport    il    l'Acudemic    des    Sciences    sur    une 

Communication  de  M.  Vallès,  l'aile  le  21  dé- 
cembre iSfiS,  sous  ce  WXro  :  Expériences  fniCt-s 
à  l'cc/iise  (le  l'Aiibois,  pour  tiélerminer  l'i-jj'cc 
utile  de  Vnppiireil  à  Vaide  duquel  M.  de  Caiiïjny 
dimiuue  dans  une  proportion  considérable  hi 
consommation  d'eau  dans  les  canaux  de  nai'i^ 
galion;  t.  \l\',  p.  3'JI. 

—  Rapport  lait  à  l'Acadéinio  des  Sciences  sur  un 

Mémoire  de  M.  Maurice  Lcvy,  présenté  le 
3  juin  1SC7,  reproduit  le  21  juin  iSCy  et  inti- 
tulé :  Essai  sur  une  théorie  rationnelle  de  Véqui- 
libre  des  terres  fraîchement  remuées,  et  sur  ses 
applications  au  calcul  de  la  stabilité  des  murs 
de  soutènement  ;  t.  XV,  p.  237. 

—  Sur  une  détermination  rationnelle,  par  approxi- 

mation, de  la  poussée  tpi'exercent  les  terres 
dépourvues  do  cohésion,  contre  un  mur  ayant 
une  inclinaison  quelcon(|ue;  t.  XV,  p.  2Ô0." 

—  Recherche  d'une  deuxième  approximation  dans 

le  calcul  rationnel  de  la  poussée  exercée  contre 
un  mur  dont  la  face  postérieure  a  une  inclinai- 
son (iuclcon(iue,  par  des  terres  non  cohérentes 
dont  la  surface  supérieure  s'élève  en  un  talus 
plan  quelconque  a  partir  du  haut  de  cette  face 
du  mur;  t.  XV,  p.  271. 

—  Karporl  fait  a  l'Académie  des  Sciences  sur  un 

Mnioire  de  M.  Boussinesq,  présenté  le  19  avril 
18G9,  avec  additions  du  29  novembre,  et  relatif 
ii  la  théorie  des  ondes  liquides  périodiques; 
t.  XVI,  p.  21. 
—  Formules  dos  augmentations  que  de  petites  dé- 
formations d'un  solide  apportent  aux  pressions 
ou  forces  élastiques,  supposées  considérables, 
qui  déjii  i  talent  en  jeu  dans  son  intérieur.  — 
Coniplénicnt  et  modilication  du  préambule  du 
Mémoire   iulitulé  :  Distribution  des  élasticités 


autour  de  chaque  points  etc.,  (pil  n  été  inwîre 
en  iHC.'i  uu  Journal  de  Malhémaliquei;  t.  Wl, 
p.  275. 
SAINr-VKNAlNT(DE).  — Mémoire  mir  rétnl.liinonn  ni 
des  équations  din'erc>nlielle«  «|e«  inoinemi'Ol^ 
intérieurs  opères  dans  les  corpfl  ^tilidM  iIup- 
tiles  au  delii  des  limites  m'i  l'.lnslitile  pourrait 
les  ramener  h  leur  premier  i  tat  ;  t.  X\  I,  p.  -loS. 

—  Coniplénn'iit    aux  .Mémoiic»  du  7  ninm  1870  de 

M.  de  Suint-l'ennut  et  du  iij  juin  1(170  île 
M.  Levy  sur  les  é<piations  dilTercntielb'»  indéfi- 
nies du  nionvenn'iit  intérieur  de»  soliile»  duc- 
tiles, etc.  Éipiations  définies  ou  relatives  aux 
limites  de  ces  corps.  Applications;  I.  XVI. 
p.  373. 
SARRAU.  —  Sur  la  jiropagation  et  la  poInriMilion 
de  la  lumière  dans   bs   cristaux;  t.  XII.  p.   1 

—  Sur  la  propagation  et  la  polarisation  de  la   lu- 

Inièrc  dans  les  cristaux  (second  Mémoire); 
t.  XIII,  p.  59. 

SCHERING.  —  Théorèmes  relatifs  aux  formes  bi- 
naires quadratiques  qui  représentent  les  mêmes 
nombres;  t.  IV,  p.  2.^3. 

SCIII.OMILCH.  —  Sur  quelques  intégrales  clli|>- 
tiques;  t.  Il,  p.  .'|3. 

Jf^'       -i--  .  -  1 

-, — -r— -^rrr-;  '•  "> 
0      (n-(-if  — cl'y+i 

— ■  Réduction  d'une  intégrale  muiliple;  i.  U,  p.20fi. 

—  Extrait    d'une   Lettre  adressée  à    .M.  Liouville. 

t.  111,  p.  3S'|. 

—  Sur  le  changement  de  la  variable  indépendanlt; 

dans  les  dérivées  d'une  l'onction;  t.  111,  p.  385. 

—  Sur  la  quailrature    des   surfaces   tlu    deuxième 

ordre  douées  de  centre;  t.  \  111,  p.  Sg. 

—  Extrait  d'une  Lettre   adressée   à    M.   Liouville; 

t.  Vlll,  p.  99. 
SCHR(5li'f ER.  —   Extrait    d'une   Leîlre  ^jlressoc    il 

M.  Liouville;  t.  III,  p.  258. 
SEiS.VKMONr  (de).  —  Sur  la  réllexion  totale  de  la 

lumière  extérieurement  il  la  surface  des  cristaux 

biréfringents;  t.  I,  p.  3o.'). 
SERRET  (Paix).  —  De  quelques  propositions  iwi- 

proques  relatives  il  la  théorie  des  courbes  et 

des  surfaces  du  second  de{jré;  t.  VI,  p.  (). 

—  De  quelques  analogies  de  la  Géométrie  du  plan 

il  celle  de  l'esp.ice;  t.  VII,  p.  377. 
SERRET  (J.-.\.).  —   Détermination   de»  fonctions 
entières  irréductibles,  suivant  un  module  pre- 
mier, dans  le  cas  où  le  degré  est  égal  au  mo- 
dule; t,  XVIII,  p.  3oi. 

—  Sur  les  fonctions  entières  irréductibles  suivant 

un  module  premier,  dans  le  cas   où    le  de- 
gré est  une  puissance  du  module;  t.   XVIII, 
p.  /I37. 
Sl'EKLLNG  (de).  —   Note   sur    uu    tbéorèiDe   de 
,M.   Svlvesler  relatif  :i   la    (ransformatioD    du 


'^       JOURNAL  DE  MATHÉISIATIQUES  PURES  ET  APPLIQUÉES. 


produit  de  <li'tormiiiaiits  dii  tiitmc  ordre;  t.  V, 

p.  III. 
STOFFEI..  —  De  riiilt'giabilito  des  funetions  difTi- 

renlielles  d'un  oriiro  supérieur  au  premier  (eu 

commun  avec  M.  Ilach);  t.  \ll,  p.  /|f). 
STl'KM.  —  Sur  les  fondions  elli|>li(|ues  (Note  n- 


dipée  par   M.  Siurm    d'après  un  Mémoire  de 
M.  Despeyrons);  t.  I.  p.  lii. 
SUCKSDORFF.  —  Détermination  du  pontaèdre  lU- 
volume  donné,  dont  la  surface  est  un   mini- 
inuii)  ;  t.  II,  p.  91. 


TCHEBVCHEF.  —  Sur  l'intccralion  des  différen- 
tielles qui  contiennent  une  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  de- 
gré; t.  Il,  p.  I. 

—  Sur  la  série  de  Lagranpe;  t.  Il,  p.  iGG. 

—  Sur  les  fractions  continues  (ti-aduit  par  M.  J.-J. 

Hienarnir);  t.  III,  p.  389. 

—  Sur  riiilepration  de  la  différentielle 

VJr'-t-  a.r'-(-  fi.c'-h  yx-i-i 

t.  IX,  p.  aj5. 

—  Sur    l'intégration    des    différentielles    Irration- 

nelles; t.  IX,  p.  2.^2. 

—  Sur  les  fractions  continues  algébriques;   t.   X, 

p.  3J3. 

—  Des  valeurs  moyennes  (traduction  par  M.  !f.  de 

Khanikof);  t.  XII,  p.  177. 


TCHEItYCHEF.  —  Des  maxiina  et  minima  des 
sommes  composées  de  valeurs  d'nne  fonction 
entière  et  de  ses  dérivées  (  traduction  par 
M.  .A',  de  KhanUof);  t.  XIII,  p.  9. 

—  Sur  les  quadratures;  l.  XIX,  p.  19. 

—  Sur  les  valeur»  limites  des  intégrales;  t.  XIX, 

p.  157. 

—  Sur  les  fonctions  qui   diffèrent  le  moin»   pos- 

sible de  zéro;  t.  XIX,  p.  Sig. 

TESS.\N  (de).  —  Rapport  verlial  fait  il  l'Académù- 
des  Sciences  sur  un  ouvrage  imprimé  de  M.  Cialdi 
intitulé  :  Sut  molto  ondoso  del  mare  e  su  le 
correiiti  di  esso,  ecc;  t.  XI,  p.  2GC. 

TISSERAND.  —  Exposition,  d'après  les  principe 
de  Jacoiji,  de  la  méthode  suivie  par  M.  D«- 
launay  dans  sa  Tliéorie  du  mouvement  de  la 
Lune  autour  de  la  Terre;  extension  de  la  mé- 
thode; t.  XIII,  p.  255. 


MLLARCEAU  (Yvom).  —  De  l'effet  des  attraetlrm» 
locales  sur  les  longitudes  et  les  azimuts;  appli- 
cations d'un  nouveau  théorème  à  l'étude  de  la 
figure  de    la  Terre;  t.  XII,  p.  65. 

—  Étude  sur  le   mouvement  des  meules  horizon- 

tales de  moulins  à  hié,  et  méthodes  pr)ur  les 
équilibrer;  t.  X\',  p.  3ii. 

—  Nouveaux  théorèmes  sur  les  attractions  lociiles 


et  applications  il  la  détermination  de  la  vraie 
figure  de  la  Terre;  t.  XVIII,  p.  3y,i. 
VINCENT  (A.-J.-H.).  —  Considér.-itions  sur  les 
I)orismes  en  géniral  et  sur  ceux  d'EucIide  en 
parlieiilier.  Examen  et  réfutation  de  l'inter- 
prétation donnée  par  ]M.  lîreton  (de  Champ) 
aux  textes  de  Pappus  et  de  Proclus  relatifi*  aux 
Porismcs;  t.  IV,  p.  9. 


w 


WEILER     \.).  —  Notes  sur  le   Problème  dos  trois 

corps;  t.  XIV,  p.  3o5. 
WOEPCKE.—  Sur  l'équation  du  n''™  degré  h  deux 

variables  dans  laquelle  on  fait  varier  un  des 

«■oefBcient» ;  t.  IV,  p.  329. 


^VOEPCKE.  . —  Sur  une  clasBO  do  fonctions  qui 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  les  une» 
par  les  antres;  t.  IV,  p.  .'iSg. 

—  Théorèmes  sur  le  cônedcrévolution;  t.  VI,p.i3i, 

—  Sur    la    construction    des    équations    du    qua- 
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triiSmn  (1<<(*r(^  pur  lo«  (féom^iM  urahot;  t    \  NI. 

p.  37. 

(le  fterit^*  de  L-uho6,  rxlrailA  ili'  mAniisrrits  Hrutx'H 
inùditii  et  trAduiLs;  t.  i\,  p.  i'S-/. 


au 

WOKIHJKI'.  --  l'.-ii«a((e'>  rvlnlifs  ■  ili'«  kummalioiit 
■  11'  itérlv»  du  cutH»  c»lruil«  de  deui  inaiiu»rril« 
arnlx*»  ini''4lit«  du  firitnh  Muifum  At*  Lofidrr»; 

t.  X,  p.  Hj. 


/OLOTAREFF  (G.)-   —  Sur  In  mt^tliodo  d'iiiteemlioii  do  M.  Tehebjehc/;  I.  XIX.  p.  lOl 


PARIS.    —  IMPRIMERIE   DE    GAUTHIER-VILLARS,    SUCCESSEUR    DE    MALLET-BACHELIEB, 

Quai  des  Aujnstins,  55. 
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